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BEVEZETES

Az indoklas és érvelés fejlesztése és tanitasa egy csaknem minden tantargyban elGjohetd
tananyag lehet, viszont a matematika tertletén ezeknek kiemelt szerepe van. Pontosabban
csak lenne, hiszen a szoros tantervi keretek miatt sokszor csak a szényeg ala soporjik ezek
oktatasat. Valamelyest hibas az eléz6 allitasom, indokolnunk mindig kell, hiszen egy
feladatmegoldas menetét is hivhatjuk indoklasnak a végs6 megoldast tekintve, de ezek direkt
megjelenése mint allitaisokra valé reagalas hattérbe szorul. Stylianides ir arrdl, hogy diakok e
miatt a hozzaallds miatt komoly nehézségekkel kiizdenek az indoklas és bizonyitas terén
[17].

Az indoklas, érvelés és bizonyitds harmasa gyakran jelenik meg egylittesen egyes
szakirodalmakban, de mégis mi haszna van ezeknekr Gila Hanna tgy gondolta, hogy az
indoklas és bizonyitas szolgalhat nekiink Uj moddszerek bemutatisara, 4j hipotézisek
felallitasara, valamint a killénb6z6 matematikai teriiletek kozotti kapesolatok bemutatasara
[4]. Az indoklas és érvelés direkt megjelenése, ami allitisokhoz, véleményekhez kapcsolédik
viszontvalaszként, egy gyakran elfelejtett része a matematikatanitasnak. Az 4ltala leirt
hasznos tényezG8k sokszor nem jelennek meg kell6 mértékben, szamos tanterv pedig
elmulasztja ezen lehet&ségek feltarasat.

Ahhoz, hogy a diakok kézott konstruktiv vita alakulhasson ki, hatékonyan reflektaljanak
egymas allitasaira, akar matematikai, akar mindennapi viszonylatban, az kell, hogy indoklasi és
érvelési feladatok jelenjenek meg 6rainkon, ezzel érvelési szituacidkat biztositva a tanuléknak.
Nem elvetendd tény, hogy nemcsak a didkkorukra sz616 hasznos tudast adunk at a tanuloknak
az ilyen 6raelemekkel, hanem egy életre sz616 tanitast kapnak ezzel. Végsé soron oktatasunk
célja az kell legyen, hogy a tanuldk az el6zetes matematikai problémamegoldasaik segitségével
hatékonyan tudjanak megoldani valé életbeli problémakat is.

A 2020-as Nemzeti alaptanterv (NAT) [14] a 9—12. évfolyamon az indoklas és bizonyitas
iranyabdl célként és fejlesztési teriiletként kitGzi, hogy a nevelési-oktatasi szakasz végére a
tanulé ,,sejtéseket fogalmaz meg és logikus 1épésekkel igazolja azokat”. A 2020-as NAT-hoz
illeszked6 Kerettanterv [11] mar nyiltabban, részletesebben kifejezi a téma fontossagat: ,,... a
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bizonyitasokon keresztiil mutathaté meg a matematika logikus és kévetkezetes felépitése.”
Emellett pedig az 4j fogalmak megalkotasanak, Gsszefiiggések és stratégiak felfedezésének,
tovabbd a problémamegoldé gondolkodas hasznalatanak és fejlesztésének eredményeként
fogalmazza meg, hogy: ,,... a tanulé meg tudja allapitani adott allitas, tétel érvényességi és
alkalmazasi korét, megallapitasai, allitisai mellett logikusan tud érvelni.”

Munkam célja egy tizedik évfolyamos csoport érvelési készségeinek fejlesztése volt,
méghozza a statisztika és valdszinlségszamitas teriiletén. Ehhez csaknem minden
témakorbeli 6rankon egy 10-15 perces blokkban az elébb leirt fejlesztéssel foglalkoztam a
tanulokkal. A feladatok kiilonboz§ stilustak, mivel van, ahol egyszert allitisok logikai
értékérdl kell donteniiik, illetve megindokolniuk déntésiiket, tovabba van, ahol masok
indoklasanak a helyességérdl kellett vélekedniiik, végtl pedig a feladatmegoldasaik indoklasi
részét is tobbszor tiizetesen atvizsgaltuk. Ezen orai feladatok soran kiemelt szerepet kapott
a tarsas tanulas folyamata is, hiszen — mint korabban {rtam is — fontosnak tartom azt, hogy
egymasra reflektalva tudjanak a tanul6k konstruktivan egytitt dolgozni.

Rényi Alfréd mar 1970-ben megirta, hogy a hétkéznapi életben tulajdonképpen
allandéan szembekertlink a véletlennel, a valészinGségszamitis pedig arra is megtanit
benniinket, hogy miként lehet az egyes dontésekkel jaré kockazatokat figyelembe venni egy
észszerl magatartas kialakitdasanal [16]. A valészinGségszamitas tehat donteni is megtanit
minket, a dontéseinket pedig rendre valamilyen erés érv vagy indok befolyasolja. Azzal, hogy
a diakok megtanulnak dénteni, megtanulnak hatisosabban indokolni is. Rényi szerint a
valészinliségszamitas tanitisa megtanitja a tanulékat arra, hogy a vilagos és logikus
gondolkozas akkor is hasznos, ha bizonytalansaggal van dolguk.

A NAT (2020) t&bb témakdrben is részletezi az érvelési készségek fejlesztését [14] mint
elvarast. Az altalam vizsgalt témakérben ez nincs kiemelve, ellentétben a szamos
adatgyGjtéssel, rendszerezéssel, adatabrazolassal és valdszinlségl szamitassal kapcsolatos
gondolattal, melyek észszerd fejlesztésébe logikusan bekapcesolhatéak az érvelési készséget
célzottan fejlesztd feladatok.

Az ilyen iranyu orai fejlesztést nehéz felmérni csupan az 6ran tapasztaltakkal — bar a
legtébb 6rai feladathoz konkrét érai példakat is bemutatok —, igy kvantitativ elemzéseket is
végeztem. Az Oral fejlesztéseket megel6zGen — a témakor tanitdsanak kezdete el6tt — egy
elGtesztet végeztettem el a tanul6immal, melynek kilenc feladata mar a korabbi ismereteikkel
is megoldhaté volt, ezzel felmérve a fejlesztés el6tti készségeiket. A témakdr végét jelents
témazard dolgozatot kovetben ugyanezt a tesztsort egy utdteszt formajaban is elvégeztettem
veliik, hogy felmérjem, mennyit fejl6dott az érvelési készségiik a témakdr tanulasa soran.
Mindezek utan négy és fél honappal az utdtesztet kdvetben — a kdvetkez6 tanévben —
ugyanezt a tesztet megirattam a tanuldkkal egy késleltetett utdteszt formajaban is, felmérve
azt, hogy mennyit felejtettek az elGteszthez, illetve az utéteszthez képest.

A fejlesztés a vizsgalat alapjan sikeres volt, a tanulok érvelési készségei kozepes
hatasmérettel fejlédtek az elSteszt és utdteszt kozottl id6szakban, raadasul a megszerzett
tudas keveset kopott a késGbbi késleltetett utoteszt idejére. Ebben a munkamban a vizsgalat
és fejlesztés modjan tal annak sikerességérdl és hatasossagarél fogok irni hosszabban,
megmutatva, hogy miként tudtam elérni a tanuldk témakéron belili fejlédését.
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1. FEJEZET: A TEMA SZAKIRODALMI ATTEKINTESE

Az érvelés, indoklas, magyardzat, bizonyitds szavakat széles korben hasznalja a
matematikatanitds szakirodalma (angol nyelven: argument, reason, explain, prove), gyakran
elmosodott hatarokkal, a jelentések kozotti atfedéssel. A helyzetet tovabb arnyalja, hogy a
fogalmak jelentése torténetileg is valtozott. Példdul a matematikai bizonyitds fogalma is
tejl6dott az idSk soran. A mai tudomanyos gyakorlatban a tendencia az, hogy a bizonyitasok
sokkal szigorubbak és formalisabbak, mint példaul az egy évszazaddal ezelGttiek.
Ugyanakkor a technolégia megjelenése megvaltoztatta nemcsak az érveléshez térténd
altalanos hozzaallasunkat, hanem az automatikus bizonyitast lehetévé tévs szoftverek
megjelenésével a bizonyitas fogalmat is. A bizonyitas fogalma arra is j6 példa, hogy az egyes
fogalmak mast jelenthetnek a matematikusok kdrében és az osztalytermi gyakorlatban. Jelen
munkaban a fogalmak meghatdrozasakor Hanna [4] és Stylianides [17] kategorizalasi
rendszerét veszem alapul, és a megkozelitésem az iskolai gyakorlatra szoritkozik.

Az érvelés olyan gyidjtéfogalom, mely magaban foglal minden olyan szébeli vagy irasbeli
kommunikaciés format, amelynek célja, hogy masokat meggy6zzon egy allitas igazsagarol.
Az érvelés kifejezést hasznalom a legb&vebb értelemben, amely lehet matematikai
értelemben is elfogadhaté (a tovabbiakban bizonyitas érték(l) és matematikai értelemben
nem elfogadhaté (nem bizonyitds értékd). Az érvelés minden formaja értékes szerepet
jatszik a mindennapi életben és az iskolai matematikai gyakorlatban.

A bizonyitds értékd érvelés az adott tanuldi kdézosségben ismertnek tekinthets és
elfogadott igazsagokon alapulé okfejtés egy matematikai allitds mellett vagy ellen. Az
okfejtés kifejezés kijelentések Osszefiiggh sorozatat jeloli, ahol a kijelentések a helyes
kovetkeztetés elfogadott sémai (pl. modus ponens, modus tollens, reductio ad absurdum
stb.) alapjan kapcsolédnak egymashoz. Egyszert példa bizonyitas értékd érvelésre az
iskolaban mar koran és gyakran alkalmazott ellenpélda. A masik példa a bizonyitas. A
bizonyitas az érvelés strukturalt formaja a logika formalis nyelvének hasznalataval. A
bizonyitas értékd érvelés harmadik formdja az iskolai gyakorlatban az altalanosithaté példa
(az angol szakirodalomban ,,generic example”). Az altalanosithaté példa egy érvelést egy
konkrét példan keresztil mutat be, ugyanakkor a konkrét példa az altalanos eset Gsszes
jellegzetességét magaban hordozza, és az érvelés logikai strukturdja kifogastalan. Olyan
esetekben fordulhat elS, ahol az 4ltalanos eset kezelése olyan szimbélumhaszndlatot
igényelne, amely a tanulé kognitiv fejlettségének nem feltétlentil felel meg. A magyar
gyakorlatban példaul az altalanosithaté példa moédszerével bizonyitjuk a kilenccel vald
oszthatosag szabalyat a fels6 tagozatban [17].

A nem bizonyitas értékd érvelés formai az empirikus érvelés és a magyarazat. Az empirikus
érvelés egy matematikai allitas igazsagat az allitas igazsaghalmazanak egy valddi részhalmazan
vizsgalja, azaz példakon keresztiil vizsgalja az allitast, ugyanakkor a példdk nem meritik ki az
Osszes esetet, €s az érvelés nem is tekinthets altalanosithaté példanak. A magyarazat az adott
matematikai allitas ellen vagy mellett sz616 hianyos érvelés, amely nem hivatkozik a felhasznalt
igaznak elfogadott allitasokra, és a bizonyitasi lanc ilyen médon hianyos [17].

A matematikai oktatds célja, hogy a didkok megértsék a bizonyitasokat, tudjak kovetni és
reprodukalni a tanar vagy a tankényv bizonyitdsat, és maguk is képesek legyenek
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bizonyitasok eléallitasara. A fejlédés kezdeti szakaszaban ezek a bizonyitasok rovid (egy-két
1épéses) logikai lancot alkotnak, de az életkor és a kognitfv fejlettség elérehaladtaval lehetnek
hosszabbak is. Ugyanakkor a matematikatanitas célja az is, hogy a tanulé6 meg tudja
kilonboztetni az empirikus érvelést a bizonyitastol. A bizonyitds masik szerepe az
oktatasban, hogy 4j modszerek bemutatasara, hipotézisek inspirdldsira és a matematika
kilonboz6 részei kozotti kapesolatok bemutatasara is szolgalhat [4].

Az érvelés tanitisa a matematikatanitdssal kapcsolatos kutatisok egyik fontos eleme. A
szakirodalmakban megoszlanak a vélemények arrél, hogy mennyire hasznos a didkokat a
bizonyitas tanulasanak egyik 1épéseként nem bizonyitas értékd érvelésre Gszténdzni. Egyes
kutaték fontosnak taldljak, hogy a tanulék a matematikai bizonyitds megértése soran
plauzibilis érveléssel is talalkozzanak, maguk is fogalmazzanak meg empirikus érveket, mig
masok azt mondjak, hogy ezzel csak a tanuldé meggydzését (az allitas igazsagaba vetett hitét)
érjuk el, kézben elvonjuk a figyelmet a bizonyitas tanitasarél. Polya Gyorgy és Lakatos Imre
munkdssiga nagy hatassal volt a plauzibilis érvelés fontossaganak megértésére [12] [15].
Pélya felhivia a figyelmet a heurisztikus érvelés és a plauzibilis érvelés fontossagira a
bizonyitasok konstrudlasiban, de mindvégig hangsilyozza a plauzibilis érvelés ideiglenes
voltat a bizonyitasok véglegességével szemben. Lakatos a matematikat kvaziempirikus
tudomanynak tekintette, és szintén hangsulyozta az informalis médszereket [4].

Balacheff szerint [1] a bizonyitas tanitisanak legfébb célja, hogy a tanuldk a pragmatikus
érveléstdl eljussanak a matematikai bizonyitasig. Harel és Sowder egy tanulmanyaban
kiemelte [6], hogy mennyire fontos megértetni a didkokkal a bizonyitas és a meggy6zés
kozotti  kilonbséget. Emellett osztalyoztak az érveléstipusokat, melyeket gyakran
bizonyitasnak tekint a kbzvélemény:

1. Kilsé meggy6z6 séma, amely egy tanar tekintélyére vagy az érvelés felszines formajara

tamaszkodik.

2. Empirikus bizonyitasi séma, amely konkrét példikon, induktiv érvelésen vagy

kozvetlen méréseken alapul.

3. Deduktiv bizonyitasi séma, ahol egy feltevés igazsagat logikai levezetéssel hatarozzak

meg.

Elmondhat6, hogy ezek a sémak nem egymast kizaréak, hiszen egy ember akar tobbet is
,birtokolhat” bel6lik. Egy késébbi munkdjaban Harel nem kivanatos gondolkodasmédnak
nevezte az elsG kategdriat, amelynek mégis van pedagdgiai értéke, hiszen hatékony segitséget
nyujthat az Gtletek generalasaban, felismerésekben.

Fischbein munkaja [3] [5] hozzajarult a mindennapi életben val6 érvelés és a magasabb
foku szigorisagot igénylé matematikai érvelés kozotti kapesolat konceptualizalasahoz. Az
intuitfv struktirak az aktiv megértés és a produktiv gondolkodas lényeges Osszetevoi, hiszen
ezek képezhetik a tudas egyetlen — vagy £6 — formajat, ha a megfelel$ analitikus struktardk
hianyoznak. Lényeges felismerni, hogy a tudds intuitiv és analitikus formai mélyen
Osszefiigenek egymassal.

Az érvelés-bizonyitas tanitasanak tOrténete szorosan Osszefonodik a kilénb6zé
matematikatanitasi iranyzatokkal. A ,,New Math” mozgalom soran fokuszba keriltek az
axiomatikus alapok és a logikai szigor. A logika eszkozeinek alkalmazisa kétségkivil
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bemutatta a matematika egységességét, és az érvelés alapjaul szolgalt, azonban ez az djitds
nem volt tartds, és sok tanar tul absztraktnak és nehezen tanithatonak talalta. Az 1980—2000
kozotti idSszakot a konstruktivista elméletek elStérbe kertilése jellemezte, amelyek az aktiv
tanulast és a diakok részvételét hangsulyozzak az informacié feldolgozasaban. Felismerték,
hogy a bizonyitds fogalma viszonylagos, és az érvelés informalis jellegd is lehet, mikézben
meglrzi érvényességét. Kortlbelil a 2000-es évektdl kezdve egyre fontosabb szerepet kap
az oktatasban a digitalis technolégia. Példaul a dinamikus geometriai alkalmazasok el6segitik
a diakok geometriai felfedezéseit és a plauzibilis érvelést. A digitalis eszk6z6k altal biztositott
tapasztalatok értelmezésében felértékelédik a kritikai gondolkodas szerepe és a formalis
bizonyitasok és az absztrakt indoklasok sziikségessége [5].

2. FEJEZET: MODSZER
2.1. A minta

A vizsgalatomat az Egri Pasztorvolgyi Altalinos Iskola és Gimnazium intézményében
vittem véghez, az iskola gimnaziumi részében. Az iskola kdzépiskolai osztalyaiban nyelvi
el6készit6 évvel indul a képzés, tehat minden tanuld — kivéve, aki késébb jott at ide egy
masik iskolabol —volt ,,0. osztalyos”, igy a tanuldk java egy évvel id6sebb a hagyomanyosnak
vehetS életkorokhoz képest az egyes osztilyokban. Az intézménynek remek eredményei,
nagy neve van regionalis szinten, még ahhoz képest is, hogy kisebb Ilétszammal
dolgozhatnak — évfolyamonként két osztily van a koézépiskolai részen —, mint a tbbi,
nagyobb intézmény.

A kovetkez6kben bemutatom a kisérletben részt vevék csoportprofiljat. Az intézményen
belil egy 10. évfolyamon tanul6 osztalyban végeztem a kisérletemet. Az osztalyt az egész 2022
szeptemberétSl 2023 juniusaig terjedd idészakban tanitottam matematikabdl. Reflektalva az
osztaly didkjaira, egy vegyes csoportrdl beszélhetek, amelynek a teljesitménye, matematikai
képzettsége atlagon feliilinek, jonak mondhaté. A csoport teli van szélsGségekkel, vannak
rendkivill fejlett matematikai gondolkodassal és  problémamegoldé gondolkodassal
rendelkez6k, akik ezt alkalmazni is tudjak az 6rakon, dolgozatokon, versenyeken, ugyanakkor
vannak a matematika irant nem érdekl6dé, dacosan viselked6, tovabba gyengébb matematikai
eredményd diakok is. Az osztaly jelentés része bar jo képességi, am mar a kezdetekben is
feltlint az indoklasi, bizonyitasi kultarajuk szegénysége az egyes témakorokben, ezéltal pedig
adta magat a lehet6ség ennek a felmérésére és fejlesztésére.

Ahhoz, hogy a csoport bizonyitasokat tudjon tanulni, elsé lépésként el6szor érvelést kell
tanitani nekik, hiszen annak rugalmassaga, felfedezésbeli nyitottsaga el6ny6s lehet a késébbi
bizonyitastanitasban [4].

Az osztaly 36 f6s, azonban mindhiarom felmérést csak 28 tanulé irta meg, igy a
tovabbiakban err6l a 28 £6s tanul6csoportrél fogok irni. A 28 £6 nemek szerinti megoszlasa:
17 lany és 11 fia. Az osztalyatlag 9. évfolyam végén 4-es, mig 10. évfolyam végén 3,83 volt.
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2.2. A témakor kerettantervi hattere

A vizsgalat soran a valészinlségszamitas ¢és statisztika témakorén belil dolgoztam a
diakokkal. Erdemes kiemelni a téma kiilonlegességét az indoklas és érvelés, valamint a
bizonyitasi folyamat szempontjabdl. Stylianides szerint az amerikai tankényvekben a
szamelméleti feladatok tulsulya abbdl ad6dik, hogy ezek a fogalmak mar kisgyermekkorban
hozzaférhetéek, természetiiknél fogva pedig felvetik a bizonyitas sziikségességét. Egy
matematikai tankényvben, és igy a pedagdgusok tanitdsi modszereiben is, fontos a
kiegyensulyozottsag az indoklasi feladatok terén a kilénb6z6 témakorékben [17]. A
valoszinlségszamitas témakorben kiléndsen fontos az érvelés, mert bar a magyar
gyakorlatban az esélylatolgatds mar alséban is el6fordul, a tanuldk esélyekkel kapcsolatos
itéletalkotasa gyakran téves.

A leiré statisztika szamos tertletén taldlkoznak egészen fiatal korukban a tanuldk a
diagramokkal, tovabba az atlag fogalmaval, melyre ebbdl az iranybdl lehet épiteni. A leird
statisztika alapvet6 fogalmai a mindennapi szohasznalatban is eléfordulnak, ami
megalapozhatja a tanuldk téma iranti érdeklSdését.

A témakér feldolgozasa soran a 9-10. évfolyamnak javasolt tanyagon tul néhany 11-12.
évfolyamnak javasolt tartalmat is beemeltem az oktatasba, igy ezekkel kiegészitve fogok irni a
témakorok altalam tanftott részeirdl. Késébb, a 2.3.2. szakaszban irok arrdl, hogy az ott
szerepl6 indoklasi-érvelési feladatokat Gj ismereteket elsajatité 6rdkon hasznaltam fel, azonban
az Osszes Oraszam tizennyolc volt, ami megmagyarazza a tanitott anyag széleskorlségét.

2.2.1. Valosziniiségszamitds
A Kerettanterv [11] 9-10. évfolyamon azt javasolja, hogy valoszindségi kisérletek soran
beszéljiink  eseményrdl, eseménytérrdl, elemi eseményrél, relativ  gyakorisagrol,
valészinliségrél, egymast kizard eseményekrdl, illetve fiiggetlen eseményekrSl. Ezeket
tudnia kell megkiilénbéztetnie és alkalmaznia a tanuléknak. Annak eredményeképpen, hogy
a tanulok a témakort tanuljak, észszertien tippelnek véletlen események kimenetelére, és
képesek a véletlen kisérletek adatainak rendszerezésére, relativ gyakorisagok szamolasara. A
didkoknak meg kell ismerkednie a klasszikus valoszintségi modellel, és alkalmazniuk is kell
azt. A Kerettanterv kiemeli az eloszlasok digitalis eszkézokkel valé abrazolasat, amivel
ugyan foglalkoztunk a témakdr tanulasa soran, de a vizsgalathoz nem illeszkedett szorosan.
A 11-12. évfolyamon Kkiirt javasolt tananyagbdl az eseményekkel foglalkoztunk
mélyebben, hiszen megismerték a tanuldk az események Osszegét, szorzatat,
komplementerét, az egymast kizaré események fogalmat, de tallépve ezeken még a teljes
eseményrendszer fogalmaval is talalkoztak.

2.2.2. Leiro statisztika

A 9-10. évfolyamon az adatgytjtésen és -rendszerezésen van eleinte a hangsuly, majd ezek
kozépértékekkel (atlag, median, moédusz, illetve a kézépértékeken tdli terjedelem) térténd
jellemzése kap nagyobb szerepet. Az oszlop- és kérdiagramokkal valé abrazolas még ebben
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az id6szakban a kiemelt tananyag. A témakoér tanulisa utin nemcsak ezek elvégzése a cél,
hanem az is, hogy a didkok értelmezni tudjak a kapott kozépértékeket és abrakat. Az
el6z6bdl kovetkezben ajanlott foglalkozni diagramokkal — vagy egyéb grafikus elemmel —
megadott manipuldcidkkal a felismerés és javitas szintjén.

A 11-12. évfolyamos tananyag jelentds kiegészitést adott a leird statisztikai részhez, hiszen
ide vettiik a kvartilisek és a széras fogalmat is, tovabba az el6z6bdl tovabbmenve a
dobozdiagram (sodréfadiagram, box-plot diagram) készitésével és alkalmazasaval is
foglalkoztunk.

2.3. A vizsgalat menete
2.3.1. Az el6teszt

A vizsgalat soran a valészinlségszamitas ¢és statisztika témakorén belil dolgoztam a
didkokkal. A tanmenet tizennyolc 6rat szant a tananyag teljes kord feldolgozasara (4j anyagot
feldolgozé, gyakorldora, dolgozatok) a fentebb emlitett témakérben. Miel6tt még elkezdtik
az anyagot — a tanulék elSismereteire épitve —, egy elétesztet végeztettem el velik, mely
kilenc feladatbdl allt. A  kérdések mindegyike a valdszinlségi gondolkodast, a
valosziniségszamitasi feladatok megoldasat, a statisztikai alapfogalmakat és a statisztikai
szamitasokat veszi alapul. A teszteket anonim moédon tdltdtték ki a tanuldk. Az elsé
feladatcsoportban 1évé harom feladatban ,,masoktél” készen kapott dllitisokra kellett
reflektalniuk aszerint, hogy igaz vagy hamis az allitas. Fontos része volt minden feladatnak
az adott valaszuk indokldsa. AlapvetS része az indoklasi képességek elsajatitasanak ez a
gyakorlattipus, ahol egyszer(, kivilrél kapott allitisokat kell értékelnitik a tanul6knak logikai
értékik szerint. Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az elSteszt elsd
feladatesoportidban. Az egyes tesztfeladatok alatt olvashaté azok elvart megoldasa vagy
megoldasi irdnya.

Tesztfeladat — 1.

Déntsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Eleondra: ,,Feldobtam ezt az 50 forintost mar 12-szer, de mindig iras lett! Mivel az el626
dobasaim mind igy sikertltek, a kévetkez6 feldobasom utan most mar biztosan fejet
fogok kapni!”

Az elsé tesztfeladatban Eleondra dllitisa hamis, mivel az egyes irds/fej dobdsinak
valészintisége nem fiigg az el6z6 dobasaitdl, minden dobas el6tt > lesz a valészintisége az

iras és a fej dobasanak is.
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Tesztfeladat — 2.

Déntsd el az alabbi allitastél, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Ferene: ,Itt van ez a 10 kérdéses teszt, mindenhol harom valaszlehet6ség van és egy helyes
valasz. Ugyis mindegy, hogy tanultam-e! Ha véletlenszerGen kitoltom, Ggyis meglesz az
5 helyes valaszért jar6 kettes. Ennyi az egész, vagy atmegyek, vagy nem, széval 50%
esélyem van atmenni ugy, hogy véletlenszerl valaszokkal t6ltém ki a tesztet.”

A masodik tesztfeladatban Ferenc allitasa hamis. Ferenc hibasan azt feltételezi, hogy ha egy
kisérletnek kétféle kimenetele lehet (atmegy vagy sem), a két kimenetel valoszintsége mindig
egyenld, azaz %2. Pontos valdszinlségi szamitasokra nincs szitkség a valaszhoz és az
indoklashoz, de egyébként ebben az esetben a dolgozat legalabb elégségesre vald
teljesitésének valoszintsége:

(5) -2+ () -2+ (7) -2+ (5) -2+ () - 2! +2°

~ 0,213

Tesztfeladat — 3.

Déntsd el az alabbi allitasrél, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Jozsef: ,,Eddig a félévben szereztem hat darab 5-6st matekbdl. Tanar Ur azt mondta, hogy
atlag alapjan kapjuk a jegyet, és 4,5-t6] mar 6t6st ad. Ez azt jelenti, hogy az utols

1’

dolgozaton barmit is {rok, agyis 6t6s leszek, hiszen mar igy is rengeteg 6tdst {rtam

A harmadik tesztfeladatban Jézsef allitasa hamis, nem kaphat barmilyen osztalyzatot a
dolgozatara. Ha Jézsef dolgozata netaldn elégtelenre sikeriilne, az atlaga kortlbelil 4,43
lenne, ami nem éri el a jeles osztilyzat eléréséhez kitGzott szamot (4,5), tehat 4-es
osztalyzatot kapna a félév végére.

A midsodik feladatcsoportban harom szituacidban egy allitas igazsagtartalmara fészerepl6k
reflektalnak, és indokoljak meg véleményiiket A feladatmegoldé didkoknak a fészerepld
indoklasat kell helyességiik szerint értékelnitik indoklassal ellatva.

Az indoklas egy masik szintje az, mikor masok indoklasardl kell kévetkeztetéseket
levonnunk, s érvelniink azokrél. Ha hatékonyabban dolgoznak ebben a gyakorlattipusban a
tanulok, koénnyebben tudnak diskurzust folytatni egyes problémakérokedl, kérdésekrdl
egymassal.

Erdemes belegondolni, hogy milyen kiilénbség van a mindennapi indoklds és a konkrét
matematikai indoklds kozott. Gila Hanna szerint legtobbszor folyamat és eredmény
tekintetében is kiillonbézik a kettd, hiszen a mindennapokban sokszor elfogadunk egy allitast
barmilyen bizonyitas nélkil is, mivel trividlisnak, intuitfvan hihet6nek tartjuk, azonban a
matematikaban ez felettébb kevés [4]. Az itt szerepl6 példak szituacidil is ezt a mindennapisag
és matematika koézotti killonbséget kivanjak szimbolizalni a harom feladatban.
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A Kerettanterv [11] szerint a matematika egyik f6 tanulasi-tanitasi célja a tanuld
mérlegel6 gondolkodisanak fejlesztése, ez pedig meg kell jelenjen kooperativ
tevékenységekben is, ahol ,,... a k6z6s munkdban érvel, képes a vitara, az érvei titkOztetésére.
Mérlegeli és kontrollalja mind a tarsai, mind a sajat véleményét.” A célom ennek a
készségnek a megjelenitése ebben a feladatcsoportban.

Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az el6teszt masodik feladatcsoportjaban.

Tesztfeladat — 4.

Az alabbi szituacioban allitanak valamit a térténet f6szereplGiének, Kornélnak. Dontsd
el Kornél indoklasarél, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitndacid: Az iskolaban a hagyomanyos naplordl elektronikus napléra allnak at. A régi
naplobdl at kell vezetni az osztalyzatokat az 0j, elektronikus napléba. Irodalombdl a régi

napléban szerepel Kornélnal egy z osztalyzat (ennek a jelentése tulajdonképpen egy 3,5-

Os osztalyzat), azonban a rendszer ezt nem ismeri.

A tanar dallitdsa: Beirok akkor egy 3-ast és egy 4-est, hiszen ezek atlaga is épp 3,5.

Kornél vélemeénye és indokldsa: Eddig harom 6t6s6m van az évben. Ha egy 3-ast és egy 4-est
ir be nekem, az rosszabb az atlagom szempontjabdl, mintha 3,5-6t kapnék, de még anndl
is rosszabb, mintha csak egy 3-ast kapnék, hiszen a 3-as és 4-es beirasaval olyan, mintha
kétszer is megkaptam volna a 3,5-6s jegyet!

A negyedik tesztfeladathoz Juhasz Istvan és Orosz Gyula Matematika 10. tankényvének
261. oldalardl [8] kaptam a motivaciom. Ebben a tesztfeladatban a tanar allitdsa szerint, ha
egy 3-as és egy 4-es osztilyzatot ir be, az megegyezik azzal a szituaciéval, hogy egy 3,5-6s
osztalyzatot ir be neki, amit viszont nem tud.

Ha beir Kornélnak egy 3-as és egy 4-es osztalyzatot, akkor a harom 6t6s jegy mellett az
3+4+5+5+5 _ 22

atlaga — =5 = 4,4 lenne.
Azt is allitotta Kornél, hogy ha megkapja a 4-est és a 3-ast is, az olyan, mintha kétszer
. . . 3,5+3,5+5+5+5 22
kapna meg a 3,5-9s jegyet: — s =5 = 4,4,

Ha Kornélnak lehetne 3,5-0s jegyet beirni, az atlaga a kovetkezOképpen alakulna:

3,5+5+5+5 _ 185
— == 4,625.

Kornél azt allitotta, hogy ha csak egy 3-ast kapna, még az is jobb lenne, mint ha egy 3-

ast és egy 4-est kapna. Ha csak egy 3-ast kapna, az atlaga a kovetkezéképpen alakulna:
3+5+5+5 18
——— =—=45,
4 4
Kornél minden részallitasa helyes volt, igy az egész allitasa és indoklasa is helyes, hiszen:

— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha egy 3,5-6st kapna, az atlaga 4,625
lenne, tehat az elsé eset valoban rosszabb az atlag szempontjabol.

— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha egy 3-ast kapna, az atlaga 4,5 lenne,
tehat az elsé eset valéban rosszabb az atlag szempontjabol.
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— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha kétszer kapja meg a 3,5-Os
osztalyzatot, az atlaga szintén 4,4. Ez alapjan valéban olyan a 3-as és 4-es beirasa,
mintha kétszer kapna meg a 3,5-6s osztalyzatot az atlaga szempontjabol.

Tesztfeladat — 5.

Az alabbi szituacidban allitanak valamit a térténet f6szerepléjének, Orsolyanak. Dontsd
el Orsolya indoklasarél, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcid: Allasinterjin vagy, miutan egy j6 baratod a cégbdl éllast ajanlott neked egy
kavézas soran a cégiiknél. Eppen a fizetésed emelkedésérdl beszél a cég egy embere, aki
nagyon szeretné, hogy elfogadd az allasajanlatukat.

A g emberének dllitdsa: Nézd ezt a diagramot, nalunk exponencidlisan névekedhet a
fizetésed! A vizszintes tengelyen a cégnél eltdltétt éveket lathatod. Ilyen fizetésbeli
emelkedést sehol mashol nem tudnak igérnil

Orsolya vélemeénye és indokldsa: Ez tényleg hihetetlen, eleinte még nem tnik olyan soknak a
pénz, de mivel egyre magasabbak az oszlopdiagram oszlopai, par év mulva mar nagyon
sok pénzt kereshetek ennél a cégnél!

A fizetésed emelkedése

0 2 4 [ 8 10 12

Az 6t6dik tesztfeladatban relativ, hogy mit nevez Orsolya sok pénznek. A ndvekedés ugyan
egyértelmd, azonban a diagram fliggéleges tengelyén nem latjuk a beosztast, nem tudjuk,
hogy mennyi pénzt jelentenek az egyes oszlopok. llyen médon tekinthetjiik tgy, hogy egy
beosztas 5 forintot jelent, ezaltal 12 év munka utan koriilbeliil 36 forint lesz Orsolya fizetése,
amit a legtébb helyzetben nem neveziink ,,sok pénznek”. Orsolya allitasa ezek alapjan
helytelennek tekinthetd.
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Tesztfeladat — 6.

Az alabbi szituicidban allitanak valamit a torténet fészereplSiének, Adamnak. Dontsd el
Adam indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitndcid: Budapesten vagy a Keleti palyaudvaron, és megpillantasz egy szerencsejatékozo
furfangos embert, Gyuri bacsit, aki jatékra invital téged.

Gyuri bdesi dllitasa: Gyere, flam! Itt olyan jatékot jatszhatsz, ahol egyenls eséllyel indulunk!
Itt egy szabalyos dobodkocka, illetve egy 20 forintos érme, de egyik sincs am
megbuheralval Egy kérben te egyszer dobsz a dobdkockaval, én meg haromszor az
érmével. Te akkor nyersz meg egy kort, ha a kérén beliil 4-est dobsz a dobdkockaval,
én meg akkor, ha mindhdrom érmefeldobas ugyanazt kapom, de mindegy, hogy ez fej
vagy {ras, csak ugyanolyannak kell lennie! Ha egyikiinknek sem joén be, vagy épp
mindketténknek, akkor egyikiink sem nyer a korben. Erthetd ez? Na, aki el6bb szerez 5
gy6zelmet, az kap a masiktél 10000 forintot!

Adim véleménye és indoklisa: Jatszom! Tényleg egyenls eséllyel jatszunk, hiszen én 6-félét
tudok dobni a kockaval, 6 is 3 X 2-t hiszen mindhiarom feldobasinal kétfélét dobhat.
Meg amugy is, nekem csak egy jot kell dobnom, neki meg harmat!

A hatodik tesztfeladatban Adam helytelentil dént és indokol. A szabalyos dobokockaval
1
valéban 6-félét tud dobni, igy a 4-es dobasanak valdszindsége p Gyuri bacsi haromszor

dobja fel az érmét, s akkor nyer, ha mindharom dobasa megegyezik. Ezaltal az 6sszes elemi
esemény szama 2 X 2 X 2 = 23 = 8, hiszen mindhirom dobasanal haromfélét dobhat.
Ezekbdl az lesz a kedvezé neki, amikor mindharom irds, vagy mindharom fej lesz, ez pedig

.. 2 1
két lehetSség az Gsszesbdl. Osszességében Gyuri bacsi 5 2 eséllyel dobja meg a nyerését

jelent6 érmesorozatot.

A barmadik feladatesoportban a tanuléknak harom gyakorlati feladatot kell megoldaniuk a
valészinliségszamitas és statisztika témakorébdl, ahol a sajat allitasaikat — melyek a feladatok
végsG megoldasai — kell megindokolniuk.

Az els6 két feladatcsoportban végig masok allitdsaira, indoklasaira kellett indoklast
gyartaniuk a tanuléknak, most azonban ebben a feladatcsoportban az indokolni kivant
téproduktumot is maguknak kell el6allitaniuk.

Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az el6teszt harmadik feladatcsoportjaban:

Tesztfeladat — 7.
Mennyi az esélye, hogy két szabalyos dobdkockat feldobva két paros vagy két paratlan
szamot dobunk? Valaszodat indokold!

A kiirt eseményt tekintve az Osszes eset szama 6 X 6, mivel mindkét dobasnal hatféle
kimenetel van. Két parosat 3 X 3 moédon lehet dobni, mivel mindkét dobasnal a harom
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paros szam valamelyike kertl ki. Ugyanigy két paratlan dobasndl is, tehat a 9 kétszerese a

. . 2 - . i 181
kedvezd esetek a szama. Osszességében az esemény valoszintsége tehat Pyl

Tesztfeladat — 8.
A tanar dontési lehetSséget ad Karolynak, hogy matematikabdl & doénthesse el, hogy
milyen érték alapjan kapja a végsé jegyét a bizonyitvanyaba. Donthet a jegyei médusza,
medianja vagy atlaga mellett. Mit javasolsz, melyiket valassza Karoly, ha a célja a lehet6
legjobb jegyet kapni matematikabél? Valaszodat indokold!

Karoly jegyei: 1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5.

A nyolcadik tesztfeladatban Karoly jegyeinek médusza 4, medianja 3, atlaga pedig 3. Ezek
alapjan a méduszt érdemes valasztania Karolynak.

Tesztfeladat — 9.
Jankanak és osztalyanak egy totét ad fel a tanaruk matekédran, amikor is a kévetkezé a
feladat:
,,L. Tippeld meg a kévetkezé kisérletben a k értékét!
Feldobunk 6t darab dobodkockat, majd megszamoljuk, hogy hanyon sikeriilt 6-ost
dobnunk! Ez a szam lesz a k.”

k<9

b)9 <k <18

018k
Segits megtalalni Jankanak a legvaldszintibb lehetSséget, hogy nagyobb esélye legyen a
talalatra a toton!

A kilencedik tesztfeladatban 6t darab dobdkockaval legfeljebb 5 hatost dobhatunk, ezaltal a
hatosok szama biztosan kisebb lesz, mint 9. Tekintve, hogy az a) lehet6ség valoszintisége 1,
a masik kett6é pedig 0, az a) lesz a legvaldszintbb lehetéség.

Az el6teszt 2023. marcius 27-én (hétfo) zajlott le, 12:05 és 12:50 k6z6tt, egy 45 perces
tanora keretében. A tesztpapirokat el6re kiosztottam a 45 perc kezdete el6tt, és pontosan
az Ora végeztével be is szedtem. A diakoknak utasitisban kiadtam, hogy figyelmesen
olvassanak el minden feladatot, és legjobb tudasuk szerint oldjak meg azokat, az indoklast
sem lefelejtve a valaszaik mell6l. A diakok rendben és csendben dolgoztak végig, a legtébben
id6 el6tt végeztek is a munkaval.

A teszt elvégzése soran nem adtam semmilyen segitséget a tanuloknak, csupan azt
hangsulyoztam minden alkalommal, hogy jelenlegi tudasuk alapjan valaszoljanak, és ami
még fontosabb, indokoljanak! A teszt elvégzése utan tobb kérdéssel fordultak hozzam a
tanulok, melyek rendszerint inkabb a teszt értelmét vizsgaltak, mintsem a tartalmat.

A témakor tanitasa soran igyekeztem elérni, hogy megértsék az indoklas témakorének
fontossagat is a tanuldk, ne csak indokolni tudjanak az egyes esetekben.
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2.3.2. A témakor elsajititisanak id6szaka

Gila Hanna szerint egy tantervnek tiikréznie kell a matematikai gyakorlatot azzal, hogy
bemutatja a bizonyitds — és igy az érvelés — formalis és informalis médjait is, azonban ennek
mind nincs értelme, ha a pedagbgusok nem bocsatjak rendelkezésre a matematikai eszk6z6k
teljes skalajat. Ha rendelkeznek a megfelel6 eszkézokkel a didkok, akkor van esélytink
megtanitani ket egy matematikai érv kvetésére és értékelésére, illetve hogy kidolgozhassak
a sajat matematikai érveiket [4]. A témakdr elsajatitisanak id6szakaban ezek szerint az elvek
szerint igyekeztem haladni és ezzel egyltt fejleszteni a didkokat. Cél, hogy a didkok
megszerezzék ez alatt az id6szak alatt a sziikséges érvelési eszkoztarukat, az 6rai indoklasi
feladatoknak és a rengeteg kommunikacionak hala.

Egy masik munkéjaban Gila Hanna ir az 1950-1980-as évekbeli ,,New Math” nevd
tantervi  reform  bukasardl, melyet talzott absztraktsiganak, tisztan formalis
megkozelitésének kdszonhetett. A formalis matematika szigord, meghatarozott szabalyok
alkotta kerete elvett a megértésbdl ahelyett, hogy hozzaadott volna, ehhez képest a lazabb,
hétkoznapiasabb informalis matematika kénnyebben értheté. Egyszertibb magyarazatokkal
operalhat a tanul6 [5]. Kitlztem, hogy a témakor soran elSkeriilS érvelési készséget fejleszts
feladatokban az informalis-formalis spektrumon féltavon, vagy ha sziikséges, inkabb az
informalis iranyba vezessem még most a tanuldkat, formalis athallisokkal, hogy
hozzaszokhassanak ezekhez.

A tanitasi-tanulasi folyamat soran mindvégig a Poélya-féle problémamegoldasi négy
szakasz [15] mentén igyekeztem kalauzolni a didkokat a helyes megfejtések irdnyaba. Ez a
négy szakasz a feladat megértésébdl, a tervkészitésbdl, a terv végrehajtasabol, végil pedig a
megoldds vizsgalatabdl allt [15]. Ez a négy szakasz alkalmazhaté a bizonyitasok és az
indoklas folyamatara, melyek esetén a négy szakasz az allitas megértésébdl, a sejtések
megfogalmazasibél és a  bizonyitsi/indokldsi  terv  készitésébol, a  konkrét
bizonyitas/indoklas végrehajtasabdl, majd a visszatekintésbdl all [5]. Egy modernebb
tanulmanyban keriil megfogalmazasra, hogy a tanul6knak 6riasi problémaja van az allitasok
logikai szervezésével kapcsolatban [2], erre pedig gyégyirként szolgalhat a Polya-féle négy
fazis indoklasra atfogalmazott valtozata. Ehhez a gondolatrendszerhez csatolhaté még
Pélya Gyorgy par gondolata, melyet Stylianides idéz meg egy munkajaban, ahol arrdl szol,
hogy a mintak, a sejtések és bizonyitasok k6zotti kapcesolatot fel kell fedeztetni a didkokkal.
A mintak sejtéseket, a sejtések indoklasokat/bizonyitasokat generalhatnak [17].

A témakor tanitdsa soran a kerettantervi elemeknek megfelel6 ismereteken haladtam
végig a tanulokkal a valoszinlségszamitas és statisztika témakérén beldl. Csaknem minden
egyes Oran egy kilon — dltaldban koértlbelil — 10-15 perces blokkban egy, az adott 6ra
témajahoz illeszked6 indoklasi feladattal foglalkoztam a tanulékkal. Az alabbi
bekezdésekben ezeket a feladatokat mutatom be, és reflexiot flizok az 6ran tapasztaltakhoz.

Az els6 6rai feladat az eseményekkel foglalkozik, azon belil is az eseményekkel és az
elemi eseményekkel. A feladat soran a megadott négy kisérlet esetén kellett megadniuk egy
— nem elemi — eseményt, tovabba egy elemi eseményt a didkoknak.

Ennél a feladatnal TPS (Think-Pair-Share) -mddszert alkalmaztam a tanul6knal, amely
egy kooperativ vitastratégia, amelyet Frank Lyman fejlesztett ki kollégaival [13].
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Orai feladat — 1.
Adj meg 6nalléan egy elemi eseményt, illetve egy eseményt — ami nem elemi esemény —
a kovetkez6 kisérletekkel kapcsolatban:

1. Szabalyos dobdkocka dobasa.

2. Erme feldobasa.

3. Lap huzasa egy franciakartya-paklibol.

4. Nyer6 szamok kisorsolasa 6t6s lottoban.
Beszéljétek meg a padtarsatokkal az altalatok megadott elemi eseményeket és
eseményeket! Véleményezzétek indokldssal a parotok megoldasait, hogy szerintetek

miért helyesek, vagy épp miért helytelenek!

A moédszert szamos kooperatfv tanulassal foglalkozé szakirodalom feldolgozta mar,
alapvetSen sikeresnek elkényvelve azt a kritikus gondolkodas fejlesztésének iranyabdl [9]
[10]. A nevét a harom szakaszardl kapta, ahol az els6ben (Think) a tanulék magukban
gondolkodnak a kérdéseken, probalnak azokban el6rehaladni. Ezutan a masodik szakaszban
(Pair) parokat alkotnak — jellemz&en a padtarsukkal — és megbeszélik egyiitt a
megoldasaikat, diskuralnak azokrdl. A végsé szakaszban (Share) par tanulé megosztja k6zs
megoldasait és konkluzibit a problémardl, feladatrol az egész osztallyal.

A TPS-médszerhez hiven az 6nallé példak megadasara 5 percet hagytam nekik, ami utan
kaptak még 5 percet, hogy kézésen megvitassak egymds megoldasait, végiil megosztotta par
paros a sajat megoldasait az osztallyal. Mivel tapasztalatlanok ezen a teriileten a tanuldk, az
egyik tanuléval bemutattunk egy példat az elvart parbeszédre. Mivel a téma elején jart az
osztaly, {gy tapasztalatlansagukbol adéddan szamos hibas példa kertilt el6, igy a parok masik
tagjanak mindig akadt olyan eset, ahol tarsa allitasanak helytelenségét kellett megindokolnia.

A paros munka féltavjanal egy remek parbeszédet hallva kiemeltem a didkokat, hogy
mondjak el az egész tanteremnek is, mirdl beszéltek a 3. kisérletet illetSen:

— X tanuld: ,,A 3. kisérlet esetén elemi esemény az asz huzasa, mig esemény (ami nem

elemi) a treff hizasa.”

—Y tanuld: ,,Az asz hizasa helytelen példa a kisérletet illet elemi eseményekre, mivel az
asz huzasa tovabb bonthat6: treff asz huzasa, pikk 4sz huzasa stb. eseményekre.
Elemi eseményre példaként barmely konkrét lap kihuzasat lehet mondani. A treff
htzasa példanak helyes, mint olyan esemény, amely nem elemi esemény, hiszen az
esemény tobb elemi eseményre lehet bontani: treff 2 huzasa, treff 8 htizasa stb.”

A példa hatasara tébb tanuldn is lattam, hogy megérti a feladatot. A tanuldk kézott jarva
egészen kival6 megoldasokat és indoklasokat hallhattam, de figyeltem a gyakori hibas
példakat és hibas indoklasokat is. Az id6 lejarta utin minden egyes részhez egyiitt is
megadtunk egy-egy helyes példat, illetve megadtam egy helytelen példat vagy indoklast is a
tanuloknak, aminél annak helytelenségére hangos érveket kellett mondaniuk.

Minden matematikatanar célja kell hogy legyen, hogy megtanitsa a tanul6inak az indoklas
szabalyait, meg kell veliitk ismertetnie az indoklas mintait és a megfelel6 kifejezéseket, mint
példaul a feltételezés, a sejtés, a példa, az ellenpélda, a cafolat [4]. Az el626 tanuldi parbeszéd
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alkalmaval részletesebben tudtunk beszélni a tanulokkal a példa, ellenpélda és cafolat
harmasarol. Mit6l volt j6 az Y tanulé cafolata, hogyan hozott az X példaira ellenpéldakat,
hogy az elfogadhato legyen cafolatként, illetve indoklasként?

Orai feladat — 2.
Szabalyos dobékockaval dobunk. Az alabbi eseményrendszerek kézil melyik alkot erre
tekintve teljes eseményrendszert? Valaszodat indokold!

LA={1}5B=1{25C= 3D ={45E={5;F=1{6;

2.A={1,3;4}; B = {2; 6}

3.A= {126}, B={5};C= {234}

4. A={1;6};B={24};C= {35}

A masodik orai feladat a teljes eseményrendszer fogalmaval foglalkozik. A dobdkocka
dobasat tekintve kellett 6nalléan megvizsgalniuk az egyes megadott eseményrendszereket,
hogy azok teljes eseményrendszerek, vagy sem. Vilaszuk indoklasindl a teljes
eseményrendszer tulajdonsagait kellett felvetnilik, hogy azok megjelennek-e, vagy sem. A
tanulok ennél a feladatnal megtanulhattdk, hogy egy allitas indoklasanal fontos a fogalmak
elméleti hattere, és azt barmikor eszk6zként is hasznalhatjuk allitasunk bebiztositdsahoz.

Orai feladat — 3.
Egy iskola egy osztalyaban a kévetkez6 megallapitasokat teszik a tanulék:

1. Klaudia: ,Dobtam harmincszor a dobokockaval, de egyszer sem kaptam 6-ost, igy
a relatfv gyakorisdga a 6-os dobdsianak 0. Ez azt jelenti, hogy ez lehetetlen
esemény!”

2. Viktor. ,Huztam egy lapot a franciakartya-paklibol, majd visszatettem, és
megismételtem ezt 100-szor. A kisérlet soran feljegyeztem, hogy hanyszor kaptam
treffet, pikket, karot és kért, majd elosztottam az egyes szamokat 100-zal. Az
értékek, amelyeket kaptam, az egyes események relativ gyakorisagai a kisérletben.”

3. Ferenc. ,,Feldobtam 45-sz6r ezt a 20 forintost, 30-szor fejet kaptam, 15-sz6r pedig
irast. Bz azt jelenti, hogy nagyobb eséllyel tudok fejet dobni ezzel az érmével!”

Ertékeljétek 6nalléan az allitasok helyességét, indokoljatok meg azt, majd beszéljétek
meg a parotokkal a megoldasaitokat!

A harmadik 6rai feladat hasonlé felépitéssel dolgozik, mint az elsd, itt is TPS-modszert
alkalmaztam, itt is el6szO6r Onalléan kell értékelnie az allitasok helyességét a tanuloknak (4
perc), majd a padtarsukkal kellett diskuralniuk az allitasaik és indoklasaik helyességérél (4
perc). A feladat a relativ gyakorisdg témakorét mélyiti el, illetve a valdszinGségi
gondolkodast, tovabba maganak a val6szinlségnek a fogalmat is célozza.

A tanulok szemmel lathatéan hatékonyabban dolgoztak, mint az elsé o6rai feladatnal,
batrabban mertek mondatokat megfogalmazni az allitasokrdl, érz6dott, hogy indoklasi
élményeik vannak a matematika6rakrél — még ha minimalisak is.
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Egy remekbe szabott parbeszéd a csoport egyik parjatol az elsé feladatrészrdl:

— X tanuld: ,,Klaudia allitdsa helyes, hiszen ha egy esemény valdszintsége 0, az esemény
lehetetlen esemény.”

— Y tanulé: ,Igen, a lehetetlen eseményt jol megfogalmaztad, de Klaudianal a 6-os
dobasanak a relativ gyakorisaga lett 0, a relativ gyakorisighodl pedig nem lehet
egyenesen kovetkeztetni a valoszintségre.”

A Stylianides [17] altal leirt érveket hozom elé most ezen parbeszéd tekintetében. X tanuld
empirikus érvvel probalja Klaudia kijelentésének alatimasztiasat megejteni egyfajta
tapasztalati érvvel, ami helytelen ebben az esetben, tovabba hidnyos fogalmi hattér is
megmutatkozik az elmondottakban, amire az Y tanulé ra is vilagit, egyfajta magyarazé érvvel
csatol vissza X-re, ami viszont hianyos, hiszen az gy lett volna teljes, hogy még leirja, hogy

a hatos dobasanak a valészintsége P Y tanul6 a valoszinlség és relativ gyakorisag kozotti

kialonbségre vildgit rd, igy ez ebben a szituaciéban bizonyitasnak tekinthet6, mert az adott
osztalyban elvart ismeretekre tamaszkodik.

Orai feladat — 4.

Kihivnak minket egy jatékra. Van két kocka, amelyet megszamoztak 1-t6l 12-ig terjedd
szamokkal ugy, hogy az egyikre az 1, 3, 5,7, 9, 11 szamokat, a masikra pedig a 2, 4, 6, 8,
10, 12-t irtak.

A jaték el6tt valasztanunk kell egy kockat. A jaték soran mindkét jatékos dob egyet a
sajat kockdjaval, és az nyer, aki a nagyobb szamot dobja. Melyik kockat valasszuk, hogy
nagyobb esélytink legyen a gy6zelemre? Vilaszodat indokold!

A negyedik 6rai feladat soran valészinliségszamitasi gyakorlati feladatot oldhattak meg a
tanuldk, és a megoldasuk helyességét kellett indokolniuk szamitisukkal. A korabbi két
dobdkockis feladatnal vizualis eszk6zokkel — tablazat hasznalataval —, illetve strukturalt
adatgydjtéssel is megoldasokat adtunk a didkokkal. A legtbben még ragaszkodtak a tablazatos
abrazolashoz, de voltak, akik mar a révidebb médon, a kedvezé elemi események strukturalt
kigyGjtésével adtak meg a kedvez6 esetek szamat. A feladat megoldasat a tanulok nagy hanyada
meg tudta adni, el6tte helyes szamitasokkal alatimasztva — megindokolva — azt.

Orai feladat — 5.

A kovetkez6 kockajatékot ketten jatsszak. Az egyik a jatékos, a masik pedig a bank. A
jatékosnak roppant egyszerl dolga van: eldonti, hogy mekkora pénzosszeget akar
kockaztatni, majd kap egy szabalyos dobdkockat, amellyel négyszer dob.

Ha sikeriil elkertilnie azt, hogy 6-ost dobjon, akkor visszakapja a pénzének a duplajat, ha
viszont a dobott szamok k6zott akar csak egy 6-os is szerepel, akkor elvesziti a pénzét.
Megéri-e jatszania a jatékosnak? Valaszodat indokold!
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Az 6todik 6rai feladat soran valdszinlségszamitasi gyakorlati feladatot oldhattak meg a
tanuldk, és a megoldasuk helyességét kellett indokolniuk szamitasukkal. A legtébb didkot a
megoldas és igy a helyes indoklds megszerzésében a feladatmegoldasi képességei korlatoltak.

Az 6tédik oOrai feladat legegyszertibben komplementer esemény hasznalataval oldhaté meg
— P(dob 6-ost) = 1 - P(nem dob 6-ost) —, az 6ra téméja is ennek hasznalata volt, igy egyfajta
iranyitast mutatva ezen feladat megoldasara. Akik kényelmesen mozogtak mar az 6ra
kozéps6/végsé szakasziban az ilyen feladatok korében, azoknak a problémamegoldisa
helytall volt.

Orai feladat — 6.
Rudolf egy teszt jellegli dolgozatot ir bioldgiabdl a kévetkezé tanitasi napon, amely 10
kérdésbdl fog allni, és minden kérdésnél 4 valaszlehetSség kozil kell kivalasztania az
egyetlen helyes vélaszt. A dolgozaton 5 helyes valasztdl jar legalabb kettes osztalyzat a
tanuloknak.
A dolgozat el6tti utolsd biologiadra végén Rudolf meglatta a Tanarné holnapi
dolgozathoz készitett megoldékulesanak bal alsé sarkan a kévetkezét: ,,8. D, 9. A, 10.
B”. Rudolf ugy vette, hogy hiarom helyes valasza mar biztosan van, gy mar nem is tanul
a dolgozatra, a tdbbi 7 kérdésre tippelve ad majd vélaszt, tovabba kijelentette:

Rudolf: ,,igy biztosan 4t fogok menni tanulds nélkil is!”
Rudolf az egyik osztalytarsanak, Karolynak is elmondta az el6z6 informaciéit, amire {gy
reagalt Karoly:
Kiroly: ,,Egyaltalan nem biztos, hogy meglesz igy a kettes! S6t, szerintem még igy is
nagyobb esély van arra, hogy egyest kapsz, mint hogy legalabb kettest!”
Mi a logikai értéke Rudolf és Karoly allitasanak? Valaszodat indokold!

A hatodik 6rai feladatban az el6z6 két feladathoz hasonldan egy gyakorlatibb feladatrdl van
sz0, mégis két fiktlv tanul6 allitasat kellett értékelniiik, amelyeket a megoldasrdl probaltak
,»-megsejteni”.

Rudolf allitasat mindenféle szamitas nélkil is megcafolta minden tanulé. A f6szereplénk
biztos eseménynek hivja az elégséges megszerzését — azaz a legalabb két helyes valasz adasat
a maradék hét kérdésbdl —, a kovetkezd kisérletet tekintve: hét kérdés, kérdésenként négy
valaszlehet6ség, ami egy helyes vélasz esetén tippelés. Nyilvanvaloan, ebben a kisérletben
lehetséges esemény az is, hogy nulla vagy egy helyes valaszt ad Rudolf a maradék hét kérdésre,
ezaltal a legalabb két helyes valasz adasa — a maradék 7 kérdésbdl — egyaltalan nem egy biztos
esemény. Rudolf allitasa ezaltal hamis.

Karoly allitasa egy fokkal Gsszetettebb volt, hiszen 6 egyszerre két dolgot is allitott. Az
el6z6ek alapjan az allitas els6 felével egyetérthetliink, valéban nem biztos, hogy meglesz
Rudolfnak a kettes osztalyzat ezekkel a koriilményekkel. Az 4allitas masodik felében Karoly
szerint nemcsak hogy nem biztos, hogy atmegy Rudolf, de még nagyobb esély is van arra,
hogy elégtelent kap a végén. A gondolatmenetben eddig minden tanul6 6nalléan eljutott,
tovabba arra is rajottek a legtébben, hogy szamitasokra lesz sziikségiik az indoklashoz, s {gy a
megoldas megadasahoz.
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A szamitas soran érdemes volt kihasznalnia a tanuléknak a komplementer eseményekre

vonatkozé — mar a korabbiaknal is haszndlt — képletet: P(4) = l—P(K). Egy par perc varakozas
utin beavattattam azokat is ebbe, akik esetleg nem tudtak hogyan elindulni ebben. Az
elégséges megszerzésének valoszintiségére = 0,55 lett az eredménylink véglil mar egyiittesen,
ami azt jelenti, hogy bar valéban nem biztos az, hogy Rudolf megkapja az elégségest, de mégis
nagyobb esélye van erre, mint hogy elégtelent kapjon. Karoly allitasainak masodik fele hamis
volt, igy a teljes dllitasat is hamisnak tekintjik.

Ebben a feladatban — mint par masik 6nall6 feladatban — a tanuldknak sajatjukként kellett
megadniuk a valaszt és az ahhoz csatolt indoklast. A korabbiakban leirtam, hogy mennyire
fontos a tarsas interakcié és kommunikacié az érvelés tanitisaban, azonban Balacheff szerint
a tarsas interakci6 bizonyos kériilmények kozott korlatozé tényezd lehet. Ugy gondolta, hogy
a tanulok a sikervagyaik miatt nem feltétlenil képesek Osszehangolni az egymasétol eltérd
nézépontjaikat [1]. Ezek miatt a gondolatok miatt az érvelési 6rai feladatok k6zott szerepelnek
6nallé munkavégzést, illetve paros munkat is igényl6 feladatok.

Orai feladat — 7.
Egy iskola egy osztalyaban a kévetkez6 megallapitasokat teszik a tanuldk:
1. Akos: ,Ha egy adatsokasag szorasa nulla, akkor minden adat nullal”
2. Eleondra: ,,Egy kisérlet utin a kapott adatsokasag terjedelme megadja az Osszes
lehetséges kimenetel szamat!”
3. Kolos: ,,Egy adatsokasag alsé kvartilisének és felsé kvartilisének atlaga éppen a
median!”
4. Fldra: ,,Egy adatsokasdg médusza egyben az adatsokasag atlagihoz legkézelebb
all6 adat is!”
A parok egyik tagja értékelje a paros szamu allitasok helyességét, mig a masik a paratlan
szamuakat! Ezutan indokoljatok meg tarsatoknak az egyes megoldasaitokat!

A hetedik Orai feladatban mar attériink a statisztika témakorére a tanuldkkal, ahol is az
adatsokasagokat jellemz3 értékekrdl tanultunk. A tanulék itt is a TPS-modszer keretein beliil
adhattak megoldasokat az allitisok helyességére, azonban az eddigi TPS-moédszeres
feladatokkal ellentétben itt mar kilénbo6z6 allitasokkal foglalkoztak a tanuldk az 6nalld
gondolkodasi (Think) részben. A parok két tagjanak tehat most killénbo6z4 allitasokat kellett
értékelnie, majd bemutatnia egymasnak, talalva az altala elemzett allitds helyességérdl szolo
véleményét, illetve az ehhez tartozé indoklast. Miutan ez megtortént, az addig hallgaté tars
reagal a parjatol hallottakra, elfogadja indoklasa helyességét, vagy sem, és indokol.

A tanulék ebben a szakaszban mar teljesen megértették, hogy az érvelés magaba foglalja
az érvek kialakitasaban, kritizaldsban valé cserét és egylittmikodést is, a Gila Hanna 4ltal
irtaknak megfelel6en [4]. Bar az elGteszt — és késGbb az azzal megegyez6 utdteszt és késleltetett
utéteszt — feladatai kozott a tarsak nem szamithatnak egymasra, de masokra ugyanigy kell
reagalniuk, tarsas szituacidkban kell emberekre reflektalniuk, véleményt formalniuk. Ha ezt
hatékonyan tudjdk megtenni, a fejlesztés eredményektdl fliggetlentil is célt ért.
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A National Council of Teachers of Mathematics az 1980—2000 koz6tti években ajanlasokat
adott ki az iskolai matematikaoktatassal kapcsolatban, melyben egy f6 pontként kiemelték,
hogy a matematikai alapkészségek meghatarozasainak tal kell mutatniuk azon, hogy csupin a
szamitasi készségeket foglaljdk magukba burkoltan. Ezen beliil részajanlasok tértek ki a
kommunikaciés készségek elsajatitasara, illetve a logikus érvelés, informdciéfeldolgozas és
dontéshozatal folyamatainak alapvetSként valo értékelésére [5]. A feladat tikrézi ezeket a mai
napig népszerd és jonak tartott elveket, fejleszti a didkok kommunikacids és érveléshez
kothet6 készségeit egyarant.

A tanuldk egyik legjobban vett akadalya volt ez a feladat, kiemelked6 munkamoral volt
jellemz5 ennél a feladatnal, megérzésem szerint a rengeteg indoklasi-érvelési tapasztalasuk
okan. A tanulok java része érezte az allitasok szamszerd példakkal val6 kénnyd vazolhatsagat,
ebben az iranyban pedig ellenpéldakat igyekeztek krealni. Paran ugyan nem {gy indultak el, de
mikor felvetiilt az ellenpélda kifejezés, szinte kivétel nélkiil minden paros célba ért. ErezhetGen
jobban reflektaltak egymds munkaira, megnyilvanulasaira a parok, konstruktiv gondolatokat
osztottak meg egymassal a megoldasokkal kapcsolatban.

Orai feladat — 8.

Alkossatok 6nalléan harom igaz és harom hamis dllitist az alabbi képen lathat6
diagramrol!

Olvassatok fel egymasnak felvéltva altalatok kredlt dllitisokat a padtarsatokkall A masik
télnek mindig ki kell talalnia, hogy az adott allitas igaz vagy hamis, és meg is kell
indokolnia a vilaszat!

Ertékelések a Larry cim(i filmrél

Gyakorisdg
a8

1 2 3 4 -
Ertékelések a filmrdl

A nyolcadik orai feladatban a parok tagjainak készakarva kell igaz és hamis allitasokat
megadniuk a feladathoz mellékelt oszlopdiagramrél. A feladat remek mikodését az
biztositotta, hogy akarva-akaratlanul is rendkiviil egyszert dllitaisokat adtak meg a tanuldk a
diagrammal kapcsolatban, legyenek azok igazak vagy hamisak. A magatdl értetéddnek tind
allitasok helyességérdl talan nehezebb indokolniuk, hiszen a ,,latszik, egyértelmd” kifejezések
jonnek ki a tapasztaltabb matematikaval foglalkozok szdjabdl is. Ebben a feladatban most
pontosan az jelentette a kihivast, hogy ezeket megindokoljak a tanuldk, de hamar raéreztek
ennek az izére is.
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Orai feladat - 9.

Alkossatok 6nalléan harom igaz és harom hamis allitast az aldbbi képen lathato
diagramrol!

Olvassatok fel egymasnak felvaltva altalatok krealt allitisokat a padtarsatokkal! A masik
télnek mindig ki kell talalnia, hogy az adott allitas igaz vagy hamis, és meg is kell
indokolnia a valaszat!

Kutydk szama a Tealapat varmegyei menhelyeken

i

A kilencedik 6rai feladat az el6z6 példank testvére, annyi killdnbséggel, hogy az altaluk eddig
ritkdbban latott dobozdiagrammal kellett dolgozniuk. Kiildnbség volt még, hogy kiemeltem a
tanuldknak azt, hogy igyekezzenek kreativabb, nehezebb allitdsokat adni tarsuknak, hogy
tobbet kelljen gondolkodnia annak logikai értékérSl. A didkoknak sikertilt magasabb szintre
emelni az allitisok megfogalmazasat, olyannyira, hogy a feladatra plusz id6t kellett adnom,
mert valéban nagyobb kihfvast jelentd allitasokat adtak egymasnak.

Orai feladat — 10.

Madeinorszag dorzsolt vezetSje, II. Tihamér megjelenttette az alabbi diagramot a
nemzeti Gjsagban, aminek folytan orszaganak — Parnalandia felé — cs6kkené tartozasardl
értekezett:

1L Tibamér. ,,Ahogyan az abra is mutatja, az elmult 10 évben fokozatosan csékkent
Hazank Parnalandia felé vald tartozasa, ami a korabbi horribilis mérték(i tartozashoz
képest idénre mar elenyészé mennyiségl! Ez is a rendszer hatékonysagat és sikerességét
mutatjal”

Madeinorszag lakéjaként belsé feladatodnak érzed az ilyen megnyilvanuldsok kritikus
elemzését. Vizsgald meg a diagramot és II. Tihamér allitasat! Igazat mondott, vagy
hazudott az orszag vezetSjer Valaszodat indokold!

A tizedik 6rai feladat 6rajan a diagramok kritikus vizsgalatarél beszéltiink a tanulokkal, t6bb
manipulaciét is megvizsgaltunk a diagramok és statisztikai értékek tekintetében. A diagramok
kritikus vizsgalata, illetve azok manipulacidja kerettantervi elem a statisztika témakorében [11].
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Ez a konkrét feladat a diagram részeinek megjelenitését teszi célkeresztbe 6nallé feladat
formajaban. A tanulok jelentSs részének problémat okozott ez a feladat, ugy tiint, még ha
vilagos is a legtobbeknek, hogy miért kell kritikusan nézniink egy diagramot, tovabbd néztiink
tobb nevezetes buktatot ezek esetén, nehezen tudjak atvinni a diagramokrél megszerzett
ismereteiket ezekbe a gyakorlati, életszeri példakba.

Madeinorszag tartozdsa Parnalandidnak (dollarban)

A megoldasra — kisebb segitségnyujtasok mellett — fokozatosan csaknem mindenki rajott,
konstatalva azt, hogy egy-egy kisebb valtoztatas, egy-egy kisebb hianyossig a diagramon
mennyire mas jelentéseket adhat annak. Jelen esetben a diagram hianyzé része a fiiggbleges
tengely maga, amely megadna nekiink, hogy mennyi is az a bizonyos tartozas, és milyen
mértékben csdkkent. Egyes grafikonokon az y tengely értékei gyakran nem 0-tél indulnak.
Igy példaul, ha az y tengely elsé beosztasa 9 egység, a legfelsé pedig 10 egység, akkor alig
csOkkent az addssag, pedig a diagram oszlopai pont ellenkezdleg, annak nagymértékd
csOkkenését hitetik el.

2.3.3. Az utdteszt

A tanulék az utéteszt soran az elSteszt feladatait oldottdk meg ismételten. Az utdtesztre a
Valoészintségszamitas és statisztika témakorét feldolgozé témazard dolgozat utan kévetkezs
oran kerilt sor, 2023. majus 22-én (hétfén), 12:05-12:50 kozott, egy 45 perces tandra
keretein belil. A tanulék az utéteszten — az elSteszthez képest — csendesen, kevés kérdéssel
és gyorsabban dolgoztak. Reményeim szerint ezekhez a tulajdonsigokhoz csatlakozott a
hatékonysag névekedése is, azonban ezt majd csak a teszt elemzése soran tudom meg. Az
utéteszt korilményei megegyeznek az elSteszt koriilményeivel, pontosan ugyanabban az
6raban és napon irhattak meg a tanuldk ezt a tesztet is, ugyancsak anonim moédon. Az
utéteszt célja annak a felmérése volt, hogy a célzott indoklast kézéppontba helyezd
feladatmegoldasok, fejlesztések hatdsara fejl6dott-e a csoport tanuldinak 6n4llé indoklasi és
érvelési képessége az elGtesztben tapasztalt eredményekhez képest.

2.3.4. A késleltetett utoteszt

A késleltetett utdteszt mar a kévetkez6 tanévben zajlott le a tanul6knal, mikor mar nem én
tanitottam a csoportot. Ennek ideje 2023. oktober 2-a, hétf, ugyanigy 12:05-12:50 kézott,
ugyanannak a 45 perces tandéranak a keretein belil, mint az el§- és utdteszt esetén. Az
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utéteszthez képest a tanuldk zajosabban, zavartabban dolgoztak, az elSteszthez képest
azonban még mindig kevésbé hangosan. A tanulok ekkorra mar jol ismerték a tesztet, hiszen
harmadjara taldlkoztak vele, még ha nagyobb kihagyasokkal is. A késleltetett utdteszt célja
annak a felmérése volt, hogy a tanulék mennyire emlékeznek a jol bevalt indoklasi-érvelési
sémakra, mennyire tudjik el6huzni az 6rakon tanultakat, és végsé soron, ha ndvekedett a
hatékonysaguk az utéteszten, csOkkent-e, s ha igen, mennyivel csokkent az indoklasi
hatékonysaguk az eltelt id6 alatt.

3. FEJEZET: A TESZTEREDMENYEK ELEMZESE
3.1. A tesztek pontozasa

A tesztek értékelésekor minden egyes tesztfeladatra két pontot kaphattak a tanuldk a
megoldasaik szerint, amibdl egy pont a feladat helyes megoldasara jart, mig egy pont pedig
a megoldasuk helyes indoklasa alapjan volt megszerezhetd. Az el6z6 fejezetben az egyes
bemutatott tesztfeladatok alatt részletezve van azok megoldasa is, azonban nem csupan csak
pontosan ezeket fogadtam el, hanem a f6bb lényegi részeket tartalmazd, esetlegesen
csonkabb indoklasokat is pontot érének tekintettem. Az adatokat tablazatba rendeztem, és
statisztikai probaknak vetettem azokat ala.

3.2. Leiro statisztikai jellemzés

A 3.1. tablazatban leird statisztikai jellemzést adtam az egyes tesztek egyes részeir6l. Az
clemzés soran killén fogok foglalkozni a megoldasokra, illetve az indoklasokra kapott
pontszamokkal, tovabba az utébbi kettSt egy kalap ala vevé 6sszes pontszammal, amelyet a
tanulok elértek az elGteszten (00E), az utoteszten (01U) és a késleltetett utdteszten (002K).
Az egyes teszteken Osszesen 18 pont volt a maximadlisan megszerezhetd, ezekbdl 9 a
megoldasokra, 9 pedig az indoklasokra. Mindharom tesztet 28 tanul irta meg. J6l lathaté
ebben a tablazatban, hogy az atlagok lekévetik azt, amit el is varnank a mintatol, az elGteszt
eredményei mind a megoldasi, mind az indokldsi, és igy az Osszes pontszim esetén is
gyengébbek, mint az utoteszté és késleltetett utoteszté, azonban a késleltetett utoteszt atlagai
gyengébbek, mint az utdteszt eredményei. Nyilvanvaléan ez még kevés ahhoz, hogy a
tanitasi folyamatot sikeresnek konyveljem el, de kedvez$ iranyokat jelez elére ez az
adatcsoport. Az atlagok szorasa az Osszes pontszamot tekintve kiegyensuilyozottnak
mondhaté a harom teszt adatait vizsgalva, mig a megoldasi pontoknal a széras egyre
csokkent az elGteszttd] a késleltetett utdtesztig haladva, addig az indoklasi pontokat tekintve
épp az elStesztnél volt a legkisebb az eltérés. Ennek az oka az elGteszt gyenge atlaga és
szerzett pontjainak kis terjedelme lehet. A legmagasabb elért pontszamok az el6teszthez
képest mindig stagnaltak vagy névekedtek az utdteszten, majd a késleltetett utoteszten az
el6z6h6z képest stagnaltak vagy csékkentek. Bzekhez képest az elért pontok terjedelme
rendre cs6kkent vagy stagnalt az utétesztre, majd novekedett onnan a késleltetett utotesztre.
Lathat6 példaul, hogy — az el6z6ekhez hlien — az Gsszes pontszamot tekintve az utdteszt
leggyengébb eredménye kozelitéleg megegyezik az elStesztek atlagpontszamaval. Erdekes
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még megemliteni, hogy a tanulok megoldasi pontjai kéz6tt minden teszten volt maximalis,
az indoklasi pontokat tekintve viszont egy 9 pontos eredményt sem mutathat fel a csoport.

3.1. tablazat. Leiro statisztika

Megoldas Indoklas Osszes
00E 01U 02K O00E 01U 02K 00E 01U 02K
Valid 28 28 28 28 28 28 28 28 28
Mean 4893 6.500 6.071 2.143 4.000 3.357 7.063 10.500 9.429

Std. Deviation 2.006 1.478 1.331 1.297 1.587 1.569 2899 2560 2.501
Minimum 1.000 4.000 3.000 0.000 2.000 1.000 3.000 7.000 5.000

Maximum 9.000 9.000 9.000 5.000 7.000 7.000 13.000 15.000 14.000

3.3. Az 6sszes pontszam Osszehasonlitasa az elGtesztben, az ut6tesztben és a
késletetett utétesztben

A statisztikai elemzést az Gsszes pontszam vizsgalataval kezdem. Az adatokat elGszor
Levene-tesztnek (3.2. tablazat) vetettem ald, amellyel azt akartam megtudni, hogy
alkalmazhatok-e a mintara ANOVA-tesztet. A Levene-teszt azt vizsgalja, hogy az egyes
tesztek szérasi értékei kozott van-e szignifikins kilonbség. Ha a szérasok tulsagosan
eltéréek, az befolyasolhatja az ANOVA-teszt eredményeit. Mivel p = 0,764 > 0,05, a
Levene-teszt szerint ANOVA-tesztet alkalmazhatok (3.3. tablazat), hiszen ez azt mutatja,
hogy a tesztek szorasai kézotti kilonbségek valoszindleg véletlen eredmények.

3.2. tablazat. Levene-teszt az Gsszes pontszamra
F dfl df2 P
0.271 2.000 R81.000 0.764

A szamolt F statisztikai érték azt mutatja, hogy a csoportok koézotti valtozas milyen
mértékben tér el a véletlen variabilitastol. Az itt kapott 12,455 magas értéknek szamit, a
hozza tartoz6 p < ,001 érték pedig alacsony. Az ANOVA-teszt ezek alapjan kimutatta,
hogy a tesztek k6zotti killonbségek statisztikailag szignifikdnsak voltak [F(2, 81) = 12,455,
p <,001].

3.3. tablazat. ANOV A-teszt az Gsszes pontszamra

Cases Sum of Squares df Mean Square F P
Teszt 176.167 2 88.083 12.455 <.001
Residuals 572.821 81 7.072
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3.4. tablazat. Post hoc 6sszehasonlité teszt — Osszes pontszam

Mean Difference SE t Ptukey
00E 01U -3.464 0.711 -4.874 <.001 ***
02K -2.393 0.711 -3.367 0.003 **
01U 02K 1.071 0.711 1.508  0.293
¥ op < 01, *** p < .001

12
"
10

Osszes

oL N @ ©

00E 01U 02K
Teszt

3.1. abra. Post hoc 6sszehasonlité teszt — Osszes pontszam

3.5. tablazat. Levene-teszt a megoldasra kapott pontszamra

F dfl  df2 p
3,661 2.000 81.000 0.0301

Az ANOVA-tesztb6l megtudtam, hogy a tesztek kozétt szignifikans kilénbség van, viszont
ebbdl nem tudtam meg, hogy pontosan mely tesztek k6zott van ez a bizonyos kiillénbség.
A post hoc Osszehasonlité — Tukey—Kramer — teszttel (3.4. tablazat) valaszt kapok ezen
kérdéses informacidkra. A teszt eredményei alapjan az elGteszt eredménye szignifikinsan
killénb6zik mind az utéteszt, mind a késleltetett utoteszt eredményétél, de az utdteszt és a
késleltetett utdteszt eredményei k6zott nincs szignifikans kiilonbség, mint azt a Prukey értékei
mutatjdk is. A 3.1. dbran — ami a teszthez tartozik — a hibavonal a standard errort jel6li.

3.4. A megoldasra kapott pontszam Osszehasonlitasa az elStesztben, az
utotesztben és a késletetett utétesztben

A megoldasokra kapott pontszamok vizsgalataval folytatom a tesztek analitikus elemzését.
Ehhez elész6r ismét a Levene-teszthez (3.5. tablazat) nydltam a kordbban mar leirt okokbdl.
A megoldasokat tekintve a Levene-teszt alapjan nem alkalmazhatok ANOVA-tesztet, mivel
p = 0,030 < 0,05. Ebbél az indittatasbdl a kovetkezs 1épésben nem paraméteres Kruskal—
Wallis-tesztet (3.6. tablazat) alkalmazok.
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A Kruskal-Wallis-teszt azt vizsgalja, hogy a harom fiiggetlen teszt kozott van-e
statisztikailag szignifikdns killonbség a rangsorolt értékeik alapjan. A teszt azt mutatja, hogy
a tesztek eredményei k6zott szignifikans eltérés van [U(2) = 10,608, p = 0,005].

3.6. tablazat. Kruskal-Wallis-teszt a megoldasra kapott pontszamra

Factor Statistic df p
Teszt 10.608 2 0.005

A szignifikans eltérésrél mar tudok, kérdés, hogy mely tesztek kozott jelent ez meg, gy
ismételten egy post hoc Osszehasonlitd tesztet alkalmazok, a Dunn-féle post hoc
Osszehasonlitd tesztet. Ezt a post hoc tesztet szokas alkalmazni a Kruskal-Wallis-tesztet
kovetben, emiatt déntdttem emellett. A paros Osszehasonlitis szignifikins kilénbséget
mutat az elSteszt és az utdteszt, valamint az elSteszt és a késleltetett utéteszt eredményei
kozott.

3.7. tablazat. Dunn-féle post hoc sszehasonlito teszt — megoldasra kapott pontszam

Comparisons z W, W, P
00E - 01U -3.177 31.018 51.339 0.001 **

00E - 02K -2.209 31.018 45.143 0.027 *

01U - 02K 0.969 51.339 45.143 0.333
*p<06,*™ p< 01

7.5
7.0

Megoldas

i = A it
o » o v o w

00E 01U 02K
Teszt
3.2. abra. Dunn-féle post hoc 6sszehasonlité teszt — megoldasra kapott pontszam

3.5. Az indoklasra kapott pontszam Osszehasonlitasa az elGtesztben, az
utotesztben és a késletetett utotesztben

Az eléz6eknek megfelelSen vizsgaltam az indoklasra kapott pontszamokat is az egyes
tesztek soran. A Levene-teszt (3.8. tablazat) eredménye alapjan, mivel p = 0,505 > 0,05,
alkalmazhatok ANOVA-tesztet.
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3.8. tablazat. Levene-teszt az indoklasra kapott pontszamra

F dfl df2 p
0.690 2.000 81.000 0.505

Az indoklasi pontszamokat vizsgal6 ANOVA-teszt (3.9. tablazat) alapjan szignifikans
kilonbség van a tesztek kozott, am ismét meg kell vizsgalnom, hogy mely tesztek k6zott
van ez a kilonbség, ehhez az Osszes pontszam vizsgalatinak mintdjara post hoc
Osszehasonlité — Tukey—Kramer — tesztet alkalmazok.

3.9. tablazat. ANOVA-teszt az indoklasra kapott pontszamra

Cases Sum of Squares df Mean Square F p
Teszt 49.810 2 24.905 11.216 <.001
Residnals 179.857 81 2.220

A tesztek Osszehasonlitasa utin az el6z6eknek megfelel6 eredményt kaptam. Az elSteszt és
utéteszt eredménye koézott szignifikans eltérést mutathatd ki Ggy, ahogy az elGteszt és a
késleltetett utéteszt eredménye kozott is. Az utdteszt és a késleltetett utdteszt eredményei
kozott nines szignifikans kilénbség.

3.10. tablazat. Post hoc 6sszehasonlité teszt — indoklasra kapott pontszam

Mean Difference SE t Ptukey
00E 01U -1.857 0.398 -4.663 <.001 *** i
02K -1.214 0.398 -3.049 0.009 **
01U 02K 0.643 0.398 1.614 0.246

£

p < 01, *#*# p < 001

3.6. Hatasméret

Zarasként megvizsgaltam az eredmények hatasméretét. Az elSteszt és az utéteszt eredménye
kozotti 6sszehasonlitis minden kategdriaban szignifikdns eltérést mutatott. Vizsgalatunk
szempontjabol ennek a killénbségnek az analizalasa volt a legf6bb célom, igy ezen két teszt
eredményeit Osszevetettem T-probaval. A teszt az elSteszt és utdteszt kdzottl szignifikans
eltéréshez kozepes hatasméretet rendel. A 3.11. tablazatban a negatfv Cohen-féle d-értékek
arra utalnak, hogy az el6tesztben rendre gyengébbek az eredmények, mig a hatasméret 0,2
és 0,5 k6z¢ teheté mind a megoldasra kapott, mind az indoklasra kapott, mind az Gsszes
pontszam tekintetében, ez pedig kbzepes hatasméretként értelmezhetd.
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3.11. tablazat. Independent Samples T-Test
t df p Cohen’s d SE Cohen’s d

Osszes 4739 54 <.001 -1.267 0.316

Megoldas -3.413 54 0.001 -0.912 0.294

Indoklas -4.795 54 <.001 -1.281 0.317
OssZEGZES

El6zetes célom a tanuldim érvelési készségének fejlesztése volt. A témakor elsajatitisa sorin
sikerként kényveltem el a tanulék kommunikaciéjat egymassal, hiszen az érveléses 6rai
feladatok soran egyre hatékonyabban tudtak egymassal diskurzust folytatni, illetve egyre
kénnyebben fejezték ki gondolataikat az indoklas segitségével.

Az elbteszt gyengén sikertlt a csoportnak, varhatéan gyengén, hiszen a statisztika és
valoszinlségszamitas témakorében, tovabba az indoklas teriiletén is tapasztalatlanabbak
voltak még ekkor. A folyamatos fejlesztés hatasara szignifikansan javult a teljesitményiik a
témazarét kéveté — de attdl fuggetlen — utdtesztre. Egyértelmd fejlédést mutattak be a
didkok mind a feladatok megoldasaban, mind a megoldasaik indoklasaban az utéteszt soran.
Pozitiv tapasztalat volt még a vizsgalat soran, hogy a késleltetett utdteszthez érve a tanulék
teljesitménye nem romlott jelentésen az utdteszthez képest, még itt is sokkal elfogadhatébb
indokladsokat fogalmaztak meg, mint az elStesztben.

A j6v6be mutatéan minden egyes matematikat oktaténak gondolkodnia kell az érvelési
feladatok tanorakra vald bevitelén. Persze az el6z6 gondolatom nem a létjogosultsagat
kérdbjelezi meg ezeknek a feladatoknak a matematikaoktatds keretein beldl, hanem a
konkrét helyek és a konkrét alkalmak felfedezését szorgalmazza, ahol kivaléan tudjuk
fejleszteni a tanuldink ilyen iranyd készségeit. Az utolsé 6rakon tapaszalt kommunikacids
sokszintséget és fejlédést hallva az jutott mindig eszembe, hogy nagyon megérte azt az
6ranként 10-15 percet erre felhasznalni, hiszen ezzel, hogy jobban tudjik kifejezni a
gondolataikat a tanulék, célzottabban tudnak segitséget kérni, illetve segitséget adni is
egymasnak, amikor arra van sziikség. Eszrevehet6 volt a szakmai nyelv erételjesebb
megjelenése is — ami egyébként a csoportnal kevésbé volt jellemz6 —, ez pedig kétségkiviil a
rengeteg szobeli feladatmegoldasnak volt koszonhet6, hiszen ezek soran a didkok
kénytelenek voltak egész mondatokat megfogalmazni az egyes problémakrol.

Stylianides szerint a bizonyitasok — és érvelések — céljai kozé kell sorolnunk a
magyarazatot, az igazolast, a hamisitast és az Gj tudas generalasat [17], ezt pedig meg kell
mutatnunk a tanul6inknak is.

Végill azt mondanam, hogy az érvelési készségek fejlesztése mindig egy fontos feladata
volt a matematikaoktatasnak, azt pedig nem szabad hagynia a matematikatanari
tarsadalomnak, hogy kikopjon az évek sorin a tanitasi gyakorlatunkbdl. Ezt a gondolatot
pedig az érvelésfejlesztés a béséges jotékony hatasaival indokolja meg nekink.
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LIMITACIO ES TOVABBI KUTATAS

Kutatasom limiticiéja, hogy a kis csoportlétszam miatt a kovetkeztetések
altalanosithat6saga korlatozott. A tovabbi kutatasokban szitkséges lenne magasabb létszam
esetén vizsgalni az itt lefrt beavatkozdsomat, tovabba a magasabb létszam mellett
kontrollcsoportos kisérletet lehetne végezni, amellyel sokkal atfogdébb képet kaphatnék a
didkok — beavatkozas altali — fejlédésérdl az érvelési és kommunikacios készség iranyabol.
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