
ZAY BÉLA 

A FIBONACCI SZÓSOROZATOK EGY 
ÁLTALÁNOSÍTÁSA4 

Abstract (A generalization of the Fibonacci word-sequences). 
In [3] J. C. Turner introduced the Fibonacci word-sequences 
and used for the investigation of binary sequences. Such a 
sequence is, e.g. The word-sequence F(0,10)= 0; 10; 010; 
10010; 01010010; ... where the word (m> 2) is 
constructed by writing the (w-l)1*1 word after the ( n - 2) 
one and the initial words are 0 and 10. In this squence the 
position of the /1th one determine the n0 1 Wythoff pair which 
was investigated by J. G. Turner [4]. Also a Fibonacci word-
sequence is the so colled "papal sequence" which was 
investigated by P. M. Higgins [1] who has given several 
algoritms for the construction of this sequence. In this paper 
we investigate the generalization of these word-sequences. 

* A dolgozat az OTKA1641 sz. pályázat támogatásával készült 
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J. C. Turner [3]-ban bináris sorozatokkal és úgynevezett 
Fibonacci szósorozatokkal foglalkozott Fibonacci szósoro-
zatnak nevezte és F(w15w2)-vel jelölte azt a szósorozatot, 
melynek első két eleme w1,w2, az n(n > 2)-edik elemét pedig 
az n-2-edik és w-l-edik elemének egymás mellé írásával 
képezzük. Ilyen sorozat a P. M. Higgins [1] által vizsgált 

F(J,P= J) P JP PJP JPPJP... 
"pápa sorozat" is, vagy a [3]-ban is megemlített 

F(0,10)= 0 10 010 10010 01010010.. 
sorozat, melyben a 0-ák sorszáma rendre 

1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 19, ..., 
s ez azonos az {ű„} = {[na]}sorozattal = ^-(l + V5")j, az 

1-ek sorszáma pedig rendre 
2, 5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, 

ami azonos a {&„} = [IW2]} sorozattal. Az (an,bn) rendezett 1 
elempár (lásd például [21]-ben) éppen az w-edik Wythoff pár-
ral azonos, aminek további előállításairól olvashatunk [4]-
ben. 

A következőkben a Fibonacci szósorozatok egy általánosí-
tásával foglalkozunk. 

Legyenek s és k rögzített pozitív egészek, 
X = {xx,x2,...,xs} az xí,x2,...,xs betűk halmaza! Jelöljük 
W(X)-e 1 az X-he\\ betűkből, ezek egymás mellé írásával 
képezett, összes szó halmazát, és w = (wltw2J...,wk)-sal a 
IV(X) k-szoros Descartes szorzatának, W*(X)-nek egy 
tetszőleges elemét! 
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Legyen / ( w ) a W*(*)-et W(X)~be képező leképezés és 
minden W eWk(X)-re 
(1) fi 0*0 = / O1 , »• • • » ) = > > • • •» 

ahol minden /(1 < i < k)-re pi rögzített pozitív egész, és 
1 < < & minden m(l<m<p t) és minden i'(l <i <k) egész 
számra! Tehát ft(w ) valamely k dimenziós w vektor esetén 
a y^-edik, y2 ,-edik ..., y/j (-edik koordináták egymás mellé 
írásával előállított szó. 

Legyenek továbbá minden /(1 < i < k)-re n pozitív egészre 
a PnJ(w) és P„(w) olyan W*(;c)-et W(X)-be képező leképe-
zések, melyeket 

_ íw\ ha « = 1 

és 
(3) Pn(w) = Pn l(W)Pn2(w)... Pnk(w) 
definiálva, minden w e W*(X)-re! 
A következőket fogjuk bizonyítani: 

1. Tétel: Minden t,n pozitív egészre és /(1 < i < k)-re 
(4) Pn-]+U 0*0 - Pná (P« (*0, ̂  ^ (*0) 
és 
(5) / U , ( r ) = pn{pt, (HO, Pf)2 (SO,..., (so). 

2. Tétel: Ha ä(w) aW*(x)-nek a W(X)-be való olyan 
leképezése, amit minden W eWk(X)-re a 
(6) h(w) = h(wx ,w2,...,wk) = wii,wh,...yir<k) 
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képlet definiál, ahol r,ií,i2,...,ir rögzített egész számok, és 
H = {Hn(w)Yn ] olyan, a W*(;t) halmazt W(X)-be képező 
leképzések sorozata, amelyet 

_ \h(W) ha n = 1 
HÁW) = \Hn_x(fx(w)J2{W\...Jk{w)\ ha « > 1 

definiál, akkor minden n pozitív egészre 
Hn (w) = h{PnA (w), Pn2 (W),..., Pnjc (w)) = 

Megjegyezzük, hogy a H definíciója szerint a 
w = (wltw2,...wk) vektor Hn(w) képe az a szó, amely a 
Hn_x(w) szóból úgy állítható elő, hogy w, helyett mindenhová 
/ ( ^ H vv2 helyett f2(w), ..., wk helyett pedig mindenhová 
fk (w)-t írunk. 

A H sorozat a {/^(w)}^ és {^(w7)}^, sorozatok közös 
általánosítása, hiszen (2)-ből és (7)-ből következően, ha 
h(w) = wi minden W eWk(X)-re, akkor H = { /^ (iv)}™' , ha 
pedig H(W) = WX,W2,...,WK, minden W GWh(X)-re, akkor (3)-
ból és (7)-bői adódik, hogy H = {^(w)}^. 

Bizonyos speciális esetekben vizsgálni fogjuk a rögzített 
vvx = vx, w2 = v2,...,wk = vk, szavak (azaz w =v=(vltv2,...,vk)) 
és (7) által meghatározott H szósorozatban a különböző 
betűk és szavak eloszlását, ezért bevezetjük a következő 
jelöléseket Ha v1 a vx,v2,...,vk szavakból konkatenációval 
(egymás mellé írással) készített szó, akkor minden 
/(1 ̂  i ^ £)~re A( y / ) jelentse azt, hogy vt hányszor fordul elő 
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v'-ben, Dm(vl) pedig azt, hogy xm betű hányszor fordul elő 
v'-ben ( l < m < í ) ! A v ' "szóhosszát" 
( * \ 
« ^ ^ . ( v 7 ) összeget jelölje L(v7), a v' "betűhosszát" 

V I=1 ) 
( ° \ j a^JLi (v1) összeget pedig D(v1)! 
V t=\ 

A bevezetett fogalmakra a következő érvényes: 

3. Tétel: Az L,(H) = { ^ ( v ) } ^ , 

Dm(H) = [Dm{Hn{y)Yn=xMH) = {L{Hn(v)Yn i és 
közös Fk (x) karakterisztikus polinommal rendelkező lineáris 

rekurzív sorozatok, ahol 
-A(/;(v)), hal<l*j<k 
x-LXfj(y)l ha\<l = j<k 

(8) Fk(x) = det(c£ ; ) , ci } = 

A továbbiakban az / ( w ) , 1 <s<k, leképezéseket speciá-
lisan a 

(9) F,M= 
wk, ha i-\ 

wxw2...wf^wk, ha 2 <i<k 

képlettel definiáljuk. 
Legyen Wj, w2,..., wn tetszőleges szosorozat és 

B1,B2,...,Bn,..., B[,B2.,Bl
n ... olyan leképzések, melyekre 

ő1(w1) = w1 , B[ — 0 ("üres" szó) 
és i < 1 esetén, ha 

Bi Ol >W2 >•• ••, w,-) = W
h

Wj2 • 
és 
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B/(w2,w3,...,w í) = WjWh...whi_u 

akkor legyen 
(10) Bj+1(w1,w2,...,wf+1) = Bl{w2,w3,...,wi)Bi(w2,w3,...,wi+1)wl\ 

A definícióból az i = 2 és / = 3 esetben például 
52(WpW2) = B[Bx{W2)\Vx = W2W, 

és 
B3 (Wj , w2, w3) = B; (w2 )B2 (W2 ,W3)W1 = w2w3w2w1 

adódik. 
A Ĵ  j és Bi leképzések között a következő összefüggések 

állnak fenn: 

4. Tétet Minden /(1 < i < k)-re, n(n>i + l)-re és tetszőleges 
v CJ¥K(X)-re, teljesül a 

( 1 1 ) Pn, 1CV ) = Bt (Pn_lk (V ) , />„_2>, (V X . . . , 0 0 ) 

egyenlőség. 

5. Tétel: A Pni(y) = szóban, 
tetszőleges v SWK(X) esetén, 7(1 <7 < z')-re a P„_Jjk(v) szó 
pontosan (^)-szer fordul elő. 

Megjegyezzük, hogy (2) -bői és (9)-bői következik, hogy 
minden n pozitív egészre 

így a (11)-bői adódóan 
Pn ( V ) = ^ ( ( V ) , P„_ 2 (V ) , . . . , Pn_k (V )) 

is teljesül minden n>k + l-re. Továbbá a k -2 speciális eset-
ben a (ll)-ből a ^(w,) = w, és egyenlőségek felhasználásával 
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P„.2(v) = 52(pn_u(v);/>„.2.2(v)) = Pn^,2(v)P„_l2(v) 
P* = ( /»_« (v ) ) = i J„. , 2 (v) 

összefüggések következnek, ami azt jelenti, hogy a 
fcaOO}^,. {XiOO}J=1 és {P„(v))J=1 sorozatok Fibonacci szó-
sorozatok, és 

{^(Vi,v2)}^1 = l</5i(vl,v2)>P24(>i,v2)) = F(v1,v2) 

= (̂̂ >2(V1,V2),P2j2(V1,v2)) = F(V2,V1V2) 
(12) k O ^ ) } ^ = { W v l f v 2 ) } ^ = 

= 2̂.2 Ol > V2 )FU (V1 > V2 )) = F ( V l V 2 > V2V1V2 )" 

1. Tétel bizonyítása: n = l-re (2)-bői következik (4). 
Tegyük fel, hogy n = m - l-re, ahol w>l , teljesül (4)! 

Ekkor a (2)-őt felhasználva 

= / (P>n-2+t,\ (W ), -• •, Pm-2+t,k (W )) = Pm.l+U (W) 

adódik minden /(1 <i<k) és t > l-re. Ezzel (4)-et igazoltuk, 
amiből (3) alapján (5) is következik. 

A 2. Tétel bizonyítása: n = l-re (2)-ből, (6)-ból és (7)-ből 
következik az állítás. Tegyük fel, hogy n- m pozitív egészre 
és minden w eWk(X)~re 

Hm(w) = PmJi(w)...PmJr(w) 
teljesül! Ezt az egyenlőséget és a (7)-et felhasználva 

= Hm{fx(w)J2(W),...Jk(w)] = 
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adódik, amiből előbb az 
/ ( w ) = P2,(ht) , ( l < / < * ) 

egyenlőtlenségeket, majd « = / = 2-re (4)-et alkalmazva 
= - PmAP2ÁW)>->P2AW)) = 
= Pm+ih (»0 • • ^ U , 0*0 = 

= M ^ U ( " ) , ( " ) , • • •, (*)•) 
Ezzel az állítást igazoltuk. 

A 3. Tétel bizonyítása: A H, Lj(H), Dm(H), L(H) és D(//) 
sorozatok definícióiból közvetlenül adódik, hogy 
(13) 

I,(/i(v)), ha n = \,\< j <k 
W ( v )) = 

L «'=1 

(14) £»„(#„ 00) = X ű „ ( v ) /,,(#„(v)), ha /I > 1, 1 < m < .v 
/=1 

(15) 00) = 2^ (^ .00) , ha n > 1, 
/=1 
/fc 

(16) 00) = £ 00). ha » > 1. 
m = l 

Ha alkalmazzuk az [5]-ben igazolt tételt a (13) lineáris re-

kurzív rendszerre, akkor azt kapjuk, hogy Lj(H) rekurzív 

sorozat minden /(1 <j< k)-re, és karakterisztikus polinomja 

a (8)-ban definiált Az Fk(x) közös karakterisztikus 

polinommal rendelkező lineáris rekurzív sorozatok összege, 
illetve egész számszorosa is tekinthető Fk (x) karakterisztikus 
polinommal rendelkező lineáris rekurzív sorozatnak, ezért 
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(14)-bői, (15)-bői és (16)-ból a DM(H), L(H) és D(H) soroza-
tokra is következik az állítás. 

A 4. Tétel bizonyítása: A (2), (9) és Bx definíciója alapján 
minden n> 2-re 

Pn> (v ) = / , ( 0 0 , P„_u 0 0 , . . . , Pn_u (v )) = 

tehát / = l-re igazoltuk az állítást 
Ha valamely z"( 1 < i < k)-re és minden n>i+ 2 teljesül a 

(11), akkor 
^ u ( v ) -

és (Pm_u oo, Pn-2,k (v X • • •, 00) = ^ 0 0 = 

= b ; ( / u * oo, Pft-Xk oo, - , (v oo> 
így a (10)-et is felhasználva a (9) alapján 
W v ) - /+i(^-u(v),P„_,2(v),...,Pw_u(v)) = 

= Bl ( w (v ),..., Pn_uk (v))B, (Pn_1M (V ),..., PB_,_U (v )) (V) = 

= ( ^ - u (v), Pn-2,k i n . . . , / U u 00), 
és ezzel a tételt igazoltuk. 
Az 5. Tétel bizonyítása: i = l-re fi^vv,) = w^ből, i = 2-re 
Bl(wl,w2) = w2w1-ből adódik az állítás. 

Tegyük fel a továbbiakban, hogy valamely i(2 < i < k)-re 
teljesül a tétel, s ezt felhasználva igazoljuk i + l-re is! A 4. 
Tételből adódó 
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P* .00 = 
= B! ( ( V ) , . . . , (V))B{P„2, (V ) , . . . , / U U 0 0 ) P „ _ u (V ) 

egyenlőségből így az indukciós feltétel miatt, minden 
y'(l < j <i + l)-re következik, hogy a /'.,..(v7) előállításában a 
P^.Av) 

fordul elő. Teljes indukcióval könnyen belátható, hogy 

előállításában a legnagyobb indexű {Pn_j_l k (v)) szó pontosan 
egyszer fordul elő, így az 

( (i+D-O _ 1 _ (<»+i)-i \ 
V i-i / x V (í+i)-i/ 

egyenlőséget is felhasználva, minden j( 1 < j <i + l)-re azt 
kaptuk, hogy a (^,,+1(v)) előállításában a (p„_m(v)) pontosan 

((i~i-i_1)'szer fordul elő, s ezzel az állítást igazoltuk. 
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