ZAY BELA

A FIBONACCI SZOSOROZATOK EGY
ALTALANOSITASA"

Abstract: (A generalization of the Fibonacci word-sequences).
In [3] J. C. Turner introduced the Fibonacci word-sequences
and used for the investigation of binary sequences. Such a
sequence is, e.g. The word-sequence F(0,10)= 0; 10; 010;
10010; 01010010; .. where the nth word (m>2) is
constructed by writing the (n—1)th word after the (n—2)th
one and the initial words are 0 and 10. In this squence the
position of the nth one determine the nth Wythoff pair which
was investigated by J. G. Turner [4]. Also a Fibonacci word-
sequence is the so colled "papal sequence" which was
investigated by P. M. Higgins [1] who has given several
algoritms for the construction of this sequence. In this paper
we investigate the generalization of these word-sequences.

" A dolgozat az OTKA 1641 sz. palyazat tamogatasaval késziilt.
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J. C. Turner [3]-ban binaris sorozatokkal és ugynevezett
Fibonacci szdsorozatokkal foglalkozott. Fibonacci szdsoro-
zatnak nevezte és F(w,,w,)-vel jelolte azt a szdsorozatot,
melynek elsé két eleme w,,w,, az n(n > 2)-edik elemét pedig
az n-2-edik és n-1l-edik elemének egymas mellé irisaval
képezziik. Ilyen sorozat a P. M. Higgins [1] altal vizsgalt

Fg,p=)) P JP PJP JPPJP...
"papa sorozat" is, vagy a [3]-ban is megemlitett
F(0,10)=0 10 010 10010 01010010 ..
sorozat, melyben a 0-ak sorszama rendre
1, 3, 4, 6, 8 9, 11, 12, 14, 16, 17, 19, ..,

s ez azonos az {a,} = {[na]}’  sorozattal (a = %(1 + \/5)) az

1-ek sorszama pedig rendre
2,5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, ...,

ami azonos a {b_} = {[noﬁ]}j_1 sorozattal. Az (a,,b,) rendezett
elempar (lasd példaul [21]-ben) éppen az n-edik Wythoff par-
ral azonos, aminek tovabbi elGallitasairdl olvashatunk [4]-
ben.

A kovetkezokben a Fibonacci szosorozatok egy altalanosi-
tasaval foglalkozunk.

Legyenek s és k rogzitett pozitiv egészek,
X ={x,x,,....x,} az X,,X,,...,x, betlik halmaza! Jeloljiik
W(X)-el az X-beli betlikbol, ezek egymas mellé irasaval
képezett, Osszes sz6 halmazat, és w =(w,,w,,...,w,)-sal a
W(X) k-szoros Descartes szorzatinak, W*(X)-nek egy
tetszoleges elemét!
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Legyen f,(w) a W*(x)-et W(X)-be képezd leképezés és
minden w eW"*(X)-re
D [ =i, Wy w)=w, W, W,
ahol minden i(1<i<k)re p, rogzitett pozitiv egész, és
1<j,, <k minden m(1<m<p,) és minden i(1<i<k) egész
szamra! Tehat f,(w ) valamely k dimenziés w vektor esetén
a jedik, j,-edk .., j, -edik koordinitik egymas mellé
frasaval eloallitott szo.

Legyenek tovabba minden i(1 <i < k)-re n pozitiv egészre
a P ,(w) és P(w) olyan W*(x)-et W(X)-be képezd leképe-
zések, melyeket

> b o W, ha n=1
ni (W) = fi(P (W), (P, (W),....(P,_,,(W)), han>1
és

@  B®m)=PF,W)P,,(W)..F,, (%)

definidlva, minden w e W*(X)-re!

A kovetkezoket fogjuk bizonyitani:

1. Tétel: Minden ¢,n pozitiv egészre és i(1 <i < k)-re

@ P (9)= P (B9), Py (P),..., P (7))

és

®) P (W)= BB, (W), P,(W),.... Py (7).

2. Tétel: Ha h(w) aW*(x)-nek a W(X)-be valé olyan
leképezése, amit minden W eW* (X)-re a

®  AW)=h(w,,w,,..., W) =W, W, .. ,i <k)

r
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képlet definial, ahol r,i,i,,...,i, rogzitett egész szamok, és
H={H )}:=l olyan, a W*(x) halmazt W(X)-be képezd
leképzések sorozata, amelyet

. h(w) han=1
® H"(W)={H,,-,(fl(m,fz(W),...,fk(m), ha 7> 1
definial, akkor minden n pozitiv egészre
H,(#) = KB, (%), B,,(¥),..., P, (7)) =

:R:,il(w )7131;2(W )’---’Rl,i,(w )Pn,i,(W)aPn,iz(W)’“"Pn,i,(W)'

Megjegyezziik, hogy a H definicidja szerint a
w=(w,w,,..w,) vektor H (w) képe az a szd, amely a
H,_ (w) sz6bdl ugy allithato eld, hogy w, helyett mindenhova
£,(7)t, w, helyett f,(w), .., w, helyett pedig mindenhova
f, (W)t irunk.

A H sorozat a {P, (W)}:’=l és {P,(w)]"_, sorozatok kozos
altalanositasa, hiszen (2)-b6l és (7)-b6l kovetkezben, ha
h(W)=w, minden W eW*(X)-re, akkor H={P, (%)}, ha
pedig A(w)=w,,w,,...,w,, minden w eW*(X)-re, akkor (3)-
bol és (7)-bél adédik, hogy H ={P,, ()] .

Bizonyos specialis esetekben vizsgalni fogjuk a rogzitett
W, =V, W, = V,,...,W, =V, szavak (azaz w =v =(v,,v,,...,v,))
és (7) altal meghatarozott H szosorozatban a kiilonbozd
betiik és szavak eloszlasat, ezért bevezetjiik a kovetkezo
jeloléseket: Ha v/ a v,,v,,...,v, szavakbdl konkateniciéval
(egymas mellé irassal) Kkészitett szd, akkor minden
i(1<i<k)re L(v') jelentse azt, hogy v, hanyszor fordul el8
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vi-ben, D, (v') pedig azt, hogy x, beti hanyszor fordul eld
vi-ben (1< m<s5)! Av' "széhosszat"

k
[az LY 'dsszeget) jelolie L(v"), a v' "betlihosszat"

i=1
(az L") 6sszeget) pedig D(V')!
i=1

A bevezetett fogalmakra a kovetkezo érvényes:

3. Tétel: Az L,(H) ={L,(H,®)} ",

D, (1) ={D,(H,O)} . L(E) = {L(H,@)}] &

kozos F, (x) karakterisztikus polinommal rendelkezg linearis
rekurziv sorozatok, ahol

8) F(x)=det(c,,), ¢, = {“L" ;7). hal<l=j<k

x-L(f,(¥), halsl=j<k
A tovabbiakban az f,(w), 1<s<k, leképezéseket specia-
lisan a

9 (W)=
O NAC) {W;wz-nwz‘»lwk’ ha 2<i<k

képlettel definialjuk.
Legyen w,,w,,...,w, tetszoleges szosorozat és

w,, ha i=1

B,,B,,...,B,,..., B!,B],...,B! ... olyan leképzések, melyekre
B(w)=w, , B/ =0 (ires" sz0)

és <1 esetén, ha
B(w,,w,,...,w,)= WW W, W

és

45



B/(W,,Wy,..., W) =W, W, W,
akkor legyen
(10) B, (w;,w,,...,w..,) = B'(wy,w,,...,w,)B(w,,w,,...,w,, )w,!
A definiciébodl az i =2 és i =3 esetben példaul
B,(w,,w,) = BIIBI (W)w, = w,w,
és
B (w;,w,,W3) = B (W,) B,(W,,W;) W, = ww,w,w,
adodik.
A P, és B; lekeépzések kozott a kivetkezd Osszefliggesek
allnak fenn:
4. Tétel: Minden i(1<i<k)-re, n(n=i+1)re és tetszileges
v eW*(X)-re, teljesiil a
AD Py = BBty (7), Brgy (7)., Py (7))
egyenléség.
5. Tétek: A P, (%)= B,(P,y (%), Buyu(P),.... Py (7)) sz6ban,
tetszGleges v e W*(X) esetén, j(1<j<i)re a P,_, (V) sz0
pontosan (j.“_‘l)-szer fordul elé.
Megjegyezziik, hogy (2)-bdl és (9)-bol kovetkezik, hogy
minden n pozitiv egészre
P(¥) =By (D) P (0). B (0) = £ By (7)., Bt (1)) = Py (9),
igy a (11)-bol adddoan
P,(v)=B,(P,,(¥),P,(™),.... B, ("))
is teljesiil minden n > k + 1-re. Tovabba a k =2 specialis eset-
ben a (11)-bdl a B,(w,) = w, és egyenldségek felhasznalasaval
a
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INOENAVENCON SN EN SN I ARG
P =B(P,(M) = Bia()

osszefliggések kovetkeznek, ami azt jelenti, hogy a
{ 2(v)} { (\7)}:0=1 és {P,,(V)}::] sorozatok Fibonacci szo-
sorozatok, €s

{Ba b = F(B, (), By i) = FOuw)

{ 2("1"’2)} = F(P M,%2), 5 22("1:"2))_ F(vy,mv,)
(12) {P(vl’vz)},, 1 { B2 vz)}n_l
_F( 2,2(v1,v2)P3’2(v1,v2)) F(vv,,v,my,).

1. Tétel bizonyitasa: » = 1-re (2)-bol kivetkezik (4).
Tegyiik fel, hogy n=m-1re, ahol m>1, teljesiil (4)!
Ekkor a (2)-0t felhasznalva
B, (By(#),..., By (7)) =
= (P, (P,]( W) P 0,0, P (B (7)., By (7)) =
= 5 (Prares )y, Py ) = Py ()

adodik minden i(1<i<k) és ¢ >1-re. Ezzel (4)-et igazoltuk,
amibol (3) alapjan (5) is kovetkezik.

A 2. Tétel bizonyitasa: n=1re (2)-bdl, (6)-bdl és (7)-bol
kovetkezik az allitas. Tegyiik fel, hogy n=m pozitiv egészre
és minden w eW*(X)-re
H, (%)= P, (W)...E,, (%)
teljesiill Ezt az egyenlGséget és a (7)-et felhasznalva
H, (%)= H,(f,(7), £,(#),.... f,(#)) =
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= P (fi)ss fo ). By, (fi(W),seens S, (7))
adodik, amibol elébb az
) =B,®) , (<isk)
egyenlotlenségeket, majd n=m, ¢t = 2-re (4)-et alkalmazva
Hps (W) = By, (B, (7, .., ”w» B (By(P),..., By (9)) =
= m+lx (W)F, 1,y (W) meli, (w)=
= Py (7, Py (7)., Pr 7))
Ezzel az allitast igazoltuk.
A 3. Tétel bizonyitasa: A H, L,(H), D, (H), L(H) és D(H)
sorozatok definiciéibol kézvetleniil adodik, hogy

(13)
L(h(V)) ha n=11<j<k

Ly, (7)) = ZLU(DL(,@)hanﬂlﬂ<k

(14) D (H (V)= ZD,,,(V,).L,(H,,(V)), han>1, 1<m<s

J=1

A5 LH,0)= Y L,(H,E), han>1,
16) D(H, ()= D,(H,(7)), han>1.

Ha alkalmazzuk az [5]-ben igazolt tételt a (13) linearis re-
kurziv rendszerre, akkor azt kapjuk, hogy L (H) rekurziv
sorozat minden j(1 < j <k)-re, és karakterisztikus polinomja
a (8)-ban definialt F,(x). Az F (x) kozos karakterisztikus
polinommal rendelkez6 linearis rekurziv sorozatok Osszege,
illetve egész szamszorosa is tekinthetd F, (x) karakterisztikus
polinommal rendelkezo linearis rekurziv sorozatnak, ezért
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(14)-bél, (15)-bdl és (16)-bol a D, (H), L(H) és D(H) soroza-
tokra is kovetkezik az allitas.

A 4. Tétel bizonyitisa: A (2), (9) és B, definicija alapjan
minden n >2-re
Py = APy (). Py (), By () =
=P, =B(P_,(™),
tehat / = 1-re igazoltuk az allitast.
Ha valamely i(1<i<k)re és minden n>i+2 teljesiil a
(11), akkor
Py, () =B (Pyp (@), Py (), By (7))
és  B(Py(®).Pyy(®),. By () =P, (7) =
=f( Py (), Py (P), Py (D) =
=4, 11(") Li- (V)P, lk(v)_

=B/(P, ( - 2k(v) sk (V) nAl’,k(v))])n—l,k ),
igy a (10)-et is felhasznalva a (9) alapjan
P = [ (B 0, By 0),, By (9) =
=P (M. P ia(MF 1,(V)P (V)=
:Bi]( B x(),.., B, xk(v)) ( B ()., B, lk(v)) P (V)=
—Bm( P ()P, (V),.... P 11:("))
és ezzel a tételt igazoltuk.
Az 5. Tétel bizonyitasa: i=1re B (w,)=w-bol, i=2re
B, (w;,w,) = w,w,-bol adddik az allitas.
Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy valamely i(2 <i <k)-re
teljesiil a tétel, s ezt felhasznalva igazoljuk i+1-re is! A 4.
Tételbol adodo
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Pn,i+1 )=
:BI‘I(l)n—Z,k(V))"')})n—i,k(V)) ( Pow()s Bric Ik(v)) 1k (V)
egyenlGségbdl igy az indukcids feltétel miatt, minden
J( < j <i+1)re kivetkezik, hogy a P, (v) eldallitasaban a
B, ()

(5) +(5) = (457) -szer
fordul el6. Teljes indukcioval koénnyen belathatd, hogy
Fin(V)
eléallitisaban a legnagyobb indexii (P, , ,, (7)) sz6 pontosan
egyszer fordul el6, igy az

() =1=(63)

egyenloséget is felhasznalva, minden j(1<j<i+1)-re azt
kaptuk, hogy a (2,,., (v)) el6allitasdban a ( Jk(V)) pontosan
(@0-1)_szer fordul el, s ezzel az 4llitist igazoltuk.
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