A MATEMATIKAI MEGISMERES MINT PROBLEMAMEGOLDAS
SEMPERGER TIBOR

(Kozlésre érkezett: 1973. december 22.)

Ahhoz, hogy a matematikarél filozofalni lehessen, egyrészrél meg
kell ismerni a matematikat, masrészt vizsgdlni kell azokat a sajatossago-
kat, amelyet a matematikai megismerés mutat. A matematika tudomany-
elméleti problémdainak vizsgalata segithet benniinket abban, hogy megis-
merjik belsé strukturajat, hogy valaszt kapjunk arra, hogyan sziiletnek a
matematikai ismeretek, hogy mivel magyarazhaté a matematika térhodi-
tasa mas szaktudomanyok teriiletén.

Ezeknek a problémaknak csak egy toredékét jelenti a matematikal
megismerés, mint problémamegoldas vizsgalata, de kiindulépont lehet a
matematika tudomanyelméleti szempontbdl felderitetlen tertileteinek fel-
térképezéséhez. A megszabott keretek nem teszik lehetévé, hogy a mate-
matikal megismerés minden vonatkozasat targyalja a dolgozat, igy a kifej-
tés soran szigorlian a matematikai megismerés, mint problémamegoldasra
koncentral.

A matematikai megismerés a mindennapi megismerésen valo
tullépés specidlis formdja

Az emberi tudat fejlédésének fontos alloméasa az, amikor az ember
mintegy kidolgozza magéat a természetbdl, megérti (még ha nagyon primi-
tiv formaban is) azt, hogy a természet rajta kiviil és téle filiggetlentil 1éte-
zik. Ahogy az ember egyre ragyogébb eredményeket ér el a munkaban,
gy fejlédik az a képessége, hogy a dolgok lényegét konkrét megnyilvanu-
lasaikbol kiszlrje, egyszéval erbsodik absztrahald, altalanositdé képessége.
Ezzel szorosan &sszefiigg, ennek eredménye, hogy egyre jobban képes a
valésag jelenségel mennyiségi viszonylatainak felismerésére, majd ezeknek
a felismeréseknek a gondolati feldolgozasara. A gyakorlati élet az ember
szdmara rengeteg problémat vet fel, amelyek megolddsa azonban a min-
dennapisag szintjén mar nem lehetséges. Tul kell 1épni a mindennapi meg-
ismerés szintjén. Két Ut kinalkozik: a tudomany és a vallas.

A ,,tisztdn” matematikai jellegli problémak a tudomény szintjén me-
rulnek fel, elvonatkoztatds eredményei. Vannak olyan matematikai jellegti
problémak, amelyek kozvetlenill az empiria szintjén jelentkeznek. Ezen
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az alapon kiépilé empirikus matematika még erésen koétédik a gyakorlat-
hoz.

Ahhoz, hogy a matematikai megismerést, mint problémamegoldast
vizsgalhassuk, el6szor az empirikus matematika és a deduktiv matematika
kialakulasara kell utalnunk, anélkiil persze, hogy a matematika fejlédésé-
nek torténetét részleteznénk. Az alapok kutatdsanal ugyanis kiilonbséget
kell tenni az empirikus matematika keletkezésének probléméaja és a de-
duktiv matematika létrejottének kérdése kozott. Ha elhanyagoljuk a kii-
lonbséget, kdnnyen olyan kovetkeztetésre jutunk, hogy a deduktiv mate-
matika a gyakorlati sziikségletek kielégitésére dolgozddott ki. Ez terme-
szetesen nem igy van. Ami igaz az empirikus matematikara, az nem igaz
a deduktivra. Engels a kévetkezbket irja:

»Akarcsak minden mas tudomany, a matematika az emberek sziik-
ségleteibdl szarmazott: a f6ldmérésbél és edények Urtartalmanak méréseé-
bél, idészamitasbol és mechanikabol” (1)

Ezek a megallapitasok az empirikus, regisztrativ matematika korara
vonatkoznak. Ebben a korban érvényes, hogy kozvetlen emberi sziikségle-
tek kielégitése érdekében jott létre. Engelsnél a tovabbiakban ezt olvas-
hatjuk:

,»De akarcsak a gondolkodas valamennyi teriiletén, a fejlédés egy bi-
zonyos fokdn a valésagos vilagbol elvonatkoztatott torvényeket elvalaszt-
jék a valdsagos vilagtél, vele szembedllitjak, mint 6nallé valamit, mint
kiviilrél jové torvényeket, amelyekhez a vilagnak igazodnia kell... igy
és nem mdsként alkalmazzak utdlag a vildgra a tiszta matematikdt, bdrha
éppen ebbdl a vildgbodl kdlecsonozték, és a vildg Gsszetételi formdinak csak
egy részét alkotja — és éppen csakis emiatt alkalmazhaté egydltald-
ban.” {2) (Kiemelés télem — S. T.)

Ezek a megallapitasok mar a fejlédés magasabb fokara, a deduktiv
matematikara vonatkoznak. Itt nem allitja Engels, hogy az emberi sziik-
ségletek kielégitése céljara dolgozddott volna ki a deduktiv matematika.
A kiemelt rész lényeges gondolatot fogalmaz meg: a matematika azért al-
kalmazhaté a valésdgra, mert a matematika térvényel a valésdg jelensé-
geinek absztrakcidja utjan sziiletnek.

Az empirikus matematikara a még kozvetleniil a tapasztalati anyagra
éplilé empirikus megismerés jellemz6. Ennek a megismerésnek az alapjat
a tapasztalati dolgok alkotjak, a feldolgozott anyag tapasztalati, de a fel-
dolgozas médja mar gondolati. A felmeriilé problémék is a tapasztalatbdl,
a gyakorlatbol ad6d6é matematikai problémak. Itt az empirikus altaldnosi-
tasnak van domindlo szerepe, ebbdl kovetkezden az empirikus altalanosi-
tasok megalapozasanal hasznalt logikai eljarasokat magdba foglald induk-
tiv mddszer a meghatarozo. '

Az empirikus matematika keretei k6zott empirikus altalanositas alap-
jan induktive alkothatok Aaltalanos szabalyok, de megvaltozik a helyzet,
amint az empirikus matematika kilép a mindennapi gyakorlat keretei ko-
zll, és eljut tobb pusztdn matematikai jellegli problémadahoz. (Ezeket a
pusztan matematikai jellegli problémakat felvethetik a tapasztalatbol szar-
mazdé matematikai jellegli problémak megoldésai is, de megoldhatatlansa-
guk is) Ezeknek a problémdaknak a megoldasdhoz mar ugyanis nem fliz6-
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dik kozvetlen gyakorlati érdek, és tapasztalati uton, empirikus altalanosi-
tasok segitségével nem is oldhatok meg. A matematika belsé fejlédésébil
szarmazo problémak megoldasahoz Uj modszert kell keresni. Ez pedig csak
az absztrakcié tovabbi mélyitésével érheté el. Ez a fokozddd absztrakcid
egyre tobb olyan 0j fogalom és uj miivelet bevezetését teszi sziikségessé,
amelyek egyaltaldn nem szemléletesek. (Természetesen, forditva is igaz,
hogy az 0j fogalmak, 1j miiveletek bevezetése felvet bizonyos probléma-
kat. A két oldalt egyiitt kell vizsgalni.) Igy vagyunk képesek olyan mate-
matikai problémakat is megoldani, amelyek a jézan ész szaméara nem
szemléletesek, nem gyakorlati jellegliek, hanem a matematika fejlédésé-
nek belsé Osszefliggéseibdl adodnak. Ezt természetesen csak ugy tehetjik,
ha a dolgok belsd lényegét megkozelité absztrakcidk hiven tlikrozik az ob-
jektiv valdsagot, sokkal hivebben, mintha pusztan érzékszerveink &ltal ér-
zékelhets szemléletes fogalmakkal dolgoznank. A matematika szamos te-
riillete az érzékelés, a tapasztalds szdmara teljesen hozziférhetetlen, rend-
kivil absztrakt dolgokkal foglalkozik. Az itt jelentkezd problémak megol-
désa mindségileg magasabb szinti matematikai tevékenységet igényel,
mint amire az empirikus matematika képes. Ez a deduktiv matematika el-
vontabb és altalanosabb jellegében taladlhaté meg. A matematikénak éppen
ez az elvont és altalanos jellege adja meg a matematika ismeretelméleti
jelent8séget, de egyben gyakorlati jelentéségét is. De amig eddig a mate-
matika eljutott, szdmos nehézséget kellett lekiizdeni.

A fejlédéssel praktikus okok miatt elészor az empirikus matematika
felhalmozott tuddsanyaganak rendszerezése valik sziikségesssé. Ez a rend-
szerezés persze, mar tamaszkodott az 6sszeg, a vonal, a teriilet, a tavolsag
stb. jol kidolgozott fogalmaira. Ezek a rendszerezések megkonnyitették a
tdjékozodast az ismeretek rendszerében, gyakorlati és tudomanyos vonat-
kozasban egyarant.

Az ismeretanyagnak, vagy akar egy részének tobbé-kevésbé szeren-
csés rendszerezése is mar kidomboritotta a matematika két jellegzetes vo-
nasat, és igy az empirikus matematikaban két hatékony eljarast ismertck
fel: a visszavezetést és a kovetkeztetést, Az egyik eljarasnal a cél: bonyo-
lult problémakat olyan egyszer(i problémakra visszavezetni, amelyeknek a
megoldasa mar ismert. Ezek utdn mar csak azt kellett eldonteni, hogy me-
lyek az egész matematika felépitésekor kiindulasul szolgalé alapfogalmalk,
tények stb. A mdsik eljaras lényege: kovetkeztetni ismert tapasztalati ada-
tokbol, tapasztalati ellenérzés nélkiil mas (még nem tapasztalt) tények
fennallasara. Ehhez mar csak a kovetkeztetés altalanos szabalyai kellenek.

Mindezek a felismerések mellett és az empirikus matematika fejlédé-
se olyan akadalyokba utkozott, amelyeket a régi induktiv modszerekkel
nem lehetett lekiizdeni. Erre utalnak olyan maig is megoldatlan problé-
mak, mint pl. a tokéletes szdmok és a baratsagos szamok problémaja stb.
(3). Itt az empirikus matematika mddszerei cs6d6t mondtak.

A tovabblépésre két alterniva kinalkozott:

vagy figyelmen kiviil hagyjdk a matematika altal tdmasztott bel-
s6 igényeket, és megallnak azon a ponton, ahovad a matematika eljutott,
vagy fordulat kdvetkezik be a matematika fejlédésében.
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Az utébbbi azonban csak akkor kovetkezhet be, ha a matematika
mindazokat a problémakat, amelyeket a matematika belsd fejlédése tart fel
— mondhatnank, amelyek megoldasahoz koézvetleniil kiiléndsebb gyakor-
lati érdek nem fazédik — megoldja. Az elérelépéskor ugyanis azt kellett
tisztazni, hogy melyek azok a legegyszerlibb alaptények, alapfogalmak,
amelyek az egész matematika felépitéséhez alapul szolgalhatnak (4). Mas-
részt ki kellett dolgozni a kovetkeztetés legaltaldnosabb szabalyait.

Ennek eredményeképpen i. e. V. szazadban a deduktiv matematika el-
s6 eredményei kezdtek hatarozott alakot olteni{5). Ezzel egy idében u
matematikusok azonnal szemléletellenes, antiempirikus felfogast képvisel-
nek. Ez a szembefordulas kettés kiabrandulds eredménye: — egyrészrél,
hogy a felmerilt problémakra az alkalmazott empirikus médszerek nem ad-
tak olyan értékesithet6 megoldast, amelyekbdl szabalyossagok, vagy ismeét-
16dések kiolvashatok lettek volna. Mdsrészt elhamarkodottak voltak a még
nagy szamu kisérletb6l levont kévetkeztetések is, amelyeket mar nem ta-
masztottak ala, hanem meg is cafoltak az Ujabb tapasztalati ismeretek.

A deduktiv matematika elsé eredményei, hogy a gdrdg matematika
kialakitotta a matematikai gondolkoddsméd alapjait, megsziiletett a mate-
matikai bizonyitds fogalma, amely modellt adott minden kés6bbi egzakt
gondolkodas szamara. Megsziilettek a gordg matematika nagy Osszefogla-
lasal, rendszerezései, a matematika harom kilonboz6, de egyforman lénye-
ges terlletén:

a) — a matematika elvi és logikai megalapozasa
b) — az infinitézimalis analizis problémaja
c) — a kupszeletek elmélete.

Mindezek az eredmények alapjat alkottdk a deduktiv geometriai szer-
kesztések elméletének. Megindult a matematikanak deduktiv tudomannya
valasa, amelyrdl elmondhatjuk, hogy még most sem fejezd8dott be, a mate-
matika teljesen deduktivva a mai napig sem valt. Ekozben persze, szamta-
lan pusztan matematikai probléma meriilt fel, és nyert megoldast, vagy
még ma is megoldatlan.

Szikséges volt a fentiek vazlatos elemzése, mert csak az alapok kuta-
tasaval mutathato ki az empirikus és a deduktiv matematika kilonbsége.
Marpedig ez a kiilénbség témank szempontjabol igen lényeges, ugyanis «
matematikai megismerést mint problémamegolddst elsésorban a deduktiv
matematikara vonatkoztatjuk. Nem zarva ki ezzel azt, hogy az empirikus
matematika szintjén a megismerés, mint problémamegoldas vizsgalhato.

A matematikai megismerés, mint problémamegoldds

Az emberiség hosszu torténete soran rengeteg ismeretet halmozott fel.
A felnovekvé nemzedékek ezt a felhalmozott ismeretet elsajatitjak, mint-
egy Ujratermelik. Igy van ez a matematika altal Osszegy(ijtott ismeretek-
nél is. Kezdetben az ujratermelés soran csupan passziv feldolgozasrol be-
szélhetink. Ez azonban csak egyik oldala a folyamatnak, ugyanis a fel-
halmozodassal a matematikai ismeretek szerzése egyre aktivabb lesz, mig-
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nem egyes kiemelkedd személyiségek (kollektivak) eljutnak a produktiv
ismeretszerzéshez. De hiba lenne ezt a folyamatot csak a matematikai is-
meretek mennyiségi halmozodasanak tekinteni. Itt is érvényes a dialektika
torvénye, bekovetkezik a mindségi ugras. Ezt a minéségi ugrast a probleé-
mak felmeriilése jelenti. Tehat a probléma felmeriilése nem az abszolut
kezdetét jelenti a megismerésnek, inkabb egy magasabb szintii ciklusanak
a kezdete.

A problémdak felmertilése mérfoldkovet jelent a magas szintli megis-
merési folyamatban. A matematikai megismerés tehat nem targyalhato a
matematikai problémak ismeretelméleti targyaldsa nélkiil, hiszen ez a tar-
gyalds teszi lehet6vé a matematikai megismerésre jellemz6 aktiv, konst-
ruktiv mozzanatok megértését. A magyar nyelven megjelent tudomany-
elméleti munkak elvétve foglalkoznak a problémak lényeges ismérveinek
targyalasaval, igy indokolt, hogy ezzel kapcsolatban néhany vonatkozast
elérebocsassunk {6).

Problémadkrdl dltaldban

A probléma a megismerésnek egy sajatos allomésa, eredménye, amely
éppugy lidedlis objekiumnak mindsiil, mint a megismerés egyéb eredmé-
nyei (fogalmak, normdk), de ugyanakkor nem tekinthet6k elemi gondolati
képzédményeknek. Fontos ennek hangsulyozdsa, mert a valosagban nin-
csenek problémak, csupan problémahelyzetek. A probléma ennek a prob-
lémahelyzetnek a gondolati vetlilete. A probléma akkor meril fel, ha a
megszerzett tuddasunk elégtelennek bizonyul, és ez a helyzet tudatosul is.
Bizonyos értelemben a nem tudas tudatosulasa.

A folyamat ciklikussagat sematikusan igy abrazolhatjuk: {(7)

Régi tudas .

8l tudas ,,,_,’ Megoldasok S Lehetséges . Uj tudas
- | keresése ’ megold. ért. uj probl.
|

i Probléma |

Itt kell kiemelni a problémak dialektikus ellentmondasos jellegét,
ugyanis a problémat a tudasnak és a nem tudasnak az egymasmellettisége
alkotja. Dialektikusan ellentmondasos, mert nem egyszerlien a puszta nem
tudast allitjuk szembe a tudassal, hanem a tudas torténetileg elért szint-
jét itéljuk elégtelennek. Vagyis a probléma esetén viszonylagos tudas és
nem tudas egységérdl van szo, amit az elébb Ugy jellemeztiink, hogy a nem
tudds tudatosuldsa, a régi tudas elégtelenségének a tudasa.

Ha a probléma elemeit keressiik, mindenképpen a meglevé tudasbol
(régi tudas) kell kiindulni, ugyanis a mar megszerzett ismeretek és a prob-
léma megfogalmazasahoz sziikséges ismeretek alkotjak a problémaadato-
kat (ismerethattér). A probléma az ismerethattéren kivil bizonyos feltéte-
leket is rogzit, amelyeknek a megvalositando célnak eleget kell tennidk. A
problémaban taldlhato ismeretlent a kérdés fejezi ki
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A problémaelemzést tehat a kovetkez6k képezik: problémaadatok
(ezek kijelentések), feltételek (normativ jellegliek), az ismeretlen (kérdés).
Problémat megfogalmazni csak ezen elemekkel lehet, ezek az elemek tob-
bé-kevésbé bonyolult rendszert alkotnak. Ezeken belil a kérdés kules-
szerepet 161t be, enélkiil problémat nem lehet megfogalmazni, megformu-
lazni, ugyanis az ismeretlen kérdés alakjaban fejezhet6 ki.

A kérdéseken belil a probléma szempontjabol kiilonbséget teszink:
ellenérzi kérdes; tudakolé kérdés; feladat; alkoté-kérdésfeltevés kozott.
Az osztalyozas alapja, hogy a kérdést feltevé, illetve a valaszado ismeri-e
a valaszt vagy sem. Témank szempontjabol az utobbi két tipus a figye-
lemremélto.

Feladat: A kérdezd ismeri a valaszt, de a valaszaddé nem. Ilyenek a
matematikai feladatok. Pl. egy egyismeretlenes mésodfoku egyenlet, fel-
adat. A feladatok megoldasa bizonyos algoritmus alkalmazasaval elvé-
gezhets, példank esetén x=— b—il)—}:—i megadja az egyenlet gyokét.

Alkoté-kérdésfeltevés: Sem a kérdezd, sem a valaszaddé nem ismeri a
valaszt, s6t, nincs olyan ember, aki ismerné, és nem adhaté meg olyan al-
goritmus, amelynek segitségével eld lehetne allitani a megoldast.

A tudomanyos problémak formuldzasanal ennek az utobbinak, az aiko-
to kérdésfeltevésnek van nagy jelentésége. A tudoméanyos problémak f6bb
tipusait részletes elemzés nélkul csak felsoroljuk {8).

Kozvetlenll a valésagra irdanyuld problémakat nevezzik tdrgyproblé-
maknak, és a kozvetve kapcsolodd problémiakat metaproblémdknak. To-
vabbi megkiilénboztetések a targyprobléman belil: empirikus problémdl,
teoretikus problémdk, alkalmazdsi problémdk. Metaprobléman beliil: for-
mdlis problémdk: (logikai, matematikai problémak), félig formadlis, félig
tartalmi problémdk; filozofiai problémdk.

A matematikai problémdk sajdtossdgai

A matematikai problémak a metaproblémak sajatos valfajat képezik.
Nem kozvetleniil a valosdghoz kapcsolodnak, hanem elsésorban a targy-
problémékra vonatkoznak. A matematikai probléméak csak a megismerés
viszonylag korai szakaszaban (empirikus, regisztrativ matematika) kezel-
heték Ugy, mint a gyakorlatban felmeriilt problémahelyzetek leképezsdé-
sei. Bar altalanossagban igaz, hogy a matematikai problémak a formalis
problémak csoportjadba tartoznak, mégis kiilonbséget kell tenni elészor a
sgyakorlati jellegii” matematikai problémdk, masodszor a ,,szaktudoma-
nyos jellegll” matematikai problémdk, és harmadszor ,tisztdn” matemati-
kai problémdk kozott (9).

Egyik oldalrél tehat vildgosan kell latni a matematikai problémaknak,
mint formalis problémdknak a problémamegoldasban betoltott szerepét,
masik oldalrél pedig az egyes szinteken jelentkezé matematikai probléma-
kat.
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Nézzik meg elészor a ,,gyakorlati jellegit” matematikai problémdkat.
A problémaadatok, amelyre a probléma épiil, gyakorlati jellegli ismeretek
és zommel a megfogalmazashoz sziikséges ismeretek is. A feltételek is
gyakorlati normativak, amelyek teljesitése a cél megvalodsitidsanak elen-
gedhetetlen feltétele. De bizonyos vonatkozasban mar matematikai isme-
reteket is feltételez. A probléma megfogalmazasa, megformuldzdsa pedig
erésen tdmaszkodik a matematikara. Tovabbi sajatossaga, hogy erbsen em-
pirikus jellege van. A matematika legtobbszér ismeri a probléma megol-
dasat, tehat csak egyszerlien feladat-jellegli, feladvdny-jellegfi problémadt
jelent. Itt a matematikai problémak, mint az empirikus problémak kiséré-
problémai funkcionalnak, persze, itt is felvet6dnek teoretikus problémaik.
(Nincsenek tisztdn empirikus problémak.) Ezért hangsulyozzuk, hogy leg-
tobbszér ezek a matematikai problémak (feladatok) is felvethetnek a ma-
tematikan beliili alkoté kérdésfeltevéseket.

A ,,gyakorlati jellegi” matematikai problémak az empirikus matema-
tikara jellemzok, ahol is a probléma a gyakorlatban kialakult probléma-
helyzetnek a vetiilete. De mar az empirikus matematika is felvet olyan
matematikai problémakat, amelyek elsédlegesen a matematika fejlddési
igényeibdl fakadtak, és ezeknek a problémaknak a megoldasa csak koz-
vetve szolgalta a gyakorlatot, vagy csak perspektivikus vonatkozasban. A
matematikai megismerés fejlettebb fokain felvet6d6 problémak mar a ma-
tematika bels6 fejlédésébdl adodtak, itt mar a lehetséges problémahelyze-
tek gondolati szerkesztésérdl van szo. Igy a deduktiv matematika kiala-
kuldsaval a gyakorlati jellegii problémahelyzetek gondolati vetiileteként
megjelend matematikai problémak mellett egyre né a belsé fejlédésbél
szarmazo, gondolatilag szerkesztett matematikai problémdak szdma.

Ebben természetesen, jelentds szerepet jatszanak a ,,szaktudomdnyos
jellegti” matematikai problémdk, amelyek sok hasonlosidgot mutatnak a
»gyakorlati jellegi” problémakhoz, de itt mar a teoretikus problémak val-
nak dominalova. Megmutatkozik ez abban, hogy az ismerethattér teoretikus
ismeretekbél all6 szaktudomanyi (pl. fizikai) ismeret, és a probléma meg-
fogalmazésa is ezen szaktudomanyos ismeretek segitségével torténik. A cél
eléréséhez természetesen, bizonyos normativikat kell elsajatitani. Ezekre
épulve a kérdésben a probléma szaktudomanyos vonatkozasi megfogalma-
zast nyer, elsésorban teoretikus probléma formajaban, ahol nagy szerepe
van az idealizacionak, gondolati konstrukciénak. Ezek a problémdék, mint
lathattuk, els6sorban tdrgyproblémdk. A kovetkezékben vizsgaljuk meg,
hogy a matematikai problémdk hogyan kapesolédnak a targyproblémak-
hoz, ezen bellil is a teoretikus problémadkhoz.

A szaktudomany szdmara a nehézség ott kezdddik, amikor hidnyzik a
megfeleld matematikai apparatus a kit(izétt cél eléréséhez. De a nehézség
felmeriilhet olyan forméban is, mint a targyproblémanak formalis, mate-
matikai problémava valé atfogalmazisa., Vagyis a targyprobléméra vonat-
kozoéan fel kell allitani egy metaproblémat.

A probléma megolddsaban a matematika egyik esetben egyszer(i ma-
tematikai feladatot old meg, tehat megadja a szaktudomany szaméra a
megfeleld apparatust, amely csak a szaktudomany szdméra ismeretlen, a
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matematika szdmara nem. Az ilyen jellegli matematikai problémak meg-
oldasa lényegében a matematika szaktudomanyban valé alkalmazasat je-
lenti. Ha csak ez a hatas volna, akkor a matematika ebbél a probléma-
megoldasbol igen keveset ,,tanulna”.

Mas esetben még a matematika sem rendelkezik a megoldashoz sziik-
séges matematikai apparatussal. Igy tehat a szaktudomanyok &ltal megfo-
galmazott és a matematika nyelvére atfogalmazott tdrgyprobléma atnéhet
»tisztdn matematikai problémdvd”, mint a targyprobléma kiséréprobléma-
ja. De a matematikan belll mar bizonyos 6nallésdggal rendelkezd problé-
maként fog szerepelni.

A metaprobléma megoldasa, vagyis a formalis probléma részét képezd
,,tisztan” matematikai probléma a targyprobléma megoldasat is jelenti, de
egyben a megoldas altalanosabb érvény( is. Vildgosan kell latni, hogy a
matematika szdmara a probléma megoldasa soran nem ugyanaz a kozponti
kérdés, a cél, mint a szaktudomany szadmaéra, a matematika bizonyos mér-
tékig mindig a ,,sajat érdekébdl” kiindulva is vizsgalja a problémakat. Ezt
tikrozi mar a problémanak a formalizacio segitségével torténd atfogalma-
zasa 1s. A matematikai probléma bizonyos mértékig figgetlenedik a targy-
problématol, és onalldan 1ép fel. Ekkor mar ,tisztdn” matematikai jellegii
problémdrol beszélink, ami tovabbgyUlriizhet olyan forman, hogy az igy
megformulazott matematikai probléma a matematikan belil vet fel bizo-
nyos kisér6 problémakat. Igy aztdn a problémaknak egész bonyolult hals-
zata alakulhat ki, amelyben minden elért eredmény magédban hordozza a
lehet8séget, hogy az egész problémakomplexum megoldasaban dénté lanc-
szem legyen. Erre a matematika fejlédése a garancia. Ezért lehetséges.
hogy egy-egy matematikai probléma megoldésa szinte forradalmi valtoza-
sokat idéz el6 a matematika teriletén (ldsd nem-euklideszi geometria), de
kozvetve a szaktudoméanyok tertletén is.

Eddigiekben azt az esetet vizsgaltuk, amikor a tdrgyproblémdk ma-
tematikai problémdvd valé dtfogalmazdsdrél van szd. A ,,szaktudomdanyi
jellegi” matematikai problémak egy része azonban mint a targyprobléma
részproblémaja is jelentkezhet. Itt a matematikai probléma megoldasa
leroviditheti a targyprobléma megoldasat.

A harmadik és igen gyakran alkalmazott modszer, amikor a targy-
probléma kozvetleniil matematikai formaban nyer megfogalmazast, elst-
sorban matematikai formulak segitségével. Ezért is indokolt volt a fenti-
ek részletesebb elemzése, mert csak ezek alapjan vilagos, hogy egyrészril
a matematikai problémak szorosan kapesolédnak a targyproblémakhoz.
mdsrészt, hogy a matematikai problémak a targyproblémakhoz képest vi-
szonylagos ondllésdggal rendelkeznek.

Amellett, hogy kimutattuk a targyproblémak szerepét a ,,tisztdn” ma-
tematikai problémadak kialakulasdban, nem szabad figyelmen kivil hagyni
azt az altalanos megallapitast, miszerint ahhoz, hogy a targyproblémakat
fel tudjuk vetni és meg tudjuk oldani, elképzelésekkel kell birnunk arra
vonatkozoan, hogyan kell formulazni a problémakat, és a megoldasokat
hogyan kell kutatni. Tehat igy a matematikai problémdk dltaldban a prob-
lémdk megfogalmazdsiban, megformuldzdsiban, megolddsdban jdtszanak
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szerepet, de viszonylagos éndllosdggal is rendelkeznek, mint éndllé prob-
lémakomplexumok. Ebben a minéségben a matematikai probléma a mate-
matika belsé igényeibdl taplalkozo ,,tisztdn” matematikai probléma. Ezen
keresztiil mutathaté ki a matematikai megismerésre jellemz6 aktiv, konst-
ruktiv mozzanat.

A koévetkezdkben az utobbi értelemben vizsgaljuk a matematikai
problémakat, és ilyen vonatkozasban hasznaljuk a ,,tisztdn” jelz6t, semmi-
képp sem a valosagtol valo abszolit fliggetlenségét értve rajta.

Ezek a problémak mar a matematikdban felmerilt problémahelyzetek
gondolati vetiiletei, tehat itt mar maga a problémahelyzet is idedlis objek-
tumok kolcsonhatasan alapszik. A problémahelyzet feltarja a meglevé ma-
tematikai ismereteket, egyben tudatosul az ezzel kapcsolatos elégtelen tu-
das is. Nem jelenti azonban ez a sajatos helyzet, hogy ezek a problémak
onkényesek, sét, nagyon is szigoru matematikai szabalyok altal meghata-
rozott megfogalmazasai, megformulazasai a kialakult problémahelyzetnek.

Ha a matematikai ismereteket viszonylagosan 6nallé oldalukrol vizs-
galjuk, tehat mint tisztdn matematikai ismereteket, akkor itt is megfigyel-~
heték a kiillonb6z6 szint{ problémak:

1. Matematikai tdrgyproblémdk
1.1. empirikus matematikai problémdak (empirikus regisztrativ ma-
tematika)
. teoretikus matematikai problémak (deduktiv matematika)
. alkalmazasi matematikai problémak (alkalmazott matematika)

W o

1.
1.
2. Matematikai metaproblémdk. Metamatematika.
2.1. Formalis matematikai problémak

2.1.1. matematikai logikai problémdk (matematikai logika)

2.1.2. halmazelméleti problémék

2.1.3. bizonyitaselméleti problémak

2.2. Félig formalis — félig tartalmi matematikai problémak

2.2.1. A matematika metodolégiai problémadi (szakmodszertani
probléemaék)

2.3. A matematika filozéfial problémai.

Ha a fenti osztalyozast elemezziik, akkor vilagossa valik, hogy a ma-
tematikai tdrgyproblémdk kozvetlenill kapcsolédnak ahhoz a ,,valosaghoz”,
amelyet a matematika vizsgdl. Nem szabad azonban figyelmen kivil hagy-
ni, hogy a matematika objektumainak nagy része idedlis objektum, de
emellett az empirikus matematika révén, pontosabban az empirikus prob-
lémakon keresztill a valdsdgos objektumokhoz is kapcsolédik. A matema-
tika targyproblémadi is azonban, altaldban ,,a” problémak megfogalmaza-
sdban, megformulazasaban a metaproblémak szerepét toltik be, itt kuls-
nosen a teoretikus matematikai problémdk szerepe a doénté.

A metamatematikai problémak a matematika elméletére vonatkozo
problémak, a megismerésnek igen magas szintjét alkotjak. Ezen belil 1s a
logikai problémak, valamint a halmazelméleti problémak, bizonyitadselmeé-
leti problémak, metodoldgiai és filozéfiai problémak jatsszak a kozépponti
szerepet. '
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A valésagban a matematikai problémak fentiekben targyalt osztélyo-
zdsa nem valik ilyen élesen kiilon, nagyon szorosan athatjak egymast, de
a matematikai problémak dialektikus ellentmondasos jellegét ilyen vonat-
kozasban is ki kell mutatni. Természetesen ez az osztdlyozids még tovabb
finomithaté, itt most csupan a matematikai problémaknak a kettds statu-
szara probaltunk ramutatni: a matematikai problémak sajatosan meta-
problémak is és egyben targyproblémak is (,meta-targy-problémik”). E
sajatos statuszuk teszi lehetévé, hogy egyrészrél kolcsonds Osszefliggésben
dllnak a gyakorlati jellegli — a szaktudomanyi jellegli matematikai prob-
lémakkal, és altalaban a probléméakkal, de ugyanakkor 6nallé problemati-
kaval is rendelkeznek.

Mint lattuk, a matematikai problémahelyzet egy olyan elkezdett fo-
lyamat, amelynek folytatdsidt a rendelkezésre 4ll6 ismerethalmaz hia-
nyossaga gatolja. Mint altaldban a probléma, a matematikai probléma is
a korabban megszerzett tudas talajan meriil fel. Igy ennek a tuddsnak bi-
zonyos hanyadat igaz ismeretként feltételezni.

Pl. A matematika torténetében felmeriil a vegyes masodfokiu egyis-
meretlenes egyenletek altalanos megoldasanak a problémaja. A matemati-
ka eredményei ismertek, de egyuttal ezek elégtelensége is ismert (pl. csak
konkrét esetben tudjdk a gorogék a vegyes masodfoku egyismeretlenes
egyenleteket megoldani). Ez a hiany a probléma ismeretlenje. Hianyzott
egy meghatarozott eljaras.

Ismert: az egyismeretlenes vegyes masodfoku egyenletek - a mate-
matika 4ltal eddig elért eredmények.

Ismeretlen: az altalanos eljaras, amely alapjan megkapjuk az egyen-
let gyokét.
Feltétel: — a matematika muiveleti szabalyainak megfeleljen
— 4ltaldnos megoldast adjon.

A probléma megfogalmazdsdhoz sziikséges ismeretek:
— matematikai jellések
— miuveleti szabalyok stb.
Keérdés: Mi az egyenlet gyokét meghatarozoé eljaras?
(Jelen esetben ez alkoto-kérdésfeltevés.)
A probléma megformuldzdsa:
Az ax?- bx -} ¢ =0 egyenlet gytke milyen eljiras segitségével
adhato meg?

Megoldds: Az eljaras eredményeként egy kész megoldasi séma:

_ —b+ b2 — 4ac
- 2a,

X192

9

Tovabbi megkiilonbdztetés a matematikai problémakon beliil:

(1) ,,Meghataroz6” problémak
(2) ,,Bizonyit6” problémak
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(1) A ,ymeghatdrozé” probléma esetében egy vildgosan megfogalmazott ki-
kotést kielégité x ismeretlent kell meglelnlink. Még nem tudjuk, hogy
1étezik-e olyan objektum, amely a feltételeket kielégiti.
»Meghataroz6” probléma pl:

Keresslink egy olyan x-et, amely kielégiti a
4x2 — 54x + 85 = 0 egyenletet.
Ekkor ismerni kell a megolddképletet.

(2) ,,Bizonyité” probléma. Ennél a tipusnal egy vildgosan megfogalmazott
matematikai tételt kell bebizonyitanunk vagy megcafolnunk. Még nem
tudjuk, hogy igaz-e a tétel vagy hamis; de levezetiink belble egy ma-
sik tételt és ebbdl egy tjabbat, mindaddig, amig eljutunk egy olyan
tételhez, amelyrél hatarozottan tudjuk, hogy igaz-e vagy hamis. Ha
igaz, akkor a kiinduld tételiink is igaz, feltéve, hogy az &sszes kovet-
keztetéseink megfordithatok.

A matematikai problémak megfogalmazasanak, mint errél mdr szd
volt, meghatarozott feltételei vannak. Ahhoz, hogy egy matematikai prob-
léma megfogalmazésa jol képzett legyen, a kovetkezé feltételek sziiksége-
sek:

1. Rendelkezziink kell6 tudoméanyos adattal, eljarasokkal, amely a

probléma matematikai targyalasat lehetévé teszi.

2. A probléma helyesen legyen feldllitva a matematika szabalyainak
és az objektumok kozotti osszefliggéseknek megfelelen.

3. Valbsagos probléma legyen, ne eldontetlen vagy alprobléma.

4. A matematikdban a probléma megoldasanal tgyelni kell arra, hogy
ne csak a t6liink tavol esd, viszonylag jol megkiilonboztethetd ka-
tegoridktol hataroljuk el a problémdékat, hanem a vellik latszélag
0sszemos6do problémaktol is.

A matematikaban a problémak megfogalmazasa utan igen gyakran az
elsé és a legfontosabb 1épés a probléma valamely alkalmas maodon térténé
atfogalmazdsa, atalakitasa. Ez megfigyelhet§ mind a ,,bizonyité”, mind pe-
dig a ,,meghatarozé” probléméaknal. A problémak atfogalmazasa lehet6vé
teszi a megoldasok gyorsabb, egyszerlibb megtalalasat.

Problémamegoldds a matematikdban

Az eddigiekben a problémak megoldasanak az elsé fazisat, a probléma
felmerulését és formalasat targyaltuk. A masodik szakasz a megoldds ke-
resése. A lehetséges megoldasokat itt csak felsoroljuk:

1. Kész megoldasi sémak keresése

2. Kisérlet és tévedés modszere

3. Induktiv megerdsités

4, Absztrakeid

5. Gondolati alkotas

6. Heurisztika stb.

A matematikai kutatds a problémak megtaldlasabol, felallitasabdl, a
k valo megbirk6ézasbol all. A matematikai problémdak felmertilését
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gyakran azonban csak hosszi 1dé multdn kéveti a megoldds megtaldlasa,
mert a kutatds kodzben szamos eredménytelen kisérlet sziiletik. Az akadéa-
lyokat azonban az ember szellemi aktivitasa leklizdi.

Az ellenérz6 és informativ kérdések, valamint feladatok forméajaban
megfogalmazott probléméak megoldasai mar ismertek. Ezek a megoldasok
tanulassal elsajatithatok. (Természetesen a tanuldsnak ez a formaja felté-
telezi a gondolati produktivitasnak bizonyos fokat.) A megoldds — tisztan
matematikai jelentését tekintve -—— olyan targyat jelol, amely a ,meg-
hataroz6” probléma kik&tésnek tesz eleget.

Pl x2 4 2x — 3 == 0 egyenlet megoldasai, az egyenlet gyokei: 1 és —3
szamok.

A megoldasnak azonban van nem tisztan matematikai jelentése is,
amely jelenti még a probléma megoldasanak folyamatat is. A megoldas
tovabba jelentheti a probléma megoldasa soran végzett munka eredmé-
nyét is. Igy az emlitett tipusi matematikai problémak megoldasihoz nem-
csak fel kell idézni az ismereteknek azt a halmazat, amely a megoldashoz
sziikséges, hanem alkalmazni is kell ezeket az ismereteket. (Adott esetben
a megoldoképletet.) Igy van ez akkor is, ha a szaktudomanynak olyan bo-
nyolult matematikai problémaéat kell megoldani, amely az adott tudoméany
erejét meghaladja, de mint matematikai probléma megoldottnak tekinthe-
t6 és a szakirodalom tartalmazza.

Ezeknél a problémaknal nemcsak a masok 4ltal megszerzett mate-
matikai ismeretek termelddnek ujra, de a megismerék elsajatitjak az is-
meret megszerzésének a modjat is, a szerzett ismeretek ugyanis sza-
mukra ujak. Az ilyen problémak megoldasaban szerzett gyakorlat elvezet
benniinket oda, hogy az egész matematika szamara uj ismeretet szerez-
zink. Ugyanis valamely bonyolult matematikai probléma megoldasa ko-
moly gondolati eréfeszitést igényel, amely lehetévé teszi, hogy megfelels
ismerethalmaz birtokdban szikebb értelemben vett matematikai problé-
makat is megoldjunk.

A matematikai problémak megoldasanak részletes elemzését talaljuk
Polya Gyorgynél (10). A leglényegesebb elemek a kovetkezok:

1. A feladat megértése:
1.1. Mit keresiink?
1.2. Milyen adatokat ismerink?
1.3. Milyen feltételek adottak?

2. Tervkészités:
2.1. Keresslnk oOsszefliggést az adatok és az ismeretlen kozott!
2.2, Vizsgaljunk meg segédfeladatot!
2.3. Készitsiik el a megoldas tervét!

3. A terv végrehajtdsa:

3.1. Ellenérizziink minden 1épést, amikor végrehajtjuk a feladatot!
3.2. Ha sziikséges, bizonyitsuk be a 1épések helyességét!

4. A megoldds vizsgdlata:
4.1. Ellendrizziik az eredményt!
4.2. Van-e méas megoldas is?
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A megoldasok keresésénél nagyon lényeges, hogy el6szor a problemit
elemezziik. Ugyanis a praktikus kérdések logikusan felépitheték egy meg-
hatarozott matematikai probléma megoldasa érdekében, és jol megfogal-
mazva célravezeté feladattervet eredményeznek. El6bb tehat a probléma,
azutan a modszer. Tehat a problémdahoz elészor modszert kell keresniink,
nem pedig a modszernek megfelel problémaékat.

A matematikai problémamegoldasban nagy szerepe van a bizonyitds-
nak. A matematika csak azt fogadja el igaznak, ami bizonyitott. A bizo-
nyitas legdltaldnosabb értelemben valamely allitas helyességének a kimu-
tatasa, vagyis annak, hogy az allitas a tényeknek megfelel.

Szlikebb értelemben, valamely tétel, hipotézis, elmélet igazsaganak a
kimutatasa olyan tételek segitségével, amelyek igazsdga mar kimutatott,
bebizonyitott. A bizonyitas tehat a kovetkeztetések egy olyan specidlis for-
maja, amely nem arra iranyul, hogy uj problémat allitson fel, hanem,
hogy a meglevokrsl kimutassa, hogy valodiak, és megoldasukat segiti eld.

I. A deduktiv matematikai bizonyitds szerkezetét vizsgalva a kovetkez6
elemeket talaljuk:

1. demonstrandum (a bizonyitando tétel)

2. axiomak (tovabb nem bizonyithatonak tekintett alapelvek)
3. argumentum (a bizonyitas érvei)

4. demonstracio (a bizonyitas muvelete)

A Dbizonyitas a kovetkeztetések egész sorozatabol all, amelyek zaro-
kovetkeztetésekkel végzddnek, ez a zarotétel, amelynek igazsagat be kell
bizonyitani.

Vizsgaljuk ezt egy példan:

Demonstrandum: Minden szabalyos sokszdg, hursokszog és érintésok-

sz0g is.

Atfogalmazva: Van olyan kor, amely atmegy a csucsokon, és van

olyan, amely érinti az oldalakat.

Axiomalk: Illeszkedési és elvalasztasi axiomak.
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Felezzlik meg az A;A, szakaszt, és ebbe a pontba &llitsunk merélegest.
Felezziik meg az AsAj szakaszt is.

FyA, = F,A, F10 kozds =>> OF(A; & = OF A, A

AOF; A = OFA3 4 — > A0 = A0
F1OAy & = Fy0A, A mert — OAs k6zds

— Derékszdgli haromszog

Amikor egy matematikus valamilyen probléméat tanulméanyoz, at kell
gondolni, hogy az adott feltételekb@l milyen kovetkeztetések vonhatok le.
Az otletet az intuicié sugallja, melynek termékenysége és igazsagértéke
hatdrozza meg, hogy mennyire j6 matematikus valaki. De még be kell bi-
zonyitani, hogy helyes a sejtés. Ez viszonylag hosszu folyamat. A szaba-
tossag kitapogatja minden fogas biztonsagat, és ha szildrdnak taldlta az
intuiciét, felhasznalja. André Rezuv a kovetkezéket irja:

»Amit a matematika koltészetének neveznek, az szerintem a szarnyalé
képzelet olyan alkotasaiban rejlik, amelyeket az engesztelhetetlen szaba-
tossag iranyit és 0Osztonoz. A legvadabb koltéi Gtletek is batortalannak
tinnek olykor a latszolag rovid gyepldszaron tartott matematikai képzelet
szilleményeihez képest. A jolnevelt intuicié valami médon magaban fog-
lalhatja a szabatossagot: a tapasztalt matematikus egy bizonyitds formdba
ontése elbtt gyakran megérzi egy kijelentés igaz vagy hamis voltdt. (Ki-
emelés télem — S. T.) A matematikus képzésében mindenekel6tt az intui-
ci6 tisztasaganak megdvasara kell ligyelni. Ha hagyjuk az intuiciét ellen-
6rzés nélkiil elkéborolni, legyengiil. Hosszu ideig hinni egy téves gondo-
latban, mérgezé hatasu... Nagy a kockazat: az intuicié lazdlomma sila-
nyulhat.” (11).

II. Az indukcié az a moédszer, amellyel megfigyelés és egyes esetek kom-
bindcidja utjan altaldnos torvényeket fedezhetlink fel. Ez még a matema-
tikdban is hasznalatos, de teljes indukciét csak a matematika hasznal bi-
zonyos tipusu tételek bizonyitdsanal. A teljes indukcié, mint bizonyitasi
modszer, két £6 1épésbél all:
1. a bdzis: Be kell bizonyitani, hogy 1-re igaz az az allitas, amely a
bizonyitando tétel szerint minden természetes szamra igaz.
2. indukciés 1épés: Bizonyitani kell, hogy ha a széban forgé allitas
egy természetes szamra igaz, akkor az 1-gyel nagyobb szamra is
igaz.
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Az indukcios lépésben lényegében azt bizonyitjuk, hogy az A&llitas
igazsaga barmely szamrol oroklédik eggyel nagyobb szamra, tehat egy al-
taldnos, minden természetes szamra érvényes Aallitadst bizonyitottunk be.
(Ez semmi esetre sem jelenti az 1-t6l az altalanos felé val6é haladast.) Ez-
zel a médszerrel bebizonyithato, hogy az elsé n pozitiv egész szdm dsszege:

n(n41)
———azaz
2
n (n4-1)
142434+ ..... +m—D) ="

<

IIT. Roviden szolni kell még a matematikaban gyakran alkalmazott indi-
rekt bizonyitasrol. Ennél a bizonyitasi modnal a tétel ellenkez§jébdl indu-
lunk ki, és kimutatjuk, hogy az nem igaz, vagy ellentmondasban van mas,
mar bizonyitott tételekkel. Ebbé6l kovetkezik, hogy a tétellink igaz, hiszen
nem lehet, hogy egyszerre egy tétel és az ellenkez8je is igaz vagy hamis
legyen, az adott rendszeren beliil. Ennek a moédszernek alkalmazasat lat-
hatjuk a szdmelmélet alaptételének bizonyitasanal.

Befejezésul még egy megjegyzés: ha a matematikus feladata tételek
taldlasa és bizonyitdsa, akkor a gondolatmenetének a szerkezete a lényeges,
amely lehetévé teszi a megoldast, a bizonyitast, és nem azok az objektu-
mok, amelyekre a tétel vonatkozik.
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