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SZEPESSY BALINT

MEGJEGYZESEK A VALOS FUGGVENYEK ITERALASAHOZ V.
CA VEGES REND# CIKLUSOKROL)

ABSTRACT:

CRemarks on iteration of real functions V.32 4 real
valued funcltion f((x), defined on the cloned
interval La,bl, is called - iteraticonal Lasic
function if
Cid) F(x) im a continuous function at cvery ingide
points of the 1interval fa,bi; furthermore
fix) is continuous on the right and on  them
left at point a and b respectivel v;
Ciid (x> maps the inierval La b)) onteo itael
Ciii> there is no subinterval of the interval la,b)
where (x> is a constant function;

For i=0,1,2,... the function r, oo, defined by
£,0x0=x and fi(x)=r[f‘_‘(x)] Jor i30; is called '

iterated function of f(x). We sayv a renl number ©
is a fix point of (x> of order one if f(c)=c,
furthermore c is a fix point of order r if fr(c)=c‘
bLut fn(c)ﬂc for n=1,2,...,r—1. 1f ¢ is a fix point

of f(x)> of order r, then the numbers F(c)=c1,

~ 7

f[c’]=c2,...,f[cr~x]=c are alse fix points of order

r and the fix points €€ .., give a cycle of

P
order r.
In some earlier papers we gawve conditions for {0

if it has no fix point of order greater than two or



PRVIv)

four, furthermore we have studied iterational basic
functions for which the orders of the cyclergs are
unbounded C(sce SZEPESSY (91,1101, 0111, and [121).
In this paprer we investicgate iterational basic
functions for which we have cyclen of finiteli

L order.

1. Bevezetés

Legyen (x> az {a,b] Cadbd zart intervallumban
értelmezett olyan egyértékil valds liiggvény, amely eleget tesz
a kovetkezd feltételeknek

1. fC(x) az adott szalkasz minden belsd pont jaban

folytonos a kezdd és a vézpontban  jobbrol, illetlve

balrdl folytonos;:

N

x> az la,bl intervallumot dénmagara kope=i Leg

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznalc,

amelyben f(x)= constans tel jesiil.

Az f(x) figgvényl iteridcids alaptiiggvénynel nevezziik a=
adott intervallumon.

Az Tu(x)=x; f‘(x)mF(x). fz(x)n{(i(x)), e
fn(x)=f[Fn_‘(x)]... figgvényeket az 1'(x) fiiggvény nulladik,
elsd, masodik, ey n-edik Cn-edrendit), ... iteralt
filggvényeinek (iterdalt jainak) nevezziitk. Az Fh(x) (n=2,3,...D
fiigzvények is mind rendelkeznpk az 1., 2., 3.
tula jdonsagokkal. (Ezt az 6sszetett fiiggvény folytonossagara
vonatkozo tételekbdl tel jes indukcioval kénnyen
bizonyithat juk.)

Tel jesiilnek az € (x)=f [F (x)]zf [F (x)] azonossagok
n+m n m m n .

is. Ha fe,d] (ckdd az La,b) szakasz egy reészszakasza, akkor



pont jainak elsd iterialtjai is egy szakasztl  alkotnalk; Jjele

tc,dl . A {c,d) szaknasz n-edik tterAalt jin o

[c,dln=[[c,d]n_l) intervallumot ért jiik.
1

Ha fCcl)=c, akkor a c¢ pontot az f(x) tiiggveny elsidrendi
fixpont jainak nevezzik. Ha f (ciwc n=1,2.3,...,r-1 eseteén, de
[y

Fr(c)=c; akkor a c pont az f(x) fliggvény r—edrendid fixpontja.

Ekkor, mint ismeretes az flad=c , f[c‘]=c7,.“,f[cr_l]=c

"

pontok is paronkent. kiilonhozd r-edrendii fixpontok, s egy
r—edrendit ciklust alkotnak.

Az elsd iterégiéelmélntl rendszerezd dolgamatok  PARNA
BELA-tA1l jelentelk ﬁeg (lasd 11, (21, 131 és [41). Azdta
- dolgozatai kapcsén'is = megndvekedett  awmol smama, akilz
iteracidelméleti kutatasokat folytatnak, s egyre tLobL  eddig
még nyitott kérdést tisztaznak.

E16bbi dolgoéaLokban Loy, 111D azt. a lrdést
vizsgdltuk, hogy milyen ileracios alapfiiggvény esetén nem
lehet a fixpontok C(ciklusok) rendszamira felsd korlatot adni.
Bebizonyitottuk, hogy

1. Ha az La,b] szakaszban 7CxD YA 1., LI 3.
feltateleknek eleget tesz és van két olyan disz junkt
reszszakasz, amelyeket a figgvény az egész la bl szakaszra
képez le, akkor van ‘barmilyen magasremdil oiklus, Ennek &
tetelnek a feltételei csak elézsegesek a tetszdleges
magasrendii ciklus létezéséhez. Kideriilt ugyanis, hogy

2. Ha aZc<d<b és f(x) az la,b)] szakaszan értelmezett
olyan iterdcios alapfiiggvény, amelyre f(c)=c, [{(d)=b, tovabba
van a [d,b] szakasznak olyan részszakasza, amelyet f(x) az
fa,bl szakaszra képez le, akkor barmely (természetes) n szam

esetén van az f(x) fiiggvénynek n-edrendii fixpont ja.



Ezeknek a tételeknek az elégsdges volta miatt  kezdtik
vizsgalni, hogy mllyen iteracios alapfiiggvonyok e=etdn lehet
a ciklusok rendszé&éra felsd korliatot adni  ([103,[121). Az
emlitett dolgozatokban az alapfiiggveényre olyan tovahbi
feltételeket adtunk meg, amelyek mellett csupian elsd, misod,
vagy negyedrendii fixpontok lehetnelk.

Bebizonyitottuk egyebek mellett, hogy

3. Ha add<b és f(x) az [a,bl szakaszon dértelmezett olyan
iterdcios alapftiggveény, amelyre (Cad=a, {Cdr=b, fFChyaad ey
x<la,dl esetén x<f{(xX<b valamint (€D a Ld, 1] szakaszban
monoton csiokkend, akkor az [ashl szakaszban  cwsak  elsd  Ow
masodrendii fixpontok lehetnek.

Ehhez a tételhez analdg a kivetkezd Allitas

4. Ha ad<d<b ésr,i‘(x) az la,bl szakiaszon drtelmazott olyan
iterdacids alapfiiggvény, amelyre f{(bd=b, fedr=a, fead<d
relicidk tel jesilnek és xeld,bl esetdén x>f(x)d>a, tnvabba Fx)
az [a,d) szakaszban monoton csdkkend, akkor am [a,bl
szakaszban csak elsd és masodrendil Cixpontok lehetnek,

5. Ha add<b ée€s (x> az [a,bl szalkaszon érielmezetl, olyan
iteracios alapfﬂggvény, amelyre f(ad=a, fG=b, fCLI=b d;
fz(b)étdml [d(d_1<b] relacidk tel jesiiluek o= A< emetdn
x<{£CxI<b, valamint £{x> a [b .d] szakaszban monoton  névekvd,
a [d,b} ~ben pedig monton csokkend akkor az la,bl szakaszban
legfel jebb negyedrendi fixpontok lehetnek.

6. Legyen add<b és f(x) a=z [?th’ szakaszban értelmezett

olyan iteracids alapfiiggvény, amelyre f(dd=a; t(b)=b; {Cad>d;

£ Cadsd_ | [a(d"1<dJ és dd{x<{(b egetén alflxd){(x valamint (x> ax

la,d) szakaszban monoton csokkend, a [d;ail szakaszban
monoton ndvekvd. Ekkor axz (a,bl szakaszhban legtel jebh

negyedrendi fixpontok lehetnek.
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Ebben a dolgozatban azt a kérdést vizsgdl juk, hogy
milyen iteracids alapfiggvények esetén lehetnek tovabbi véges

ciklusok.

2. A yézes rendii ciklusokidl

Legyen a [U,1} szakaszban értelmezett iteracids alaplbiizgvany

az
r . 1
2X H ha 0 € x = i
.-—x+% - ha %""‘5?}?
ff(x>= —2x + %% s ha T% S x s %
-x + % B ha % 5 ox = %%
-5+ & : ha Hosxsha €Y. Abrad
! Y R — “’_‘/“\‘] : g\ -
S \ /
VN IS
/
//
i 10 3 i - ¢
oot ddcd i

1. abra
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213
ItL a ¢*=0 és c=:j§ pontok elsérendii rixpontok. A
[ U,g J szakasz barmely X, pontjibdl  kiinduld  jterdcids

pontsorozatnak csak véges szAmu pont ja van e szakaszban annalk

meglelelden, hogy az Xy kezdlpont ja  a [d-ci+13; d_iJ
(i=1,3,...)> szakaszok melyikeébe esik. Ezele o ezalkaryok
ugyanis egyszeresen és tel jesen lefedik a [ O;% J szakaszt:;

tehat van olyan X, Cj>1d iteralt pont, amely a [ g;l ]

szakaszban esik. Ezt a sgzakaszt ((x) Onmagara kdépezi le;
vagyis X; minden iteralt pont.ja ebben a szakaszban marad.
Hagasabbrendii fixpontok csak ebben a szakamszban léphetnek
fel.

Az 1. Abran megrajzoltuk az r,ax iteralt faggvany kapeat

is a [ %; 1] szakaszban.

Tekintsiik a [%, c=?b], illetve a (c,1]) szakaszban az

—-2x + % : hn % < x < 7&
—x+§ H ha %’-}ISYS%
fy(x)= § + % : ha % T X s ?2 :
2x - 3 ; ha 55 x <%
| ax - %% : ha % s x - C
illetve
. - .
dx—f—% 3 ha CS‘(S:}]"
1 3 5
J x + = : ha T S x s 7
f_(xO= =
z -2x + g ; ha 7S xS %%
-x + & ; ha 1L <« <y
L q iz
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fitggvenyt iteriacids alapfiiggvénynek. Mivel f,(x) ezeket  a
szakaszokatl tnmagira képezi 1e é8 ezekben (xd>¢  illetve
f(x3)<c (x™c2>, ezért elsdérendinéel magasabb rvendii paratlan
rendszamu fixpontok a szdbanforgd szalasmokban, 8 oigy it

[ g; 1] szakaszban nem léphetnek fel.

L )
Mivel a fz(x)—re a [ g; cJ szakaszban a bevezetdben s

emlitett 6. tétel feltételei teljesilnek, exdért f _(xd-nek
ebben a srakaszban legzfel jebd nagyedrendi) fixpont jai

lehetnek. A {c,1) szakaszban f t(x)-nek az 5. értelmében

szintén legtel jebb negyedrendii fixpont jani Jehetnek., A [ %; cl
szakaszban pl. az x1=%; a [c,11 szakaszban az x?=1 pont
fz(x)—nek negyedrendii, 5 igy fixd)-nek nyolcadrendi
fixpont jai.

Tehat f(x) iteracids alapfiggvénynck n 10,11 mzakaszhan
csak elsd, masod, negyed é€s nyolcadrendii fixpont jai lehetnek.
Ez a példa is arra enged kévetkeztetni, hogy tel jesiil
Cf101 111, (12) harmadik illetve elsd tiitelainek), a
bevezetében is emlitett 3. €5 3. tételelk kivvetkezd

altalanositasa.

TETEL. & add<b és f{x) olyan iteracids alapfiiggvény az [a,hl

szakaszban, amelyre fCad=a, §{(dd)=b ég létezik olyan n
(természaetes) szam, amelyre £ (bdad " R de
2 -C2"'-1)
£ . (b><d ; 3 (0Sid<n)  teljestil, valamint adx<d esetén
2 (2" -1) . -

x<f(x)<b és f(xD az [f(b),d) szakaszban monoton ndvekvé, a
[d,bl-ben pedig monoton csdkkend, akkor az [a,bl szakaszban

legfel jebb 2" *!'—rendii fixpontok lehetnek.
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Meg jegzyzés: amint az mar ismeretes d = max {x} ;
—-C2"-1) x € fd,b)
£ L) = d azaz d E] legnagyobb
2™ -C2"* oy’ ~-(2"-1)
abszcisszaérték a (d.b] szakaszban, amelyre £ (X
2
figgveény d -y értekii.
—-C2" " 1)
L

BIZONYITAS. Tel jes indukcidval: n=0 esetén C([10]1 3. tételed;
n=1 esetén is (SZEPESSY, 1987 1. tételed; igaz a tetel
Allitasa. Az n=2 esetre egy specidlis példat az  eldizdockben
elemeztiink.

Tegyitk fel, hogy n=k-~1 esetén igaz Cindukcins teltovis),
bebizonyitjug, hogy n=k esetén is igaz a tétel Aallitasa.

Mivel az f[a,f(bd]; (FHICAD szakasz barmely x  pont janak

(8]

iteralt jai nagyobbak mint Xo» ezért a szakasz Dbarmely Xg
pont jibdl kiinduld iteriacids pontsorozatnak csak véges szamu

pont ja marad ebben a szakaszban, s ez  legfel jebbh i, ha a

cezdd . . szakaszb rsilc. '
kezddpont a [d_(t‘l), d_\] szakaszba esilk A {'~rt+1)’

d-i] Ci=0,1,2,...) szakaszok egyszeresen és tel jesen lefedik
az Ca,f(bd]l szakaszt; van tehat olyan xj(j>i) iteralt pont,
amelyik az [F(b)zbi,bj gzakaszba esik. (A lefeddés tel jessdge

mAr (SZEFESSY; 1987) bizonyitist nyert.> A [b‘,b] czakaszt
(x> onmagara képezi le, vagyis x; minden iteralt pontja
ebben a szakaszban marad. Tehat magasabbrendii fixpontok is
csak ebben a szakaszban lehetnek. : |

Tekintsik fz(x)~et iteracios alapfiiggvénynek a th bl

szakaszon. (2. abrad
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A £, fiiggveény a [b’,dj s a ld_l,hJ[g_l « ld,hJJ
szakaszban monton csdkkend és egy-egy pontban metszi  az
atlot, a [d’d—x] szakaszban  monoton ndvekvd, ezdrt  abban
lJehetnek masodrendii fixpnnbnk.

Ha o ld, d_1] intervallumban  vannak masodeendd  fixpontolk,

akkor legyven e = s up x, f?(x)=x. A lf(m)zn‘, v]
d(x(d“i :
szakaszban az fz(x)—nek crior i, tétel) comak  elsdrendii

fixpont jai lehetnek, amelyek {(xd)-nekz legfiel jebb masodrendii
C i

fixpont jai. Az le,bl szakaszban fz(x)—nek mint iteracios

alapfiiggvénynek Caz indukecios felteves kévetkeztéhend

legfel jebb 2¥-rendi fixpont jai 1éphetnek fel, ami azt

Jelenti, hogy f{(x)-nek az I[e,bl} szakaszban legfel jebb
2¥*1_rendit fixpontjai lehetnek.

[N



Ezzel bebizonyitottuk, hogy az le,bl] szakaszban igaz a tétel

dllitasa.

k41

A [bi,el] szakaszban sem lehet 2 —rendiinél

magasabbrendi fixpont; mert ha & r—edrendii I LA fixpont.
- Allitasunkkal ellentétben -, akkor r(€)=€1 = [e;bld s az,

ami az eldzbek szerint lehetetlen.

Ha a [(_!, d"J szakaszban nincs masodrendil Cixpont., akkor

a {bi; c] és a [c,b) szakaszokban € ¢ a [d,bl szakaszban

taldlhatd . egyetlen elsférendd fixpont), a bizonyitas am
2l1dz8ekhez hasonldan végezhetd el.
FEzzel a bizonylitAasl Lefte jeztilk,

Az eddigi eredmények alapjan konstrualhatoak olyan
iteracios alapfiggvények, amelyekre a fixpontok rendszima
felilrdl nem korliatos, valamint olyanok is, amelyekre a

ciklusok rendszama véges szam.
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