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OROSZ GYULANE

KOZOS ELEMEK LINEARIS REKURZIV SOROZATOKBAN

. » . ,
ABSTRACT: C(Common terms in linear recurrences).
A necond arder linear reccursiuve neguence
~ 00
G=G[A,B,GO,G‘]={Gn}h=" is defined by the integors

A,B,GO and Gz and by the recursion UnﬂA'G”_1+H°G"_2
(n>1)>. Ve prove two~theorems.

Theorem 1. Let D and p be a fixed ponitive integer
and a prime, respectively, such that neither D nor
D+p is perfect asguare. Further 1let a,b,c,d be
non-zero integers satisfying the equations a”—pDb%=1
and cz—(D+p)‘d2=1. T'hen the sequences H(2a,-1,0,bD
and NC(2c,—-1,0,d>, apart from the zero initial terms,
have at most two common terms if p=2 and at mort
four common terms 1f pd>2.

Theorem 2. Shows a similar result if 3] i

divisible by 8 and p=16.

. w
Legyen G=G[A,B,GO,GJ={GH}“=U egy masodrendi linedris

rekurziv sorozat, amelyet az A,B,GO,G1 egész szamokkal és a
G = AG + BG (n>1)
n n-1 n-2

rekurziv formuldval definidlunk. Legyenek o és A a

gorozat
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£Cx> = x*-Ax-B
karakterisztikus polinomjanak gydkei.
A tovabbiakban feltessziik, hogy |ajz]3]l és a sorozat nem
degeneralt, vagyis AD™0, 03+Gf#0 és a3 nem egysdéeggyiok.
Ekkor d = AZ+4B = 0 i kbvetke=zik, hiszen d=0 esatén

a/3=1 adddna.

Jol1  ismert, hogy a sorozat. tag jainak explirmit
eldallitasa
q a"l - {3l'|
(@] Gn = = »
a - {3

ahol q = 01~Goﬁ es e G‘—Gua

Tovabba igazblhaté, hogy

n
2 Ien1 > o, el

1 -C
n o
ha n>n ahol c, és n, a sorazat. paramélereitdl
figgs konstansok. la d>0 akkor @ én 3 valods
kiilénbdzd abszolutértékil szamok, lal > 121, és igy

C1)-b31 1 i m (Br/od"=0 miatt (2>, illetve (2>-nél erdsebb
N~ 00

becslés is kdvetkezik. Ha pedig d<0, wvagyils ha a és 3
komplex szamok, (2) kévetkezik C.L. Stewart eredményeibsl
(lisd példasul (131, Lemma 6.) (2)-bdl kivetkezik, hogy
minden nem degenerdlt G sorozatban tetszdleges xvalds szam
esetén IGn|>x, ha n elég nagy, igy a sorozatokban minden elem
csak véges sok mas elemmel lehet e;yenlﬁ‘ Ennél tobb is igaz.
K.K.Kubota (7,81 bebizonyitotta, hogy egy sorozatbhan minden
egész szam legfel jebb négyszérrrordulhat eld elemként. Ezt ;z
eredményt F.Beukers [1) javitotta, megmutatva, hogy néhany
sorozattol eltekintve minden elem legfel jobb haromszor
ismétlodhet a sorozatokban.

Hasonld probléma a kiilénboézé sorozatok kizils elemeineck

vizsgalata. Tobben foglalkoztak olyan masodrendii linearis
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rekurziv sorozatok kdézés elemelivel, amelyeket. ugyanazok a=z
A,B konstansok definidlnak, de nem ekvivaleusek, varyis az
egyik nem csak az indexek egy linedris transzformdciojival
ilénbdzik a miasiktdl., G.FRevuz (121 egy albalinosn tételabdl
kévetkezik, hogy ha a G és H a fenti tulajdonsigu killonbdizd
rekurziv sorozatok kozds elemeik szdama, vagyis a meﬂy
egyenlet (x;y) megoldasalnak szima véges, vagylis talalhatd
egy m, konstans ugy, hogy Gxﬂﬂy, ha x)mn. Az mg konstans
explicit értékére Fibonacci tipusu sorozatok esetdén Cvagyls
az A = B = 1 esetben) M.D. Hirsch [31, tetszdleges, de d>0
feltételt kielégitd sorozatok esetén pedig F.Kiss (51 adott

becslést..

Kiloubozo konstansokkal definialt G[Ai,B’,UO,G’],

H[Az’Bz’Ho’“1] sorozatok kdzds elemeivel, vagyis a Gx="

egyenlet megolddsaival is tébben foglalkoztak. M. Mignotte
[101 és P. Kiss {41 magasabbrend linearis rekurziv
sorozatokra nyert eredményeibdl koévetkezik, hogy Af+4ﬂi>0

Ci=1,2) esetén a G és H sorozatoknak c¢sak véges sok kozds
elemik lehet. Ezen kidzis elemek sziamira F. Miatyids (91 adott
explicit elsd beuslést,

Az eldz8 eredményekben a koziis elemek szamiara adott
korlatok altalaban igen nagyok, szamitdgépekkel sem elérhetd
szamok. Ezért érdekesek azok a specialis esetek, melyekben a
kézds elemek szama elérhetden kicmi.

J. Binz €21 a GC6, =1, 1, 6) és HC10, -1, 1, 10> konkrét
sorozatok esetében bebizonyitotta, hogy a G és H sorozatoknak
csak egy kSzds elemitk van.

A kodvetkezbkben J. Binz eredményét dltalanosit juk.
Sorozatparok egy osztalydra mutat juk meg, hogy az egyes

paroknak legfel jebb kettd, illetve nédgy kdézds elemilk lehet.



Kétl tételt bizonyitunk.

1. TETEL. Legyen D egy régzitett pozitiv eglan T "
tetszdleges primszam, amelyekre som D, sem Dip nem tel jes

nidgyzotl.. Legyenek tovAbLA a,b,c,d olyan nullitdl  kildnbdzd
egész szamok, melyekre:

a? - ppb? = 1 és

c? - (p+prd? = 1
Ekkor az M = M(2a, -1, 0, b)) és= N=NC2, -1, 0 o
sorozatoknak a 0 kezd8tagoktdl eltekintve p=2 esetén
legfel jebb kettd, pd>2 esetén pedig legfel jebbh négy kozios

elemik lehet;

2. TETEL. Legyen L egy rogzitett 8-~cal oszthatd pozitiv egész
szam, amelyre sem L, sem L+16 nem négyzetszam. Legyenek
tovabbid r,gs,k,t olyan nullatdl killonbdzd egész  szamok,
melyekre

r? - Ls? = 1 és

k% - (L+160t% = 1
Ekkor a H=H2r, -1, 0, s) és K=K(2k, -1, 0, D> sorozatoknak

a 0 kezddtagtdl eltekintve legfel jebb két kdzés elemiik lehet.,

Mer jegyzéselc:

1. MHegjegyezziik, hogy végtelen sok a,b,c,d illetve r,s/k,t
egész szam talalhatd, melyek a feltdteleket kielégitik,
hiszen az xz-dyz=1 Fell egyenletnek, ha d>0 és nem
négyzet.szam, végtelen sok egész (x;y)> megoldasa van.

2. A 2. Tételbdl az L=B specialis esetben kiévetkezik J. Binz
emlitett eredménye. Ugyanis erre az értékre pontosan a
G(6, ~1, 1, 6) ég H(10, -1, 1, 10> sorozatok kdzos

elemeit hatarozzuk meg.



- 07 -

3. A bizonyitasokbdl kitiinik, hogy 1lehetne a tételeinkhez
hasonldkat konstrudalni, a kozds elemek sziAmara azonban

AltalAaban nagyobb felsd korldt adddna.

1. TETEL BIZONYITASA. El8sz6r megmutat juk, hogy az H sorozat.

mindenttt eleméhez talalhatd egy x egész szim ugy, hogy
(x;y)=(x;Hn) egy megoldasa a

3> x? - Dy? = ¢

egyenletnek. Mivel (x;y)=Ca;bh) a feltételek miat.t megoldasa

(Ad)-nek, ezért az

"
> x +y 7D = [u+h4 D ] s n=0,1,2,..

egyenldséggel definidlt [xh;ynJ parok is megoldasok, hiszen

ezekre

Xz‘Dyi = [xﬂ+y|\/FJ (x"_y"{/-l-)—] =

™

= [a+beBq]"[a~erB“]n = [32~nb*J“ = 1

Masré=szt (4)-bdl

(nfbfrgﬂ]“ - [a—erBwJ”

1

27 D
kovetkezik. Az M sorozat esetében a karakterisztikus polinom

x2-2ax+1, gydkei pedig a feltételek miatt
) ammmegmmmann |
a=a+7Va*1 =w=a+b7D

“illetve #=a-b7YDb,

és igy N0=0, M1=b és a—-3=2b7Y D wmiatt (1) alap jin y,=H

n
kvetkezik, hiszen esetilnkben AZ+4B=4a%-4~0. Ebb{l mar

kovetkezik az Aallitasunk.

Hasonldan lathatd be, hogy az N sorozat minden N,



tag jahoz talalhatd egy z egész szam, ugy hogy (z;y)z[?;Nk]

egy megoldasa a
7Z—Ch+pry?=
egyenletnek.
Tehat ha vannak az M és N sorozatoknalk kizos elemeik,

8
akkor az

(5D xZ - py? =1

z? - h+pry? = 1
egyenletrendszernek legalabb annyi (x;y;z) egész szamhidArmas
megoldasa van, amennyi a kiiléonbdzd8 kilzés elemek szAma. Eldg
tehat azt bizonyitani, hogy az 5 egyenletrendszernek

legfel jebb két megolddsa van yw0 feltétellel.

Tegyiik fel, hogy (x,y,z) egy megoldiasa (5)-nrk. Fkkor

xz-Dy2=zz—(D+p)y2

és igy
6> x24py?=n? |
tovabba nyilvan (x,y)=(z,y)=1 ezért (x;y;z) a (6> ecgyenlet
paronként. relativ prim, primitiv megoldisa. (x,=d>1 esctén
pl(x?,z%> és ply kivetkezne, ami ellentmond az eldzdeknek.

Eldszdr azt. az esetet vizsgAl juk, ha p=2, ckkor (1)
&8 x242y?=22
alaku belathatd, hogy (7) primitiv megoldasai

x = |u?-2v?%] , y=2uv, z=uZ+2v?2

alakuak, ahol u,v relativ prim egészek és u paratlan. Ezeket
az értékeket (5) elsd egyenletébe irva
s’

2
[u2~2v"] - 4Du?v? = 1

addédik, ami

2
8> [uz—(2+20)v2] - [uma[)’]v“ =1

alakra hozhatd. De ismert, hogy az x?~py*=1 alaku
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diofantikus egyenletnek, ha D>X0 és D nem teljos négyret,
legfel jebb két megolddasa van (lasd Hovdell 1111, 270, oldal),
ezért legfel jebb két Cu;v) parra teljesiilhet (8) ugyanis
BD+ADZ=(2D+22%~4 nem tel jes négyzet.  Ebbhdl azounhan Az
kovetkezilk, hogy az (5) egyenletrendszernek is p=2 esetén
legfelyjebb két megaldasa van, amibdl az eldzdek miatt
kovetkezik a tétel allitasa a p=2 esetben.

A kdvetkezdkben azzal az esettel foglalkozunk, amikor
p>2 primszam. Az eldzdek alapjian tudjuk, hogyha (x;y;z) egy
megoldasa az (5) egyenletrendszernek akkor (6> is fennill és
(x;y;2) egy primitiv megoldiasa (6)-nak. Itt. is bizonyithatso
az ismert Fitagoraszi egyenlet megoldiasahoz hasonldan, hogy a
C(6) primitiv megoldasai, p>2 esetén
z

2> x = | pmz—n s y=2mn ; z=pm2+n2

vagy

2_,2
10> X = l DH_ZZ_

alakuak, ahol (m,nd)=1 és kiilénbdzd paritasu egész szamok és

2 2
uZ+
;. y=uvy s z=24—2x—

Cu,vd=1, paratlan egész szamok. Beirva e=zecket Az %)

egyenletrendszer elsd egyenletébe (9) esetén
2__2)2 2 2
[pm -n ] - 4Dm“n® = 1
mig a (10) esetében

2
2"'V

[Eﬂ—z——]z - pu?v? =

adédik. Ezek azonban : . ©o .

’

2
11> [n2—<p+zn>m2] - [abzulpv]m‘ =1



2> [Xi:ﬁﬂizglﬂi]2'~ [D’+pb]u‘ =1

alakra hozhaték, ahol belathatsd, hogy sem AD?+4pDh, sem D2app
nem tel jes négyzet. De (11) ém (12) egyenleteknek mint  mar
lattuk, legfel jebb 2-2 megoldisuk lehet, igy az 5>
egyenlétrendszernek legfel jebb négy egémz megoldasa lehet.

Ebb&l mar kovetkezik a tételiink pd>2 esetre vonatkozd

allitasa.

2. TETEL BIZONYITASA. Az el8z8 tétel bizonyitiimiaban kdvetatt

gondolatmenethez hasonldan belathatd, hogy ha vannak a H és K
sorozatcoknak kézds elemeik, akkor a
am x%-Ly? = 1

zZ-CLH16)y? = 1
egyenletrendszernek legalibb annyi (x;y;z) egdanz megoldisa
van, amennyi a kdzds elemek szama. Tegyitk fel, hogy (x;y;z)

megoldasa a (132 egyenletrendszernek. Ekkor ezekre az x,y,»

Py
14> x?+16y? = z?
iz fennall és L pirogssigan miatt  kilnnyen fgazoihatdd,  hogy
(x;y;2) a (14) paronként relativ prim, primitiv megoldisa. Az
viszont jol ismert, hogy (14> primitiv megoldasai

x = |m%-n?| , 4y = 2mn , z = m2+n?
alakuak, ahol m,n relativ prim egész szdamok és kilonbdézd
paritasuak. Beirva ezeket az értékeket a (13
egyenletrendszer elsld egyenletébe felhasznalva, hogy L alak ja

L = Bh (Ch pozitiv egész, h™8 ),
2 ¥
[mz—nz] ~ 2 hm?*n? = 1
adadik, ami

2
15> an - (1+h)n2] - [h2+2h]n4 =1
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alakura hozhatd. De h?+2h nem tLel jes négyzet, ezért,

hasonldan mint az 1. Tétel bizonyitasdban, az allitasunk mar

kovetkezik.
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