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MATYAS FERENC
PITAGORASZI SZAMHARMASOK ES A LUCAS SOROZAT

L

ABSTRACT CPythagorean triples and the Lucas requence) We
. w0
define the sequence L={Ln} by the integers
n=0

. =4 .= : ‘P . B . +1. .
L,=2, L,=1 and the recurrence L =L _ 4L __, n >1

This seguence is called Lucas sequence and the
terms of it are the Lucas numbers. X' Yar%o

positive integers are called Fythagorean triple

: 2 2 .

if xo* Yo© zg. If for this X2 YorZa
triple [xo,yo,z0]=1 i also true then X0 ¥Y0rZg
triple will be called primitive Pythagorenn
triple.

In this puaper we deal with the connrction belween
the lLucas numbers and the FPythagorean triples.
Let A,D,C CA®DD be arbitrary, but fixed integers.

Ve prove the following two theorems:

THEOREM 1. CAL ,L_ +B, L+ triples are
Bt e n’2n 2n
Pythagorean triples for svery even nCx0> if and
only if
A 2 A 2
A=0mod 2>, B=-[3]+2 ana c = [§] 42, .
. ) , ;

while for every odd n(21) if and only if

A

i

A2 AY?
0 Cmod 2), B = ‘[2’] -2 and C = (Z] -
THEOREM 2. Under the conditions of Theorem 1. the

{ALH,L2n+B,L2n+C] triples are primitive Pythagorean



- 56 -

triples if and only {f [Ln,%]=1, Lh > 9 and:

if A=0 C(mod 4>, then n=%2 Cmod 6) or n=1i1 C(mod 6)
if A=2 C(mod 4D, then n=0 (mod 6) or n=3 C(mod 6)

Az L =2, L =1 kezdStagokkal és a=z Lo=L _,*L__, ;o)
rekurzids formulival definiialt sorozatot Lucas sorozatnalk,
tagjait Lucas szidmoknak nevezziik. E rekurziv definicld

mellett j6l ismert a sorozat tag jainak explicit alakja is:
n ™
1+7 5 1-v 5
1> L = [—-—7—-—] + [—2_.__] s nZzo0
(lasd pl. [41).
Ugyancsak Jjol ismert a pitagoraszi szamhirmas fogalma,

mellyel az x?+y?=22 diofantikus egyenlet pozitiv egész

megoldasait szokis nevezni. Tudjuk, hogy az ©&sszes (zérust

nem tartalmazod megoldisok eldidliitasihoz elegendd
meghataroznl az ugynevezett alapmegoldisokat, azaz xz+y$zzé
mellett az [xo,yo,zo]=1 feltétell i kieldgitd

szamharmasokat. Jél ismert,hogy az tsszes alapmegoldas:
x_ =2 m't

2> m2—t 2

<
Q
1]

2,42 E
= t
g =m += )

alakd, ahol (m,td=1, mdt és mtt=l Cmod 2).

. ~.

M.Bicknell—Johnson (2] a Fibonacci sorozat [Fuzo, F =1 és

nF o tF s n>1] és a pitagoraszi szamharmasok kapcsolatat

vizsgalva megoldotta az F: + F: = K? (K rogzitett egészd

egyenletet. L.Bernstein [1il-ben szintén a Fibonacci sorozat
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s az  xZ+y?=p?

[0l

diofantoszt egyenlet alapmegoldasalit
vizsgalva Jutott el ax ikerprim-probldma egy
atfogalmazisahoz. A Lucasg sorozat és a pitagoraszi
szamhArmasok kapcsolatira vonatkozd problémat. vot fizl

H.T.Preitag (3]-ben: Hely n-re lesz a (2Ln,Lzh-3,L2n~1]

szamharmas pitagoraszi szamhdrmas? Ezen dolgozat taArgya e

felvetett probléma egy lehetséges dltalinositasa s annak — az
alapmegoldiasok meghatiarozdsit. is Lartalmazd — megoldisa.
1I.

Legyenek A,B,C (AM0) tetszdleges, de rigzitett egesz szimok.
1. TETEL Az [ALn,L2n+H, L2h+C] szAamhdrmars pitagoras=i
szamharmast alkot minden piros nz) -ra akkor és csak
AY? NG
akkor, ha A =0 Cmod 2>, B = '(Z] +2 és @ = (?J +2, mig
minden paratlan n2) -re akkor és csak akkor, ha A = 0 (mod
2 2
»,B=-(4]"-2 é c= [g] -2

2. TETEL, Az 1. Tétal feltételeinek meglaleld (ALH,L2n+H,

L2n+CJ szamhirmas akkor ésg csak akkor alapmegoldas, ha

(L. 8)=1. L > % e

ha A = 0 C(mod 43, akkor n

+ 2 Cmiod 6) vagy n = £ 1 Cmod 6)
ha A = 2 Gmod 4>, akkor n = 0 (mod 6) vagy n = 3 Cmod 6.
A tételek bizonyitasidhoz sziikségiink van a kivetkezd lemmara.

LEMMA: Lon = L?+42, ha n 2z 1 pératlan és

L, = Li~2, ha n 2 0 paros egész szam,

BIZONYITAS: A Lucas szamok (1)-beli explicit alakjat

hasznalva



Pav)

L? = [1*‘"/-;]2“ + 2[1“_5__]“ .
" 2 T2

n 2n
. =75 1-v 5 ] "
[*z_] * [“'r"’" = L, t2¢-107

melyb6l a Lemma Allitadsa nyilvanvald.

1. TETEL BIZONYITASA. Tételezziik fel, hogy [ALn,L?h+B,

L2“+C] minden n20 paros egészre megoldisa az x24y?Pen?
2 2 2

egyenletnek,"vagyis {ALh] +[L2n+B] = [L2n+C] . Lemmank

: - 2 - s
alap jan L2n+B = Ln+B—2 és L2n+C = Li+C—2, igy a=z=
2 2 2 2 yZ
(AL,) +(L2+p-2)" = [L24c-2)
n la} 2]
egyenlethez jutunk, melyvet
3> L2 [A"’+zn~2c] = [C+n—a] {c—n]
alakra hozhatunk. Mivel (3) minden na paros egésziro

fennall és L w0, ezért az  AP+42B-20=0 és  (U+A-4)CC-B=D

egyenldségeknek kell tel jesiilni. Nyilvan G>B, igy ez cmak
A)? AY?
B = —[7] +2 és C = [7) +2 esetén lchetséges, tovibha A,B.C
egész volta miatt szilkséges, hogy A paros szam legyen.
Ha [ALn,L2h+B, L2n+C] minden paratlan n>1 egészre
pitagoraszi szamharmas, akkor = lemmank sogltedgével a

:
’

kévetkezSket irhat juk: .

' ’ N2 h 2 2

[AL ] +[L2+B+2] = [1,2+c+2] ,
n ™ n

melybdl az
ca> L? [A2+ZB—ZC] - [C+B+4] [c—n]

adddik. Mivel (4) minden paratlan a2t -re ligaz, és= L w0,
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igy az A%42P-20=0 és  (C+B+43(C-B>=0  egyenletrendszernek

- 2
kell teljesilni, melyet megoldva — OB miatt — B = —[%j -2

2
és Q = [%] -2 adddik, ahol A-nak szintén paros egésznek kell
lennie.

A tétel feltdételeinek elégséges voltat €3>, ill. (€4d minden
n20 —-ra vald megoldhatdsiga, tovabba a lemmink n  paritasatél

fiiggd allitasa szolgaltat ja.

Heg jegyzés. Tételiink speciilis egetként valaszt ad
H.T.Freitag altal felvetett problémara, ugyanis ha A=2, R=-3

és C=-1, akkor a [2Ln, LG—3, L2h~1] harmas minden pAarvatlan

nx1 egészre pitagoraszi szamhirmast ad. Az igy eldillithatd

pithagoraszi szamharmasok: (2,0,2) (8,15,17>, (22,120,122,

2. TETEL DBIZONYITASA. Vizegal juk meg tételiink Al1itAsAt paroes

n20 egészekre. Az 1. tételiink szerint paros n-re [AL",

L, +B, L2n+CJ pontosan akkor pitagoraszi szamhiArmas, ha A

paros és

3 2 _ [AY? 2 AYZ
‘ALn’ Lr\ [2] ’ Ln * {Z] ]
alaki. (2> szerint ez pontosan akkor lehet alapmegoldiz, ha

— A piros voltat is figyelembevéve - létezik olyan pozitiv

egész m és't, melyre / /
-2 . 2
> AL =2mt, L2 - {%] = m?-tZ és L2+ [g] = m2+t2,
n n n s
ahol Cm,t)=t, m>n és mén=t C(mod 2>. (6>-bSl m=L  és L =5

‘adddik, azaz (5) akkor és csak akkor alapmegoldis, ha



_bU—

[Ln,%]=1, Ln > % és L, ill. % paritasa killénbéz3. Azaz, ba

L2l

A=0 (mod 4>, akkor Ln paratlan kell hogy legyen, mely - L
rekurziv definicid jat figyelembevéve — paros n—-ekre pontosan
akkor teljesil, ha n=t2 C(mod 6). Ha pedig A2  C(mod 4),

akkor L _, paros. Ugyancsak L rekurziv definicicdjibdl kénnyen
t

nyerhetd, hogy parog n-ekre L pontosan akkor piros, ha n=M
C(mod 6).
Paratlan n—ekre az allitas az el18z6hiz hasonldan

bizonyithatd.

Heg jegyzés. Alkalmazva tételiinket a mar vizsgalt [ZLn, L,.-3,

L2“~1] pitagoraszi szdmharmasokra (n  pAratland azi  kap juk,

n _ _ PR . .
hogy a [o Loi#s’ L121+6 3, szl*s 1] szamharmas minden i20

egész esetén egy-egy alapmegoldasat szolgdltatja a xZ+y?=z?

diofantoszi egyenletnek.
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