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ABSTRACT: (Praktical aplication of Sturm's theory J> 

In the numerical methods of Mathematics there are a 

lot of procedure on approximatly calculation of the 

real roots of a polynomial with real crteffil f e n i n . 

AI I the systems n e e d um interval , which contents a 

root of the polynomial, 

The application of Sturm's theory gives a method 

for calculation of the number a n d si fin of the real 

roots. 

In this paper ve show a computer program which, 

applicates Stui'm's theory completing with the 

system of binary researching, for finding useable 

intervals.. (Their lenghts are not greater then c> 

uni Is}. 

A k l a s s z i k u s m a t e m a t i k a j ó n é l i á n y n u m e r i k u s e l j á r á s t 

i s m e r a f ü g g - v é n y e k z é r u s h e l y é n e k k ö z e l í t ő m e g h a t á r o z á s á r a . 

E z e k g y a k o r l a t i a l k a l m a z á s a a s z á m í t á s t e c h n i k a e l t e r j e d é s é v e l 

e g y r e n a g y o b b t e r e t k a p o t t . K ü l ö n ö s j e l e n t ő s é g ű a v a l ó s 

e g y ü t t h a t ó s p o l i n o m o k z é r u í t h e l y é n e k m e g h a t á r o z á s a . E g y - e g y 

g y ö k t e t s z ő l e g e s p o n t o s s á g g a l k i s z á m í t h a t ó , é s még 

h a r m a d — n e g y e d f o k e s e t é n i s m e g k i m é l i a f e l h a s z n á l ó t » 

f á r a s z t ó s z á m o l á s i m u n k á t ó l . A k ü l ö n b ö z ő e l j á r á s o k k ö z ö s 

v o n á s a , h o g y f e l t é t e l e z i k e g y z á r t i n t e r v a l l u m i s m e r e t é t , 

a h o l a p o l i n o m n a k v a n C l e h e t ő l e g egyj> z é r u s h e l y e . Í g y e z e k 



s i k e r e s a l k a l m a z á s á n á l s z ü k s é g ü n k v a n i l y e n i n t e r v a l l u m o k 

m e g h a t á r o z á s á r a . S t u r m t é t e l é n e k ( t l l 2 5 9 . o l d . ) a l k a l m a z n i a 

l e h e t ő s é g e t a d a p o l i n o m v a l ó s g y ö k e i s z á m á n a k é s e l ő j e l é n e k 

m e g h a t á r o z á s á r a . S t u r m t é t e l é n e k a l k a l m a z á s á t h á t r á l t a t t a , 

a n n a k s z á m o l á s i g é n y e s s é g e , i g y a g y ö k ö k s z á m á n a k 

m e g h a t á r o z á s á h o z s z i v e s e b b e n a l k a l m a z n a k b e c s l é s i 

m ó d s z e r e k e t . A m e l l é k e i t s z á m i t ó g é p e s p r o g r a m b i n á r i s k e r e s é s 

m ó d s z e r é n e k f e l h a s z n á l á s á v a l a C — 1 0 0 0 0 ; + 1 0 0 0 0 ) i n t e r v a l l u m b a 

e s ő g y ö k ö k e t l o k a l i z á l j a u g y , h o g y m e g a d *?gy l e g f e l j e b b 5 

e g y s é g h o s s z ú i n t e r v a l l u m o t , m e l y b e n a p o l i n o m n a k p o n t o s a n 

e g y z é r u s h e l y e v a n . Ha a b e h a t á r o l t i n t e r v a l l u m b a n a 

z é r u s h e l y e k k ü l ö n b s é g é r i e k a b s z o l ú t é r t é k e k i s e b b m i n t e g y , 

u g y k i v á l a s z t e g y o l y a n e g y s é g n y i h o s s z ú i n t e r v a l l u m o t , 

m e l y b e n t a l á l h a t ó l e g a l á b b e g y g y ö k . 

A p r o g r a m m ű k ö d é s é h e z k a p c s o l ó d ó f o n t o s a b b m e g j e g y z é s e k : 

A p o l i n o m f o k s z á m á n a k é s e g y i i t t h a t ó i n a k b e o l v a s á s a u t á n a 

p r o g r a m g e n e r á l j a a p o l i n o m S t u r m - f é l e r e n d s z e r é t é s a 

r e n d s z e r p o l i n o m j a i n a k e g y ü t t h a t ó i t a I K I , K ) k é t d i m e n z i ó s 

t ö m b b e n h e l y e z i e l . A z e l s ő i n d e x a r e n d s z e r h e z t a r t o z ó 

p o l i n o m s o r s z á m á t , a m á s o d i k a p o l i n o m m e g f e l e l ő f o k s z á m ú 

t a g j á h o z t a r t o z ó e g y ü t t h a t ó s o r s z á m á t r e g i s z t r á l j a . 

A r e n d s z e r t a g j a i : 

b Q C x ) = p C x ) , h t C x ) - p > C x ) , . . . , h k t x ) = h k + 1 ( x ) - q n M ( x ) - h H 2 ( x ) 

A r e n d s z e r m e g h a t á r o z á s a k o r k i j e l z i , h a a p o l i n o m n a k 

t ö b b s z ö r ö s t g y ö k e v a n . . } / 

A k ö v e t k e z ő f á z i s b a n m e g á l l a p í t j a a n e g a t i v i l l e t v e a nem 

n e g a t i v g y ö k ö k s z á m á t . 

A — co —ben v e t t e l ő j e l v á l t o z á s o k s z á m á t G O ) , a 0 — n á l G ( 3 ) , 

+ oo - b e n G K 2 ) g y ű j t i . A S t u r m - f é l e r e n d s z e r v a l a m e n n y i 

p o l i n o m j á n a k e l ő j e l e m e g e g y e z i k f ő e g y í i t t h a t ó j á n a l c e l ő j e l é v e l 
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+ od —ben , i l l e t v e — en — ben a f ő e g y ü t t h a t ó e l ő j e l é v e l , fia 

a n n a k f o k s z á m a p á r o s , é s f ' ő e g y ü t t h a t ó —1 s z e r e s é n e k 

e l ő j e l é v e l , h a a n n a k f o k s z á m a p á r a t l a n . E g y t e t s z ő l e g e s c 

h e l y e n a x - e n d s z e r b á r - m e l y t a g j á n a k e l ő j e l é t a h ^ C c ) e l ő j e l e 

a d j a n»e?g. M i u t á n a r e n d s z e r t a g j a i h o z t a r t o z ó e l ő j e l e k 

s o r o z a t á b a n a z e l ő j e l v á l t o z á s o k s z á i n a p o n t o s a n e g g y e l 

c s ö k k e n , h a a n ö v e k v ő h e l y e t t e s í t é s i é r t é k e k s o r o z a t a a 

p o l i n o m e g y g y ö k é n h a l a d á t , í g y G C l ) — 0 ( 3 ) a n e g a t i v , 

G C 3 ) — GC 2 ) a nem n e g a t i v g y ö k ö k s z á m á t a d j a . 

A m e n n y i b e n a p o l i n o m n a k v a n v a l ó s g y ö k e , a k k o r a p r o g r a m 

m e g v i z s g á l j a , h o g y a z o k m i n d e g y i k é r e t e l j e s ü l - e h o g y a b s z o l ú t , 

é r t é k ü k n a g y o b b m i n t 1 0 0 0 0 . ( E z a z é r t é k v á l t o z t a t h a t ó ) . Ha 

v a n — 1 0 0 0 0 é s + 1 0 0 0 0 k ö z é e s ő g y ö k , a k k o r b i n á r i s k e r e s é s s e l 

s z ü k i t i a g y ö k e l h e l y e z k e d é s é t m e g a d ó i n t e r v a l l u m o t . Ha e g y 

p o z i t í v é s e g y n e g a t i v e l ő j e l ű g y ö k ö t l o k a l i z á l t , a z e l j á r á s t 

a k k o r f e j e z i b e , h a a v é g p o n t o k k ü l ö n b s é g é n e k a b s z o l ú t é r t é k e 

nem n a g y o b b m i n t 5 . I I a a l o k a l i z á l t i n t e r v a l l u m b a n t ö b b g y ö k 

t a l á l h a t ó , a k k o r a z i n t e r v a l l u m o t 1 h o s s z ú s á g ú r a s z ű k í t i . 

G y a k o r l a t i l a g a z e l j á r á s a l k a l m a z h a t ó e g y g y ö k n d o t . t 
* 

p o n t o s s á g ú m e g h a t á r o z á s á r a i s , d e e r r e a c é l r a h a t é k o n y a b b 

e l j á r á s o k i s i s m e r e t e s e k . 

1 KEH »XGYOfCRERESES STURM M O D S Z E R E V E L * 

2 P R I N T " * G ¥ 0 K K E R E S E S STURM MÓDSZEREVEL* " 

3 INTERVALLUMBAN PONTOSAN EGY GYÖK V A N ! " 

1 0 I N P U T " A POLINOM FORSZ AM A: N } ' -

1 3 P R I N T " A Z E G Y U T T H A T O K > Á ( N ) - Á C O ) / : " 

1 7 REM * A Z EGY.HATOK BEOLV+A MARADEKRENDSZER G E N E R A L A S A * 

2 0 D I M H C N , N ) , A C N ) , B C N - 1 ) 

3 0 FOR 1 - 0 TO N: I N F Ö T Í K 0 , N - I ) : N E X T 

3 3 FOR 1 = 0 TO N - i : H C l , N - l — D - H C O j N - I ) * K N - I ) : NEXT 

i 



4 0 FOR J—2 TO N 

SO FOK K=0 TO N - K 2 - J : AC K ) = ! K J - 2 , K) : NEXT 

6 0 FOR K=0 TO N + l - J : B C K > = H C J - l , K > : NEXT 

7 0 T—K.-1: K=T 

7 2 FOR 1 = 0 TO N + 2 - J 

7 3 V = i > l + 2 - J - I 

8 0 I F K>V THEN 1 1 0 

0 3 I F BC T ) = 0 THEN F R I N T " T O B B S Z O R O S GYOIC! " : GOSUB 0 0 0 : STOP 

9 0 C — A C N + 2 - J — D / B C T ? 

1 0 0 FOR L = 0 TO K: A = N - I + 2 - j - L : AC A>=AC A)-CX'BC K. I >: NEXT L : 

NEXT I 

1 1 0 FOR L = 0 TO K - l : HC J , D ^ - A C L ) : NEXT I . : NEXT J 

1 2 0 FOR 1 = 0 TO N 

1 3 0 S=—1: I F N - I = 1 N T C C N - I ) X 2 ) ^ 2 THEN S = 1 

1 1 0 A C N - I ) = - 1 : I F S * H C I , N - I ) > = 0 THEN A C N - i : > = l 

1 4 5 NEXT: P = 1 : GOSUB 3 0 0 

1 3 0 FOR 1=0 TO N 

1 6 0 A ( N - I ) = — 1 : I F H C I , N - I ) > = 0 THEN A C N ~ I > = 1 

1 6 3 NEXT: F = 2 : GOSUB 3 0 0 

1 7 0 FOR 1=0 TO N 

1 8 0 AC N—I > 1 : I F HC I , 0 5 > = 0 I HEN A t N - I ) ^ l 

1 9 0 NEXT: P = 3 : GOSUB 3 0 0 

2 0 0 F R I N T - A N E G A T I V VALÓS GYOKOK S Z A M A = " , GC1 ) - G C 3 ) 

2 1 0 P R I N T - A P O Z I T Í V VALOS GYOKOK SZAMA=*" ; GC 3 J>-GC 2 > 

2 1 3 I F GC3>—GC2) > 0 THEN G = 1 0 0 0 0 : GOSUB 9 0 0 : REM » • ' F O Z I T I V GYOK 

BEHATAROLAS* } j v ) ) ' N 

2 1 6 I F G C 1 ) - G C 3 ) > 0 THEN C = ~ 1 0 0 0 0 : GOSUB 1 0 2 0 : REM ^ N E G A T I V 

GYOK BEHATAROLAS* 

2 1 7 STOP 

3 0 0 REM * A Z ELŐJELVÁLTÁSOK SZAMANAK H . H . * 

3 0 1 G C P ) = 0 : X=AC N ) : FOR 1 = 0 TO N - l 



3 1 0 I F X O A C N - l — I ) AND A C I H - D O O THEN G C F ) = O C P ) + l : 

X=AC N—1—I} 

5 2 0 NEXT 1: RETURN 

6 0 0 REM * A HELY.ERTEKEK ELO .JELENEK H . H . * 

Ö01 FOR V--Ü TO N: Z = V : S = H C V , N - Z > 

6 0 2 IF^ V=N THEN 6 1 0 

6 0 5 FOR I = Z + 1 TO N: S = S * C + H C V , N - I ) : NEXT 

6 1 0 Y = - l : I F S > 0 THEN Y=1 

6 1 5 I F S = 0 THEN Y=0 

6 2 0 AC N—V) =»Y : NEXT: RETURN 

0 0 0 FOR V=0 TO N: FOR Z « V TO N 

8 1 0 P R I N T HC V , N ~ Z ) j " ; : N E X T : P R I N T : NEXT 

9 0 0 REM *+GYOK* :GOSUB 6 0 0 : P=4:GOSUB 5 0 0 

0 0 3 I F OC3>—GC45=0 THEN P R I N T "A P O Z I T Í V GYOKOK NAGYOBBAK 

M I N T 1 0 0 0 0 " : R E T U R N 

9 0 7 GC3)=GC45 

9 1 0 L ~ C : F O R J = 1 TO 2 STEP 0 : G = I N T C 3 * C U + L ) > / l 0 : GOSUB 6 0 0 : 

GOSUB 5 0 0 

9 2 0 I F GC 3 > —GC 4 > »1 THEN A^GC 4 ) : GOSUB 11)00: I F V l > 1 I B E N 

WE—O: RETURN 

9 2 3 I F GC 3)—GC 4 ) >1 THEN U=G: A=GC1) 

9 3 0 I F G C 3 > - G C 4 3 = 0 THEN L=G 

9 3 0 I F L ~ 0 <3 THEN P R I N T " A C Z > " , U5 " ~ " j L , " INTERVALLUMBAN"t 

GC 3 )—A; GYOK V A N ! " : R E T U R N 

9 7 0 NEXT 

1 0 0 0 I F ABS<G—U><s) THEN P R I N T " A C Z ) "_> U; " - " ; G; B« : W E ^ l : RETURN 

1 0 1 0 L=G: RETURN 

1 0 1 5 P R I N T U , G , L : P R I N T G C 3 ) , G C 4 ) 

1 0 2 0 REM»« - GYOK * : GOSUB 6 0 0 : P = 4 : GOSUB 5 0 0 

1 0 2 5 I F G C 3 ) - G C 4 > = 0 THEN P R I N T " A N E G A T I V GYOKOK KISEBBEK H I N T 

- 1 0 0 0 0 " : RETURN 
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1 0 2 6 G C 1 ) = G C 4 > 

1 0 3 0 U=0 r L = C : FOR J = 1 TO 2 STEP 0 : G = t N T C 3 * C U * L ) ) y \ O : I F 

WA=U THEN OOSHB 1 1 3 0 

1 0 3 3 GOSUB 6 0 0 : GOSUB 3 0 0 

1 0 1 0 I F GCl )—GC4 > = 1 THEN U=C: A = G < 1 ) : GOSUB 1 1 1 0 : I F V E = 1 

THEN WE=0: RETURN 

1 0 3 0 I F G C 1 ) — G ( 4 ) = >1 THEN U=C: A-GC 4 ) 

1 0 6 0 I F GC1)—GC4 ) = 0 THEN L = C : F I = 0 

1 0 6 3 E = A B S C L - U ) 

1 0 7 0 I F E < 2 THEN GOSUB 1 1 3 0 : RETURN 

10Í30 NEXT 

1 0 9 0 I F U - L C 3 THEN F R I N T " A C Z ) " ; U j " - " } L j B S : V E = 1 : RETURN 

1 1 0 0 L=C: RETURN 

1 1 1 0 I F A B 3 C L - U X 3 THEN F R I N T " A C Z ) " } L , " - " , U , BS: V E = 1 : RETURN 

1 1 2 0 RETURN 

1 1 3 0 F R I N T " A C Z ) " ; L j "— " ; U ; " INTERVALLUMBAN" ; GC1)—A; " Gl'OK 

V A N ! " : RETURN 

1 1 5 0 S = H C O , N > 

1 1 3 3 FOR 1 = 1 TO N: S = S * a + H C O , N - l > : NEXT 

1 1 6 0 I F S = 0 THEN F R I N T C ; " Z E R U S H E L V E A P O L I N O M N Á L " : S T O P 

1 1 7 0 RETURN 

*GYOKKERESES STURM MODSZEREVEL* 

A POLINOM FOÍCSZAMA: ? i 

AZ E G Y U T T H A T O K / A C N > - A C O ) / : v 

? 1 

7 - 6 2 

? 1 1 0 4 

? - 4 2 3 8 

? - 3 4 2 3 



A N E G A T I V VALÓS GYOKOK SZAMA=* 1 

A P O Z I T Í V VALÓS GYOKOK S Z A M A * 3 

A C Z ) 2 d . 3 - 3 1 . 2 INTERVALLUMBAN 2 GYOK VAN! 

ACZ>—1. . 3 - 0 INTERVALLUMBAN 1 GYOK VAN t 
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