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CSERVENYAK JANOS

EGY KUZEPESKOLAT GEOMETRIAL KISERLET USSZEFOGLALASA. 11, RESZ.
L

A TASOMLOSAGE TRANSZFORMACIOK. A VEKTOROK FELBONIASGA.

A TRIGONUME TRIKUS FUGGVENYEK.

ABSTRACT: (A geometric experiment made in secondary school, 2id part.
Similarity transformations. Breaking up of vectours. Trigonometrical
functions) This article is the second part of a summary written on
a secondary school experiment. As no summary was written on lhe
first part it 1is necessary to say some words about it. We dealt
with the axial reflecting and with its constituents the other
congruentity transformations. Then with the heip of  these ve
examined the features of geonmetiric formations. Finafly vwe explained
the vector as the sum total of the derivalional arrows of shifting,
and the possible operations as well. We cxamine ithe malerial of the
second vyear in this article. We explained the central clongation,
the similarilty transformation as the product of wultiplication of
the congruentity and central elongation, and we examined the
characteristic features of the formations as well. We generally
examinded the circular functions by the help of the coordinates of
the vectors. ‘ A
We thought it was important to give the citeular functions of the
negative, the  «t 180%, the 180° -~ and the 90°- « angles as
easily as possible by the help of the congruentity transformations.

A kozépiskolai geometria II. osztdlyos tananyagdnak tdrgyaldsat a
cimben fel nem tintetett Pythagoras tétellel kezdlik. Felhivluk a figyel-
met arra, hogy a tanév sordn a derékszog( hdromszogek vizsgdlata kiozép-
ponti kérdés lesz.



A Pythagoras-tétel bizony{tdisdt két egybevango ndgyzet kiilinbiizd dara-
botdadval  bizonyftotluk, A télel meglorditdsdt is kimondlale, s a hdrom-
szogek egybevdgdsdgdt felhaszndla bizony{toltuk is. Részben gyakorlés
céljdbal, részben pedig, bogy ne kell jen orokké Ldbldzatl utdn nydlni a
négyzet gldala és atldja, valamint a szabdlyos hdromszidg oldala és magas-
sdga kozotti kapcsolatot rigzitettiik. KésObb ez igen sok haszonnal jart.
Nem kotelezd tananyagként, inkdbb csak gyakorldsként meghatdroziuk a ha-
romszog oldalaibdl a hdromszdg magassdgait és a tertaiiletét is.

A hasonldsagi transzformdciok

A sik nmagdra torténd djasbb leképezésének eldkészilése cél jabdl az
aldbbi tételeket igazoltuk:

1. Egy szog szdrai t metszd 9, és g9, parhuzamos egyenesek €s azok el-
toldssal nyertgt g'l €s 9'2 képei 8 szdg ugyanazon szdraibdl
egyenld szakaszokat metszenek ki. Az 411{tds igazoldsa az eltolds tu-
lajdonsdgainak felhaszndldsdval tortént. Ha pl: a Ql~0t a szin coti-
csdra illesztettiik és olyan eltolédst alkalmaztunk, amoly gl-ut Uy-
be vitte -- s ezt véges sokszor alkalmaztuk -- skkor szakasz egyenld
és ardnyos részekre torténd osztdsdra nyertiink el jdrdst.

2. Ha egy szOg szdrait parhuzamos egyenespdrokkal metssziik, akkor az
egyik szdron keletkezett szakaszok ardnya egyenld a misik szdron ke-
letkezo megfeleld szakaszok ardnydval. (Pdrhuzams szeltk tétele).

A bizonyitdsnal leszogeztik, hogy elegendd az 411itdst két pdrhuzamos
egyenesparra elvégezni. A bizony{tdst egyébként a minden szakember &1-
tal jol ismert modon végeztiik. Csak a bizony{tds utolso gondolatdnal
kellett elfogadhatd indokldst taldlni. Természetesen néhdny lépés utdn
elkészitettik két-két szakasz ardnya kiilonbségének abszolutérteékét,
amirdl kidertilt, hogy %.—nél kisebb. Itt azt mondiuk, hogy n minden
hatdaron tul vald ndvelésével akdrmilyen kicsiny %»szﬁmuk Jonnok 1éi-
re, amelyeknél kisebb nem negat{v szdm csak a tulla lehet.
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fgy addédott a két-két megfeleld szakasz ardnydnak egyenldsége, illetve a
tételben kimondott &11itds.

A tétel egyszerGbb alakban torténd kimonddsdt segftette az, hogy ré-
Jottink, ha az egyik egyenest a sziig esicsdra illeszt)iik ¢s a kél parbol
egyet-egyet egybeesdnek vdlasztunk, akkor a bizonyftdsban szerepld két
pérhuzaﬁos egyenespdr helyett két pdrhuzamos egyenest is mondhatunk.
Vagyis, ha egy sz0g szdrait két pdirhuzamos egyenessel metssziik, akkor az
egyik szdron keletkezett szakaszok ardnya a mdsik szdron keletkezett meg-
feleld szakaszok ardnydval egyenia. Ekkor az fgy kimondott télel megloc-
ditdsat konnyG volt meygfogalmazni (3. tétel). A bizonyftdst indirekt
médszerrel a legegyszer(bb esetben el is végeztik, a tobbi esetet
szorgalmi feladatnak megjelidlve bLeszéltik mey az  Grdeklodokkel drdn
kiviil.

A témakir 4. 4d11itdsa a kovetkezl volt. Ha egy szbg szdrait parhuza-
mos egyenesekkel metssziik, akkor a parhuzamosokbdl a szdrak kozé esd sza-
kaszok ardnya egyenld a parhuzamos egyeneseknek a szig szaraibol kimet-
szett megfeleld szakaszainak ardnydval.

Gyakorldsul és g8sszefoglaldsul eygy sziy szdrait két parhuzamos
egyenessel metszettink és tanulmdnyoztuk a felirhaté ardnyokat. Itt
foglalkoztunk azzal a tétellel, hogy a hiromszog belsd szogfeleldje a
szemktzti oldalt s szoget bezdrd két oldaldnak ardnydban osztja ketté.

Az itt felvdzolt anyag utdn értelmeztiik a centrdlis nyijtast, mint a

siknak azt az Ommagdra toriénd leképezésdt, amelynél eyy 0 pont fixpont,
6s a sik tetszileges 0-tdl kiilonbozd P pontjdhoz azt a P' pontjit rendeli
az 0P félegyenesen, amelyre OP' =m ° OP, ahol m > 0 valds szém. Sz61~
tunk itt & kicsiny{tésrdl, a nagyitdsrél, és alkalom nyilt a transzforma-
cid, dz azonos leképezés, valamint az invarians egyenes fogalmdnak mélyf-
tésére. Beldttuk, hogy egyénéstarthés hogy ha egy egyenes nem illeszke-
dik az 0 pontra, skkor a képével pdrhuzamos az egyenes.

Megmutatiuk, hogy a centrdlis nydjtdst a centruma és egy megfeleld
pontjdra egyértelmien meghatdrozta. (Abban az esetben is, amelyben a
tetszoleges pont illeszkedik a centrum és a megfeleld pontpdr egyenesé-
re.) Kimutattuk a centrdlis nyijtds szoglartd ¢s ardnylarto tulajdonsigdt
s megmutattuk azt is, hogy ha sz AB szakasz pdrhuzamos €s egyirdnyd az
A'B' szakasszal, akkor létezik olyan centrdlis hydjtés, anely eyyik sza-
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kaszt a mdsikba viszi, tovdbbd ha AB = A'B' is fenndll, akkor eltolss
viszi a4t egyik szakaszt a mdsikba.

Foglalkoztunk kor centralis nyujtdssal nyert képével (kor), s centrd-
lis nydjtdsok szorzataval is (centrdlis nyijtds vagy eltolds).

Az elmondott gl1l{tdsokat a centrdlis nyijtdst meyelzd tételek segit-
ségével mind bizonyitottuk.

A kivetkezd fejezetben értelmeztik a hasonldsdgi transzformdciot.
A sik minden olyan Gninagdra iorténd leképezését, amely egybevdgdsdguk és
centrdlis nytijidsok dsszetdtelébol 411 bosonldssgl Iekdpezdsneke vagy ha-
sonldsdgnak neveziik.

Ez az értelmezés azért is bizonyult szerencsésnek, mert a tanuldk az
egybevagnisdg és a centrdlis nyditds koziis tulajdonsidgait felidéztek és
elddlltak a hasonldsdg tulajdonsigai.

Ezek: 1. A hasonldsdg transzformdcid, van inverze és az is hasnnidsidg.

2. Egyenes képe egyenes, félegyenes képe {élegyenes, szakasz képe

szakasz.

3. Ardnytarto.

4. Szobgtarto.

5. Parhuzamos eqgyenesek képel pdrhuzamosak.

6. Hasonldsdagok Osszetétele is hasonldsdy.
Nem volt nehéz beldtni, hogy az egybevdgdsdgok, a centrdlis nyidjtdsok
mind hasonldsdgok, 5 a hasonldsdgok halmaza tartalwazza az aronos Iekdpe-
zést (ha az egybevdgdsdg €s a centrdlis nydjtds is azonossdy). Ha az egy-
bevagdsdg centrdlis tikrozés, 5 a centrdlis nyldjtds szorzatdt negativ
tényezdid fixponttal rendelkezd (fixpont a centrum) hasonldsdgi- leképe-

zésnek nevezzik.

Gondot forditottunk a hasonldsdg és az alakzatok hasonldsdga (reldci-
6) feltind megkiilonbdztetésére. Két geometriai alaskzatot akkor neveztiink
hasonldnak, ha 1étezik olyan hasonldsdgi leképezés, amely egyiket a md-
sikba viszi.

Ezek utédn hasonld alakzatok tulajdonsdgaival foglalkoztunk, majid ki-
rok, négyzetek, téglalapok, hiromsztigek hasonldsdgdt vizsgdltuk. Megmu-
tattuk, hogy az adott feltételek mellett 1étezik olyan hasonldssgi leké-
pezés, amely egyik alakzatot a mdsikba Atviszi. A hdromsziogek esetét kii-
16nds gonddal kezeltik, akdr az egybevdgdsdgndl. Ugy érzékeltiik, hogy a
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haromszogek egybevdgisdga, illetve hasonldsdga konkrél tartalmat nyert
minden koradbbi tdrgyaldsmdddal szemben. Csak példaként mutatunk be egy
bizonyitast a hdromsziogek hasonldsdgdnak négy alapesetébol cgyet.

Télel: Két hdromszig hasonld, ha kél-két oldaluk ardnya és az ezek dltal
bezart egy-egy szogik egyenld.

Bizony{tds: Legyen €yiCy = bz’hl és o e Az l\1 cent-
rumi m = Cp:Cy ( = b?’“l) Lnyezd )G centrdlis nvtijlis az A]HIII1
hdromszoget olyan ABBBCB hdromszogekre viszi, amelynek oldalai

CB=(C2:C]_)'CL=C2; t)}:(bz:bl)‘bl:bz; o, B o

.

Az ABB}C} hdromszdg egybevdgd az A282C2 hiromsztiggel, tehdt

van olyan egybevdgdsdg, amely az A38}C} haromszoget az AZBZCZ
haromszogbe viszi. A centrdlis nyljtds és egybevdgosdy osszetételeébhol dl-
16 hasonldsdgi leképezés az Alelcl hdromszoget az A282C2 hi-

romszogbe viszi, tehdt hasonldk.

Minden tovdbbi esetben megalkottuk a hasonldsdgi leképezéscket, ame-
lyeket a tanulodk kiilondsebb probléma nélkil magukévd tettek.

A transzformdcids szemlélet elOnye itt is [ényesen negmutatkozolt,

A hdromszogek hasonldsdgdnak felhaszndldsdval bizonyftottuk a derdkszogh
hiromszogekre a magassdg-; ¢és befogdtételt és Pythagnras tételét, majd
tsszehasonlitottuk a szdmtani és mértani kbzepet, 2 magassdq-; és befogo-
tétel lehetdséget adott irraciondlis szém bosszisdgi szakasz szerkeszité-
sére. ™

A hasonldsdgot felhaszndltuk a haromszog sulyvonalaira vonatkozd té—
tel bizonyitdsira, majd hasonlé SdLszbgek keriletének és teriiletének
ardnysdt is megvizsgdltuk.

A térszemlélet fejlesztése érdekében a térbeli egybevdgosdgi transz-
formdcick sorat bovitettilkk a térbeli forgdssal és pontra vonatkozd tiikro-
zéssel, majd értelmeztik a térbeli centrdlis nydjtdst. A tér minden olyan
onmagdra torténg leképezdsét, amely térbeli cgybevigdsigok ds Lérbeli
centrdlis nyujtdsok oOsszetételébol 411 eld, térbeli hasonlosdgi leképe-
zésnek neveztik.
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Ertelmeztik a térbeli alakzatok hasonldsdgat is (hasonldan a sikbeli-
hez) és vizsgdltuk a testek felszinének, térfogatanak ardnydtl, végiil be-
bizonyitottuk, hogy a gdila alaplapjdval pdrhuzamos sikmelszeteinek terii-
letei dgy ardnylanak egymdshoz, mint cstdcslol mérl tdvoisdyaik négyeze-
tei.

Bizorllyitottuk, hogy minden kocka, minden gtmb hasonld és minden olyan
téglatest hasonld, amelyek negfeleld élpdrjainak ardnya egyenld.

Vektorok felbontdsa

A tovabbiakban is arra torekedtiink, hogy az 4j ismervetek kizlését té-
telek formdjdban végezzik el és lehetOley bizonyftsunk. Ckkor mdr
jelentkezett is a bizony{tdsi igeny, igaz inkabb a jobb tanulok esetében.
Ez azonban a tovabbtanulni szdndékozdk szempontjdbol oridsi pozitfvum.

Bebizonyitotiuk, hogy ha az a és b vektorok nem kollinedrissk, akkor
bdrmely sz a és b vektorokkal nem komplandris v vektor egyértelmien &1-
lithatd eld az a és b vektor segitségével v = .a + ¢+ b alakboan, ahol
w85 {}valds szamok. Ezt dgy is kifejeztik, hogy v elddllithald az a és

b linedris kombindcidjaként. Beldtiuk azt is, hogy ha az a, b és c vek-

torokra az «a + ¢¢b + ypc = 0411 femm, shol «~ , ;¢ és , nem
mind nullsk, sikkor az a, b, c vektorok komplandrisak.
Igazoltuk még, hogy a tér bdrmely vekinra egyértelsden Atifithald 16

a nem komplandris a, b, ¢ vektorok linedris kominacidjakeéntl. Beszéltiink

az egymdstdl linedrisan figgl és figgetlen vektorokrol. A tér két 3 és b

vektordt linedrisan figgdnek nevezzik, ha .« 3 + ;1L = 0, linedrisan
figgetlen, ha «a + b = 0, Persze ebb6l az is kbvetkezik, hogy a

tér bdrmely két kollinedris vektora egymdstol linedrisan figgd, s két nem
kollinedris vektora egymdstdél 'iineériéan figgetlen.

A tér a, b, ¢ vektorhdrmasdt linedrisan fiiggonek nevezziik, ha
xa+ b+ 7c =0, linedrisan fiiggetlennek, ha ~a + b+ ;¢ = 0.
Ebbol kiovetkezik, hogy a tér bdrmely komplandris vektorhdrmasa egymdsidl
linedrisan fliggd, nem komplandris vektorhdarmasa linedrisan figgetlen, s
barmely vektornégyese egymdstdl linedrisan fiiyyd.



- 37 -

A vektorok koordindtdi

Mivel a komplandris vektorok egy sikbell reprezentdnsaikkal megarha-
tok, sikbeli vektoroknak neveztiik azokat.

A tovdbbiakban tekintettiik a sik két nem kollinedris e, es e,, a
tér harom nem komplandris e , o €s ¢ veklordt. ezeket alapvekto-
roknak (bdzisvektoroknak) neveztiik.

Ekkor a sik a, illetve a tér b vektora egyértelmien dl1{thats clo

a=x.o, vy, illetve b = Xeo b yen, ¢+ z.fé,n]nkhnn, ahol
X, Yy, Zz valos szamok,

Az elodllitasban szerepld x, y, z szdmokat a vektor koordindtdinak
neveztiik az alapvektorokra nézve.

A vektor végtelen sok elemd halmaz, tetszdleges pontbdl induld repre-
sentdnsdval megadhatad.

Ha a koordindtarendszer origdjat vdlaszijuk a veklorok kesdopont jé-
nak, helyvektorokrdl beszéliink. Megalkottuk a Descartes—féle koordinata-
rendszer {ogalmat, és felvettink alapvektoroknak a tenyclyek egységpont-
Jaiba mutatd helyvektorokat. Ezek utdn barmely pontba mutaté helyvektor
elddliithatd a  hdrom alapvektor (sikban két alapvektor) linedris
kombindcidjaként, s megdllapilottuk, vektor koordindtdi o helyvektor
végpont janak koordindtdival egyenlok.

Ezek alapjdn a vektor hossza mint egy téglatest (Léglalap) GL16)anok
hosszaként adodott. Ezek utdn a kvordindgtdkkal adoll velklovokkal végzett
miveletekre megfogalmazott tételek bizonyitdsa szinte 6ndlld munkdval
tortént. A bizony{tdsi igény a lanulok zdméndl ekkor mir felldwadt.

A két pont tavolsdgdra vonatiozd osszefiiggés, a szakasz adott ardny-

-ban  lortend .felosztdsa valamint két vektor eyydlldsdsdyga szikséges €s
elégséges feltételének megfcgalmazésb és bizonyftdsa semmilyen nehézseget
nem Jelentett.

A trigonometridbdl a szogfiiggvények értelmezését végeztlik el. Az
irdnyszoglh egységhelyvektor koordindtdit, illetve azok megleleld hanyado-
sait neveztik az ¢ s5z0g cosinusdnak, sinusdnak, tangensénck, illetve
cotangensének.

Mivel a helyvektor koordindtdi a végpont koordindtdval egyenlok,
el0szor az eldjeiek meghatdrozasdt végeztik el, majd mivel a vektor fel-



bontdsa egyértelmd, értelmeztiik a négy szogliggvényt, lgyelve arra, hogy
pontosan adjuk meg azok értelmezési tartomdnydt. Miutdn feliswerték a ta-
nuldk a periodicitdst, meghatdroztuk a 300, ASD, 60°-0s szogek
szogfiggvényértékeit, egy kozelfld grafikonl kész{lebliink mind a négy
fiiggvényhez.

Azonos léptékeket haszndlunk a négy figgvény grafikonjdnak készitésé-
re, egyiittes szemlélése segitett az alapvetd Osszefiiyygések riogzitésdében.
A negativ szogek, az cmtlBOo—nek, a 180°- « , illetve a 997~
szdgek szogfiiggvényeinek meghaldrozdsakor a pontok koordindldinak vdlto-
zdsat vizsgdltuk a tengelyekre, az origdra, illetve az y = x egyenesre

vonatkozd tikkrozések esetén.

Nagyon szemléletesen lehetett {gy megadni a fiiggvénycek paritdsdnak
fogalmat is. A szogfiiggvények egyéb tulajdonsdgainak vizsgdlata természe-
tesen iddben megtdrgyaldsra keriilt, itt inkdbb azt emeltiik ki, hogyan le-
hetett a transz{ormacidkat, illetve a vektorckat a szogfiiggvények fogal-
mdnak kialakitdsandl felhasznilni.

Ezen tananyag tdrgyaldsa megmutatta, hogy a transzformdcios szomléle-
ti geometria, a fogalmak definidldsa, az 411{tdsok tételszerd kimonddasa,
azok bizonyitdsdnak igénye -- legaldbbis az igény felkeltése -- kevesehb

energidt hasznalt el tanuldtdl, tandrtdl egyardnt ahhoz, hogy 36 sz{nvo-
nalon sajdtitsdk el a tanuldk a tananyagot.

Irodalom

Az érvényben 1évG dltaldnos iskolai tanterv.

Az érvényben 1évd kizépiskolai tanterv.
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A forgalomban 1évé kizépiskolai tankonyvek.
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Dr. Cservenydk Jdnos: A geometria kozépiskolai szintG feldolgozdsa
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