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Abstract. (On a ideals of a polinomial ring over a residue class ring) In this paper
we describe the system of generators of ideals of the ring Z,» [z], where Z,= is the residue

class modulo p™, p is a prime and n is a natural number.

Jeloljikk Zpn [z]-szel a Z,» — p" szerinti (p € Z prim, n € N) mara-
dékosztdly-gytrt — folotti polinomgyfiriit. Legyen / a Z,:[z] polinomgyiiri
tetsz6leges idedlja. A tovdbbiakban g(z) # 0 egy régzitett minimaélis foksza-
mi polinom azon [-beli polinomok koziil, melyek féegyiitthatéja oszthatd
p-vel, és h(z) # 0 egy r6gzitett minimalis fokszdmu polinom azon /-beli po-
linomok koziil, melyek féegyiitthatéja nem oszthaté p-vel. Jeldlje deg f(z)
az f(z) polinom fokat.

1. Lemma. Legyen I a Z,[z] polinomgyiirii tetszSleges idedlja és g(z),
h(z) a fent emlitett polinomok. Ekkor a g(z) polinom minden egyiitthato-
ja oszthaté p-vel, és foka nem nagyobb h(z) polinom fokanil, azaz a g(z)
fokszama minimadlis az [-beli polinomok kozott.

Bizonyitds. Legyen ¢g(z) = a,z™ 4+ apn_12" ' + -+ + a1z + ay. Ekkor
p osztja az a,-t, azaz az a, egyiitthaté a, = p - a], alakban ifrhaté fel, ahol
a!, nem oszthaté p-vel. Mivel g(z) az I idedl eleme, ezért pg(z) is az I idedl
eleme és

n—1

pg(z) = pza;x" + pa, 1z + -+ payx + pag.

A pg(z) polinom minden egyiitthatéja oszthatd p-vel, és mivel a Z,. gyiirii-
ben p? = 0, foka kisebb a g(z) fokdnal. Ez csak abban az esetben lehetséges,
ha pg(z) = 0. Tehat pa; = 0(z = 1,2,...,n), azaz a g(z) polinom minden
egyiitthat6ja oszthaté p-vel, és igy, g(z) = pg1(z) (91(z) € Zy2[z]) alakban
irhaté fel.

Ha h(z) = bpz* + bp_12¥71 + -+ + byz + by, akkor a feltétel szerint
bi nem oszthatd p-vel, és ezért a Z,. egyiitthatégytirii egységesoportjanak
eleme. fgy pbi # 0, és a ph(z) = pbra*+pbr_12*~1 4. ..+ pby x4+ pby polinom
foka megegyezik a h(z) polinom fokdval. A ph(z) polinom féegyiitthatdja
oszthaté p-vel, ezért foka nem lehet kisebb a g(z) polinom fokandl. Mivel
deg h(z) = degph(z), igy a h(z) polinom foka sem kisebb a g(z) polinom
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fokanal.
2. Lemma. Ha {(z) € Z,2[z] egy olyan polinom, melynek fSegyiitt-

hatdja nem oszthaté p-vel, akkor tetszéleges f(z) polinom (f(z) € Z,2[z])
felithat6 a kovetkezo alakban:

f(z) = t(z)s(z) + r(2),

ahol s(z),r(z) € Z,2[z] és degr(z) < degt(z)

Bizonyitas. Legyen

f(l') =apz" + an—lmn—1 + -t a1z + a
t(z) = bpz® + bp_12" 7 4 bz + bo.

Ha k > n akkor f(z) = t(z)0 + f(z) és ebben az esetben a lemma be van
bizonyitva. Tekintsiik a k£ < n esetet. Mivel p nem osztja a by egyiitthatét,
ezért anb; ' # 0, ahol b;l a by inverze. Igy az

ri(z) = f(z) — anb;a™ FH(z)

polinom foka kisebb f(z) fokdnal. Tehat f(z) = t(z)s;1(z)+r1(z) alaky, ahol
s1(z) = anb;'z""*. Ha degri(z) < degi(z), akkor a lemma bizonyitdst
nyert. Ha deg ri(z) > deg t(z), akkor megismételve az el6z6 eljarast az rq(z)
polinomra, a kovetkezd egyenlGséget kapjuk

ri(z) = t(z)s2(2) + 72(2),

ahol deg ry(z) < degri(z). Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig eljutunk
egy olyan r;(z) polinomig, melynek foka mar kisebb a ¢(z) polinom fokanl.
Igy
[(z) = Uz)s1(z) + tz)s2(z) + - - + t2)si(2) + i),
és ezért
f(z) = t(z)s(z) + r(2),

ahol s(z) = s1(z) + sa(z) + -+ + si(z), r(z) = ri(z) és degr(z) < degt(z).

3. Lemma. A Z,:[z] polinomgyiirii tetszéleges idedlja legfeljebb két
polinommal generalédik.

Bizonyitas. Legyen J a Z,z[z] polinomgytirii idedlja és f(z) az I ideal
tetszdleges eleme. Elégséges megmutatni, hogy az f(z) polinom felirhaté

f(z) = h(z)s(z) + g(z)q(z)
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alakban, ahol h(z) és g(z) az 1. Lemmaéban emlitett polinomok, s(z) és ¢(z)
pedig a Z,2[z] polinomgytiri megfelel6 polinomjai. Két eset lehetséges:

deg f(z) 2 deg h(z);
deg f(z) < degh(z).

Megjegyezziik, hogy az 1. Lemma miatt igaz a kovetkezd egyenlStlenség:
deg f(z) > deg g(z).

Tekintsiik az elso esetet. A 2. Lemma értelmében

(1) f(z) = h(z)s(z) + r(2),
ahol
(2) deg r(z) < deg h(z).

Kénnyen belathatd, hogy r(z) € I, és ezért a (2) egyenlétlenségbél és a h(z)
polinom tulajdonsdgibdl kovetekzik, hogy az r(z) féegyiitthatéja oszthatd
p-vel.

Ha deg 7(z) < deg g(z), akkor az 1. Lemma kovetkeztében r(z) = 0, és
igy f(z) = h(z)s(z)+ g(z)0 és ebben az esetben a Lemma allitdsa igazoldst
nyert. Tekintsitk most azt az esetet, amikor degr(z) > degg(z). Irjuk fel
r(z)-et két polinom &sszegeként

’(2) = 1(2) + 92(a)
gy, hogy az ¢1(2) az r(z) polinom azon tagjaibdl 4ll, melyek egyiitthatdi

nem oszthaték p-vel, a p,(z) pedig az 7(z) azon tagjait tartalmazza, melyek
egyiitthatdl oszthatdk p-vel, azaz

p2(z) = pyy(a)

alakd, ahol ¢5(z) egyik egyiitthatéja sem oszthatd p-vel. Mivel az r(z) po-
linom féegylitthatdja oszthatd p-vel,

(3) deg r(z) = deg ¢2(z) > deg w1 (z).
Figyelembe véve a (2) egyenlGtlenséget a
(4) deg 1 (z) < deg h(z)

egyenlStlenséghez jutunk.
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Az 1. Lemma szerint g(z) = pgi(z) alakba irhatd, ahol g,(z) egyik
egyiitthatéja sem oszthaté p-vel. A 2. Lemma szerint

e2(z) = g1(z)a(z) + r1(),
ahol
(5) deg 71 (z) < deg g1(z) = deg g(z).
Ekkor

r(z) = ¢1(z) + plgr(z)g(z) + ri(z)) =
= ¢1(z) + g(z)g(z) + pri(z).

Koénnyt beldtni, hogy a o;(z) + pri(z) polinom az [ idedl eleme. Mivel
deg prq(z) = deg r1(z) az (5) egyenlStlenségbdl és az 1. Lemmabdl a

deg(pr () + pri(z)) = deg 1 (z)

egyenl6séghez jutunk. Ez azt jelenti, hogy a ¢;(z) + pri(z) polinom f5-
egyiitthatéja nem oszthatd p-vel. Figyelembe véve a (4) egyenlétlenséget és
azt, hogy az [ idedlban azon polinomok fokszama, melyek féegyiitthatdja
nem oszthaté p-vel, nem lehet kisebb a h(z) polinom fokszdman4l, az utolsé
egyenl8ségbél a ¢y (z) + pri(z) = 0 kovetkezik. Igy r(z) = g(z)q(z) és az
(1) egyenldség szerint

f(@) = h(z)s(z) + gla)a().

Tekintsiik most a masodik esetet, azaz amikor
deg f(z) < degh(x).

Felirjuk az f(z) polinomot két polinom OGsszegeként
f(z) = fi(z) + fa(z),

ahol az fi(z) polinom az f(z) azon tagjaibdl all, melyek egyiitthatéi nem
oszthatSk p-vel, az f,(z) pedig f(z) polinom azon tagjait tartalmazza, me-
lyek egyiitthatéi oszthatdk p-vel. Mivel az f(z) polinom fokszdma kisebb a
h(z) fokszadmandl, ezért f(z) foegyiitthatéjanak oszthaté p-vel. Ezért

deg f(z) = deg f2(z) = deg pfyo(z) > deg f1(z),
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ahol fo(z) = pfy(z) és az f;(z) polinom egyik egyiitthatéja sem oszthaté
p-vel. A 2. Lemma miatt

f(z) = g'(z)q(z) + r(z)
alaki, ahol degri(z) < degg'(z) = deg g(z). Ebbél nyerjiik, hogy

f(z) = filz) + p(g'(z)g(z) + r1(2)) =
= fi(z) + g(z)q(z) + pr1(z)

Mint az el6z8 esetben, most is meggyézédhetiink réla, hogy prq(z)+ fi(z) =
= 0, ezért

f(z) = h(2)0 + g(z)q(z)
alakban irhaté fel. A Lemma be van bizonyitva.

1. Tétel. A Z,[z] polinomgyiirli barmely idedlja legfeljebb n elemmel
generalédik.

Bizonyitas. A bizonyitdst n-szerinti teljes indukcidval végezziik. A
Z,[z], a Z, test folotti polinomgyiirti féidedlgyiirti, n = 2 esetben pedig
a 3. Lemma szerint a Z,2[z] polinomgyfirti minden idedlja legfeljebb két
elemmel generaldédik. »

Tegyiik fel, hogy Z,«-1[z] minden idedlja legfeljebb n — 1 elemmel ge-
neralédik. Tekintsiik azt a

@ B [2] = Byn-sla]

homomorfizmust, amelynek magja ker ¢ = p" " Zyn[z]. Ha I a Z,» [z] gytirii
idedlja, akkor a (/) = I idedl az indukcids feltevés alapjan legfeljebb n—1,

gO(:L'), gl(l'), s ’gn—Z(x)7
polinommal generalédik, és ezekre a polinomokra teljesiil, hogy ¢;(z) egyiitt-
hatéi oszthaték p'-nel, de nem oszthaték p*+'-nel (s = 0,1,...,n—2) és fok-
szamuk minimdlis az ezzel a tulajdonsdgal biré / idedl polinomjai kéz5tt.
Ha f(z) € I, akkor ¢(f(z)) = f(z) € I és

f(z) = go(z) Yo(z) + 91(z) 1(z) + - + gn-2(2) Yn-2(z)

alakban irhaté fel, ahol ¢;(z) € Z,n-1[z] (i = 0,1,...,n — 2). Jeldlje gi(z)
és ¥;(z) (s = 0,1,...,n — 2) megfelelen az g;(z) és az ¥;(z) polinomok
valamelyik inverz képét. Ekkor

f(z) = go(2)do(2) + 91(2)1(2) + -+ + gn-2(2)n—2(2) + 1(2),
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ahol t(z) egy megfelel polinom a ¢ homomorfizmus magjébdl. Igy a t(z)
polinom minden egyiitthatéja oszthaté p"~!-nel, vagyis t(z) = p"~1t'(z)
alakban irhaté fel. Tehat

J(2) = go(&)to(z) + g1(&)¥r () + -+ + gna(@)Pna(z) + p" 7't/ (2).

Ez az egyenlGség azt jelenti, hogy a Z,[z] polinomgytirt tetszdleges idedlja
legfeljebb n elemmel generalédik.

Ha a t(z) polinomnak nagyobb a foka mint az [ idedl azon miniméa-
lis fokszami polinomjainak amelyek egyiitthatéi p™ !-nel oszthatdk, akkor
t(z) = p"~'t'(z) és a 2. Lemma szerint

e) = P t(z) = P gl (bt (2) = g (2)n 1 (2),
ahol g,_1(z) polinom egyiitthatéi oszthaték p"~!-nel, és igy,

f(@) = gole)o(z) + g1(z)¥r(2) + -+ + gn1(2)on 1 (2).
Tehat, a Z,- [z] gyliri tetszéleges [ idedljdnak generatorrendszere olyan
go(z), g1(z), ..., gn1(z)
polinomokbdl all, hogy barmelyik g;(z)-re igaz, hogy g¢;(z) egytitthatéi oszt-

haték p'-nel, de nem oszthaték p**!-nel, és fokszdmuk minimalis az ezzel a
tulajdonsaggal biré polinomok kozétt.
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