A taszito fixpontokrol

SZEPESSY BALINT

Abstract. (On the repelling fixpoints) If the iterative pointsequence zg,z1,z2,... has
the limit value ¢ then ¢, is sald to be a fixpoint of first order and the points zq,z1,z2,...
belong to the point c. A fixpoint c is called to be a repelling point if it has no belonging
point except ¢ and its inverse iterated points.

In this paper we prove that repelling fixpoints of first (or higher) order can make a

segment in a given closed interval.

1. Bevezetés

Legyen f(z) az [a,b] (a < b) zart intervallumon értelmezett olyan egyér-
tékili valds fiiggvény, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

1. f(z) az adott szakasz minden belsé pontjdban folytonos; a kezdd és
végpontban jobbrdl, illetve balrdl folytonos;

2. f(z) az [a, b] intervallumot 6nmagdra képezi le;

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, amelyben f(z) =
=konstans teljesiil.

Az f(z) fiiggvényt iterdciés alapfiiggvénynek nevezziik az adott inter-
vallumon. Az fo(z) = z, fi(z) = f(z), fi(z) = f(f(2)),..., fu(z) =
= [ (fn-1(2)), ... figgvényeket az f(z) figgvény 0-dik, elsé, misodik, ...,
n-edik (n-edrendi), ... iterdlt fiiggvényeinek (iterdltjainak) nevezziik.

Az fn(z) (n = 2,3...) fiiggvények is mind rendelkeznek az 1., 2., 3 tu-
lajdonsdgokkal. (Ezt a kozvetett fiiggvény folytonossigdra vonatkozé téte-
lekbdl teljes indukciéval kénnyen bizonyithatjuk.) Teljesiilnek az f, ., (z) =
= fo (fm(z)) = fm (fn(z)) azonossagok is. Ezért barmely zo(€ [a,b]) pont-
nak létezik az z,4; = f(z,) képlettel alkotott z¢,x1, z3,..., Tn,... itera-
ciés pontsorozata és minden n-re z, € [a,b]-nek. Az z,, pontot az z pont
n-edrenddl (n-edik) iterdltjanak vagy rakovetkezéjének mondjuk.

Ha f(c) = ¢, akkor a ¢ pontot az f(z) fiiggvény elsérendii fixpontjanak
nevezziik. Ha f,(c) #¢,n =1,2,3..., 7 — 1 esetén, de f.(c) = ¢, akkor ¢
az f(z) fiiggvény r-edrendi fixpontja. Ekkor a ¢1,¢2,...,¢,_1, ¢, pontok is
paronként kiilsnb6zd r-edrendii fixpontok [2].

Ha az zq pont iteracidés pontsorozatianak ¢ a hatdrértéke, akkor ¢ elsé-
rendi fixpont és azt mondjuk, hogy zo pont a ¢ ponthoz tartozik.
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A ¢ elsérendu fixpont vonzd, ha létezik olyan pozitiv ¢ valds szdm,
hogy barmely z € (¢ — €,c+¢) esetén z a ¢ ponthoz tartozik. A ¢ elsérendii
fixpont balrél-vonzd, ha nem vonzd, de 1étezik olyan pozitiv £ valds szdm,
hogy minden z € (¢ — ¢,c) esetén z a ¢ ponthoz tartozik. Hasonléképpen
értelmezziik a jobbrdl-vonzé elsérendii fixpontokat. Ezeket kozos néven félig-
vonzé fixpontoknak nevezziik.

Taszits egy elsérendd fixpont, ha sajat magan és megel6z6in (inverz-ite-
réltjain) kiviil nincs mds hozzatartozé pont. Az olyan elsérendi fixpontokat,
amelyek nem sorolhatdk az elbbi csoportok egyikébe sem, vegyes fixpon-
toknak nevezziik [3].

A magasabb rendii fixpontok értelmezésébdl kovetkezik, hogy az f(z)
fiiggvény r-edrenddi fixpontja az f,(z) fiiggvénynek az elsérendii fixpontja.
Igy f (z) fiiggvény r-edrendii fixpontja vonzd, félig vonzd, taszitsd vagy vegyes
aszerint, hogy az f(z) fliggvény c elsérendi fixpontja mely tipusba tartozik.
Ekkor a ¢i,¢s,...,¢, = ¢ paronként kiilonb6z6 r-edrendii fixpontok mind
azonos tipusiak.

2. A taszité fixpontokrdl

A [8] azt a kérdést vizsgélta, hogy milyen iterdcids alapfiiggvények ese-
tén vannak tetszéleges magasrendi fixpontok. Bebizonyitottuk a kovetkezd
allitast:

Legyen f(z) az [a,b] zért intervallumon értelmezett iterdciés alapfiigg-
vény, legyen tovabba [c, d] részszakasza az [a, b] szakasznak. Ha van a [c, d]
szakaszban két olyan diszjunkt részszakasz, amelyeket a fiiggvény az egész
[c, d] szakaszra képezi le, akkor az f(z) fiiggvénynek van tetszdleges magas-
rendii fixpontja.

A tétel feltételei mellett a [c,d] szakaszban vannak barmilyen (elsd,
miésod, ...) rendd fixpontok.

Ugyanilyen tulajdonsaggal rendelkez6 szakaszok lépnek fel [a,b]-ben a
[7]-ben bizonyitott tétel szerint is.

Felmeriilt a kérdés, hogy lehetnek-e — és milyen feltételek mellett —
csupa azonos rendszamu fixpontokbdl 4ll6 szakaszok.

Azt fogjuk vizsgdlni, hogy az elsé és magasabb rendi taszité fixpontok
alkothatnak-e szakaszt az [a,b] intervallumon.

ElSszér bebizonyitjuk a kévetkezo allitast.

Tétel. Haa[c,d] (¢ < d,¢c,d € [a, b]) szakaszt a benne monoton névekvd
iteraciés alapfiiggvény onmagira vagy ¢nmagaba képezi le, akkor a [c,d]
szakaszban csak elsérendii fixpontok vannak.

Bizonyitas. Tegyiik fel dllitdsunkkal ellentétben, hogy van a [c, d] sza-
kaszban n-edrendd fixpont (n > 2); legyen ez c¢. Ekkor ¢,¢q,¢s, €3,...¢p1
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pontok is paronként kiilénbézé n-edrendii fixpontok; ahol f(en,—1) = ¢, = ¢.

Feltehetd, hogy ¢ a legkisebb abszcisszaji fixpont ebben a sorozatban,
azaz ¢ < €1,Ca,... Cp—1 (€1,C2,...Ccn_1 fixpontok sorrendje nem feltétleniil
nagysag szerinti).

A ¢ < ¢, egyenlStlenséghdl f(z) monoton novekedése miatt f(c) <
< f(en-1) kovetkezik. De f(c) = ¢1 és f(en—1) = ¢, ezért ¢; < ¢ azzal
ellentétben, hogy ¢ a legkisebb abszcisszaju fixpont a sorozatban.

Nem lehet tehat n > 2.

A [¢, d] szakaszban mindig van legalabb egy elsérendii fixpont. Az egész
szakaszon ugyanis f(z) —z > 0(f(z) — 2 < 0) nem teljesiilhet, mert f(z)-
—z > 0(f(z) — = < 0) esetén f(z) nem képezi le a [c, d] szakaszt 6nmagira
vagy 6nmagaba.

A [c,d] szakaszban akar végtelen sok els6rendii fixpont is lehet. Ebben
az esetben ezek torldd&si pontjai is elsérendi fixpontok.

Ha ugyanis A;, Az,..., A,,... elsérendii fixpontok [c¢,d]-ben és torlé-
ddsi pontjuk A, akkor

A= lim A,, é f(A,)=A,, gy A= lim A, =

n— 00
= lim f(An )= f(lim A, )= f(A),
n—r00 n—00
ezért A is elsérendi fixpont. Az is eléfordulhat, hogy a [¢, d] szakasz csupa
elsérendii taszité fixpontbdl 4ll. Ilyenkor f(z) = z az egész [c, d] intervallu-
mon.
Tehat az [a,b] intervallumon az elsrendil taszité fixpontok szakaszt

alkothatnak.

Tétel. Ha valamely [c, d], (¢ < d,¢,d € [a,b]) szakaszt a benne monoton
csokkend iterdcids alapfiiggvény énmagdra vagy énmagaba képezi le, akkor
ebben a szakaszban csak els6 és masodrendil fixpontok vannak.

Bizonyitds. Mivel a [c,d] szakaszban monoton csékkend fiiggvényre
f(c) > f(z) > f(d) egyenlétlenségek teljesiilnek és igy f(z) — z és ¢ helyen
pozitiv a d helyen negativ értékii, s igy f(z) folytonossidga altal van egy
megolddsa az f(z) — ¢ = 0 egyenletnek a [c,d] szakaszban, ezért a tétel
bizonyitdsa visszavezethetd az el6bbi tétel bizonyitasara.

Monoton cstkkend fiiggvény monoton csékkend fiiggvénye (iteraltja)
ugyanis monoton névekvd, ezért f,(z) fiiggvény a [c, d] szakaszt 6nmagdra,
vagy onmagdba leképezé monoton névekvé fiiggvény. Erre mint alapfiigg-
vényre alkalmazva az el6bbi tételt adédik, hogy az fp(z) fiiggvénynek csak
elsérendii fixpontjai vannak a [c, d] szakaszban, s ezek az egyetlen elsérendii
fixpont kivételével mind mdsodrendii fixpontjai az f(z) fiiggvénynek.
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Példaul az f(z) = —(z — 1)° + 1 iterdciés alapfiiggvényre a [0, 2] sza-
kaszban a tétel feltételei teljesiilnek. Az z; = 0 és z, = 2 pontok mdésod-
rendii fixpontok, ennél magasabb rendi fixpontok ebben a szakaszban nem
lépnek fel.

Csupa masodrendii taszité fixpontbdl allé6 szakaszok is felléphetnek.
Példé.ul az f(z) = 1 — z alapfiiggvény esetén a [0,1] intervallumban. Itt
e= pont kivételével a szakasz minden pontja masodrendii taszité fixpont.

Az f(z) = L fiiggvény az [a, 1] (0 < a < 1) szakaszban szintén kielé-
giti a tétel feltetelext a szakasz minden pontja az e = 1 elsérendii fixpont
kivételével mzisodrendﬁ taszité fixpontok.

Altaldnosabban; ha az y = f (z) gérbe az y = z egyenesre vonatkozéan
tiikérképiveket tartalmaz, akkor ezek mindig masodrendii taszité fixpontbdl
allé szakaszok.

Kénnyen belathaté a kovetkezo:

Tétel. Az [a,b] intervallum tetszéleges n szdmi paronként diszjunkt
zért szakaszdhoz megadhatd (akdr végtelen sok) olyan iterdcids alapfiigg-
vény, amelyre az adott zart szakaszok pontjai mind n-edrendii taszitd fix-
pontok.

Bizonyitas. Legyen [a, b] szakasznak p; 01;02;. . ., 0n—1 paronként disz-
junkt zart részintervallumai. Az f(z) iterdciés alapfiiggvényt az [a, b] szaka-
szon értelmezziik gy, hogy a p;_; szakaszt a g;-re (1 = 1,2,...,n—1; 00 = 9)
bijektiv mddon képezze le, tovibba ha d a p zart szakasz egy tetszdleges
pontja, akkor d;_y € ;-1 (¢ = 1,2,..., n— 1;d; a d pont i-edik iteraltja)
és (dp—-1, f(dn-1) = d) az alapfiiggvény pontja (Az 2 = d,_; és az y = d
egyenesek metszéspontja a(d,_1, f(d,-1) = d) pont).

NyilvdnvalS, hogy végtelen sok ilyen iterdcids alapfiiggvény létezik, s
hogy ezekre az adott részintervallumok pontjai mind n-edrendi taszité fix-

pontok.

Példiul az [4,§] szakaszt az [%,%] szakaszra, az utébbit az [li,%]

2
szakaszra, ezt pedig [13 , 1] zért szakaszra bijektiv médon képezi le a [0, 1]

szakaszon értelmezett

10 1

— <z< -

23 B " (; - 41,

= — — < —_
f(z) 3(3x + 1)7, ha 411 <z 2
-1 + ha — <1
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iteracids alapfiiggvény. Tovabba erre az alapfiiggvényre barmely d € [}1— %]
esetén dj iteralt pontban a fiiggvényérték d. Ezért az [%,% [ ,9] [% %
az

és a [ig, ] szakaszok pontjai mind negyedrendii taszité fixpontok (lasd
abrat).

Tehat az elsé és a magasabb rendii taszité fixpontok zart intervallumo-
kat alkothatnak az [a, b] szakaszon.

Végiil tekintsiik az f(z) = —4(z - -) + 1 iterdciés alapfiiggvényt a
[0,1] intervallumon. Az z; = 0 és az z, = pontok elsérendii taszitd fix-
pontok. Itt megszdmlalhaté sok magasabb rendl’i taszité fixpont van a [0, 1]
szakaszon, (2 méasod, 6 harmad, 8 nagyedrendd, . ..). Tehat a fixpontok (az
n-edrendii fixpontok) halmaza nem alkot szakaszt.

Az fn(z) — z = 0 egyenletnek az f,(z) iterdlt fiiggvény két egymadsra
kovetkezd 0-helye altal hatarolt zart szakaszban két-két gyoke van, ezért a
gyokok, vagyis a magasabb rendi taszité fixpontok mindeniitt siirlin helyez-
kednek el; ezért a [0,1] szakasz minden pontja taszi{té fixpontok torlédasi
pontja.

S
W
I~y

o



60 Szepessy Badlint
Irodalom
[1] A. RALSTON, A first course in numerical analysis. Mc Graw-Hill, Inc.,

New York, 1969.

[2] B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen I., Publ. Math. Deb-
recen, 7 (1960), 16-47.

[3) B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen II., Publ. Math.
Debrecen, 13 (1966), 16-47.

[4] B. BARNA, Berichtigung zur Arbeit, Uber die Iterationen reeller Funk-
tionen II., Publ. Math. Debrecen, 20 (1973), 281-282.

[5] B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen III., Publ. Math.
Debrecen, 22 (1979), 267-278.

[6] L. BERG (Rostock), Uber irregulire Iteratione folgen, Publ. Math.,
Debrecen, 17 (1971), 112-115.

[7] TIEN—YIEN LI and L. JAMES A. YORKE, Period three implies
chaos. Amer. Math. Monthly (10) 82 (1975), 985-992.

[8] SZEPESSY BALINT: A magasabb rendii fixpontokrél. Acta Academiae
Paedagogicae Agriensis, Sectio mathematicae XII. (1994), 9-15.



	JONES, J. P. and Kiss, P., Some identities and congruences for a special family of second order recurrences������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	LlPTAI, K., An approximation problem concerning linear recurrences�������������������������������������������������������������������������
	KlSS, P. and ZAY, B., A note on the prime divisors of Lucas numbers��������������������������������������������������������������������������
	MÁTYÁS F., Two problems related to the Bernoulli numbers���������������������������������������������������������������
	CHUNG, P. v., Multiplicative functions satisfying the equation f(m2+n2) = (f(m))2 + (f(n))2��������������������������������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A. and GRYTCZUK, J., A primality test for Fermat numbers�������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A. and VOROBEV, N. T., On some applications of 2 X 2 integral matrices���������������������������������������������������������������������������������������
	M. MLGNOTTE és PETHŐ A.: AZ an + bn = z3 diofantoszi egyenletről�����������������������������������������������������������������������
	SZEPESSY B.: A taszító fixpontokról������������������������������������������
	FREJMAN, D., Note on Abel's result about roots of polynomials��������������������������������������������������������������������
	KlRALY, B., The Lie augmentation terminals of group����������������������������������������������������������
	VERES ZS .: Polinomgyűrűk 71 Kiss P. és MÁTYÁS F.: A geometriai szerkeszthetőségről������������������������������������������������������������������������������������������
	OROSZ GY.-né: Az általánosítás mint a problémamegoldás része�������������������������������������������������������������������
	SZILÁK A.-né: A geometriai térszemlélet fejlesztése tárgyi modellek alkalmazásával�����������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������


