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ABSTRACT: (One of the possible establishments of the academic
geometrical subject. Part I.) In our college students
study geometry according to the book written by Pelle
Béla titled "The Geometry”. In this setting up we
iniéiaée the coincidental transformation with the help
of the reflectial axioms.

In this article we begin to initiate an axiomscheme wich
differs from the setting up of the book but also based
on symmetry. After the disscussion of certain subjects
the book 1is also avialable to practise the given
subject.

The establishment prepared bv employment and
modicfication of G. Choquet’s axiomscheme better relies
on the theory of sets and the algebrical knowledge of

the students.

FSiskolankon a hallgatdk dr. Felle Béla: Geometria cimi
tankényve alapjan tanul jak a geometriat. Ebben a
felépitésében az egybevigdsdgi transzformdcidkat tiikrozési
axidmik segitségével vezet jik be.

Az 1989-90 -es tanévben egy hallgatdéi csoportndl az

eredetit8l eltérs, de ugyancsak a szimmetriiat f&lhaszndlo
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axidmarendszer alapjan kezdtiik el a geometria anyag
félépitését.

Ez a rendszer viszonylag kevés axiémat tartalmaz, s az
egyszeriiség kedvéért ezek nem mind fiiggetlenek. CAz I. 1II.
levezethetd a t6bbibdl, s a VI. egzisztencia része
bizonyithatd).

A felépités soran az eddigieknél jobban tdamaszkodunk a
hallgatdk halmazelméleti, algebrai ismereteire. A rendszerben

szerepld axidmdk a kévetkezdk:
ILLESZKEDESI AXIOMAK:

I. A tér, a sik, az egyenes végtelen ponthalmaz.

II. A tér tartalmaz legaldbb két kiilénb6ézd sikot, és minden
sik tartalmaz legalabb két kiilénbézd egyenest.

III. Az E tér barmely két kiildénbdzd pont jira egy és csak egy
egyenes illeszkedik.

IV. Ha egy egyenes két kiilé6nbdz8 pontja illeszkedik a sikra,
akkor az egyenes minden pontja illeszkedik a sikra.

V. Az E tér tetszdleges, de nem kollineadris ponthdrmasara
egcy és csak egy sik illeszkedik.

VI. Tetszdleges a sikot, ra illeszkedd a egyenest és
tetsz8leges P € a, de P & a pontot tekintve, a P pontra
az a siknak egy és csak egy olyan egyenese illeszkedik,

amely az a egyenessel parhuzamos.

RENDEZEST AXIGMAK:

VII. Minden egyenesen létezik két, egymassal ellentétes
rendezés.
VIII. Minden a,b parhuzamos egyenespir és tetszdleges, a-ra

illeszkedd A,A’ és b-re illeszkedd B,B’ pontnégyes
esetén, minden olyan, az a,b egyenesparral parhuzamos
egyenes, mely metszi az A,B szakaszt, metszi az A’,B’

szakaszt is.




IX. Tetszdleges. a sik esetén létezik az E N\ a. halmaznak
két. olyan E,, E, végtelen részhalmazra torténd
felbontdsa dgy, hogy tetszdleges két térbeli pont akkor
és csak akkor tartozik a két kiilénbézéd részhalmazhoz,
ha az altaluk meghatarozott szakasz metszi az a —-t, s

ez a metszéspont a szakasznak belsd pont ja.
A MERES AXIOGHAJA:

X. Az E térhez hozzdrendel jiik a tér pontpdarjai halmazanak a
nemnegativ valds szamok halmazara térténd d leképezését,
melyet tavolsagfiiggvénynek neveziink, s melyre
tel jesiilnek a kivetkezdk:

1. d(P,Q> = d(Q,P) minden P,Q € E -re.

2. Tetszlleges iranyitott e egyenes, rd illeszkedd P
pont és tetsz8leges c20 valds szadm esetén az e
egyenesen egyetlen olyan Q pont létezik, amelyre Ps35Q
(P megeldzi Q—-t) és d(PFP,Q)=c.

3. Ha P az A,B szakasznak pont ja, akkor
dCA,P>+dCP,B) = dCA,BD.

4. Legyen A,P,B tetszdleges, nem kollinedris pontharmas,
ezekre a pontokra tel jesiil:
dCA,B) < dCA,P> + d(F,B).

(Szigord hiromszégegyenldtlenség)
A SZIMHMETRIA AXIOGHAJA:

XI. Tetszdleges - p sik esetén egy ¢és csak egy olyan
egybevigdsig létezik, amely a 'e altal meghatdrozott
zart. féltereket egymdasnak felelteti meg, 5 melynél

tel jesill, hogy a » sik pontjai fixpontok.

Ez az axidmarendszer 3. Choquet axidmarendszerének
felhasznilasaval, modositasaval készilt, de a

megfogalmazasokndl, jeldléseknél figyelembe vettitk a tankdnyv
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jelélésrendszerét, hogy bizonyos témakérok utan ismét

hasznalni lehessen.

A két megalapozds kézti lényeges eltérések a kivetkezdk:

1. A legjelent.dsebb az, hogy a parhuzamossiagi axidmat Ca VI.

axidma - egzisztencia résszel kiegészitve) joval korabban
bevezet jiik, mint ahogy a tankdnyvben taldlhatd. Igy
bizonyos dllitasok igazolasa egyszeriisodik, viszont

lemondunk annak bemutatasiardl, hogy ezen axiéma haszndlata
nélkiil a geometria mely fejezetei épithetdk fél.

2. A rendezés lényegesen eltér az eredeti felépitésétdl, a
rendezett halmaz fogalmdn alapszik.

3. A mérés axidmdjinak bevezetése utan definial juk az
egybevidgdsigi leképezést, (eredeli és képpontok tavolsiga
egyenld) s vizsgdl juk, igazol juk néhdny tulajdonsagat. A
XI. axidma alapjan a sikszimmetria értelmezhetd, s mivel
egybevigésig, tulajdonsdgainak egy része mar ebbdl
kdvetkezik. A tavolsagtartist és a X. axidmAt félhaszndlva
a tankdnyvben szerepld tiikrézési axidmaknak megfeleld
allitisok levezethetdk, ill. van ami fﬁlﬁslegeésé valik
(XII. axidmad.

4. A tengelyes tikrdzés bevezetése utan a sikbeli
egybeviagdsagi transzformiacidkat (a tankényvben mozgasckat)
tengelyes szimmetriidk szorzataként értelmezziik. .

A centrilis tiikrozést, eltolast, forgast két tenzelyes

tikrozés szorzataként definial juk, s bizonyit juk, hogy

barmely sikbeli egybevagdsag legfel jebb harom tengelyes

szimmetria szorzataként elddllithatd. Ezen leképezések
jellemzése utin kapesolddunk a tankdnyv anyagahoz.
(Sokszdgek, Hiaromszég, egyenld szard haromszdg, ... Specidlis

négyszitgek sth.) Eltérés a térgeometria tiargyalasanal lesz, a

tér egybevagdsdgi transzformicidinak kiépitésénél.
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Ebben a dolgozatban a felépités elsd hidrom fejezete
szerepel, A tovdbbi fe jezeteket ég a tapasztalatok

bsszegzését a misodik i11l. a harmadik részben mutat juk be.
1. Térelemek, illeszkedési axidmidk

Legyen E nem {ires halmaz, amelyet ¢érnek neveziink. Az E
elemeit pontoknak, az E részhalmazainak egy rendszerét
egyeneseknek, az E részhalmazainak egy mdsik rendszerét
si{koknak tekint jiik.

A térelemeket vagy alapelemeket nem »értelmezzuk,
tulajdonsigaik a rdjuk kimondott axiomdkban lesznek, {11.
azokbdl kdvetkeznek.

A pontokat nagy~, az egyeneseket kisbetiivel, a sikokat
girdg betdvel Jjeldl jik. A tLérelemek jelei kbzdLt az = jel
C(pl. a=b) a megfeleld két halmaz egyenldségét jelentd.

1.1 ERTELMEZES: A tér pontjainak, egyeneseinek, sikjainak
valamilyen meghatdrozott 6sszességét geometriai alakzatnak
nevezzik.

A térelemek kézbtt killénbbz8 reldciok vannak, ezek egylke
az illeszkedési reidctd. erre vonatkozik az elsd
axiomacsoport. (A tovdbbiakban a halmazelméleti jeldléseket

haszniljuk P € a, e € 3 gth.)

I. Axifma:A tér, a sik, az egyenes végtelen ponthaimaz.

minden sik tartalmaz legaldbb két kiilénbdz8 egyenst.

Ezen axiémidk (pl. létezik két egyenes egy sikban) és a
halmazelméleti ismeretek felhaszndlasdval megfogal&azhaték a
kévetkez8 értelmezések. Azt, hogy egy pont {illeszkedik egy

egyenesre vagy sikra, ugy értjik, hogy a pont eleme a
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Lek%nte&t halmaznak; egyenes i%leszkedése sikra pedig azt
jelenti, hogy e < 3. -

1

1.2 ERTELMEZES: A tér két, a,b egyenese pdrhuzamos (jele:

a ll b, ha a és b egy sikra illeszkednek és a n b = 0,

1.3 ERTELMEZES: A tér két, a,b egyenese egydlldsi, ha vagy

a=b, vagy a Il b.

4 R k| LAY Y S S S
1.4 ERTELMEZES' Az a es b egyenesek melsaok ha amb és anbed,
Gl e

C(Itt még nem Lu?Juk, hogy a kozos pontok szama mennyl)
T 2 v

wif-fc-.-.v TeA ey W

1.5 ERTELMEZES: Az E’< E pontjai kollinedrisak,! ha 1létezik

olyan egyenes; amely tartalmazza E’-t. !

LR
1.6 ERTELMEZES: Az E’<c E pontjai komplandrisak, ha létezik

olyan_sik, amely tartalmazza E’-t. B
: - T : +
1.7 ERTELMEZES: Az a egyenes és a sik metszék, ha a & a és
anam@..it e
III. Axigwa: Az E tér barmely kétbkﬁlénbézﬁ ponbjéré‘.ggy
és csak egy egyenes illeszkedik. ‘ s

IV. Axigma: Ha egy egyenes két » kiilé6nbbzd pont ja
illeszkedik a sikra, akkor az egyenes minden pontja
illeszkedik a sikra. :

V. Axidma: Az E tér tetszdleges, de nem kollinearis
ponthiarmasdra egy és csak egy sik illeszkedik.

VI. Axidma: Tetszdleges « sikot, ra illeszkedd a egyenest
és tetszdleges P € a, de P € a pontot tekintve, a P pontra
az a siknak egy és c¢sak egy olyan egyenese illeszkedik,
amely az a egyenessel parhuzamos.

(Késébb a létezés bizonyithatd.)
A tovabbiakban az A,B (A®B) pontokra illeszked3 egyenest

K, B szimbdlummal jeldl jik.
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1.1 KOVETKEZMENY: Két metsz8 egyenesnek pontosan egy kozés

pont ja van.
Ha kettd lenne, a III ax. miatt a=b tel jesiilne, de az

értelmezés alapjin amb. A kézds pont a metszéspont.

1.2 KOVETKEZMENY: Ha egy egyenes és sik metsz8, akkor

pontosan egy kézds pont juk van.
Ha kettd lenne, a IV. ax. miatt az egyenes illeszkedne a

sikra. amna=M - M a metszéspont.

1.1 TETEL: Ha e és f két metsz6, vagy parhuzamos egyenes,
akkor pontosan egy olyan sik létezik, amely e-t és f-t

tartalmazza.

BIZONYfTAS: Legyen e n f = M,
Az I. ax. miatt létezik A<e és B<f, de AmM és B=M. Az
V. ax. szerint egyetlen a sik 1létezik, melyre A,M,B
illeszkedik, s a IV. ax. alapjdn e és f illeszkedik a -ra.
Tegyiik fel, hogy 1létezik olyan o> = o , mely szintén
tartalmazza e és f —-t.

e < o, igy A€o’ és M e

f ¢ o, igy B € «’.
Ezek alapjdn {A,B,M) ¢ o> , ami az V. ax. szerint azt
Jelenti, hogy a = oa’.

Ha e I £, akkor a létezés az 1.2 értelmezésébdl adddik,

az egyértelmiiség az el6z6hdz hasonldan beldathatd.

1.2 TETEL: Egy egyenes és ra nem illeszked6 pont esetén
pontosan egy olyan sik létezik, amely az egyenest és a pontot
tartalmazza.

Bizonyitidsa hasonléd a két metszd egyenesre vonatkozd

4l11itas (1.1 tétel)d bizonyitiasahoz.

1.3 KOVETKEZHENY: Legyen a a tér tetszdleges egyenese, P

pedig egy ria nem illeszkedd pont.. Egy ©és csak egy olyan

egyenes létezik, amely P-re illeszkedik és a-val parhuzamos.



Az 1.2 tétel alapjan P és a egyetlen sikot hataroznak meg,

abban pedig igaz a VI. axidma.

1.3 TETEL: Minden siknak végtelen sok egyenese, a térnek

végtelen sok sikja van.

BIZONYfTAS: 1. A II. ax. alapjian egy tetszdleges a siknak van
két kiilénbsz8 egyenese, a és b. Az I. ax. szerint felvehetd
a-n egy A pont, s ez a b egyenes végtelen sok pontjaval
végtelen sok a —-beli (IV. ax.) egyenest hatiaroz meg.

Igy a sik egy pontjara végtelen sok sikbeli egyenes
illeszkedik.

2. A térnek van két kiilénbdzd sikja B, » (II. ax.) és
felvehetd A € 3 (I. ax.). A tétel elsd része alapjadn a p
-nak végtelen sok egyenese van, az 1.2 tétel miatt az A-val
egyiitt mindegyik meghatdroz egy sikot, igy a tér A pont jara

végtelen sok sik illeszkedik.

1.4 TETEL: Barmely sik egyeneseinek a halmazan az egyenesek

egyallasisiga ekvivalenciareldcid.

BIZONYITAS: Az 1.3 értelmezés alap jan ez a relicid reflexiv
- a=a; szimmetrikus — ha a ' b — b Il a , vagy
ha a = b, akkor b = a.
Igazolni kell, hogy ez a reldcid tranzitiv.
Legyen a l'b vagy a =bés b 0l ¢ vagy b = c. Ekkor, ha
az a,b,c egyenesek k&zil mindhdrom, vagy barmely kettd
egyenld, az allitdas nyilvanvald. Ha az egyenesek paronként
kiilénbtz8ek, akkor a N c = @, Ha ugyanis a és ¢ metszenék
egymidst, akkor az a Nnec = A ponton keresztiil b-vel két

pirhuzamos egyenes létezne, ami ellentmond a VI. ax.-nak.

1.4 KOVETKEZMENY: Két parhuzamos egyenes egyikét metszd

egyenes metszi a misikat is.
Ha létezik a N c = A, akkor 1létezik b n ¢ = B |is,

ellenkezd esetben az A ponton it b-vel parhuzamos lenne az a



(feltétel volt), és a b is.

1.8 ERTELMEZES: A sik egyeneseinek halmazidn az egyallisisig
relacidja altal létrehozott ekvivalenciaosztalyokat
irdnyoknak nevezziik. Az e egyenest. tartalmazd
ekvivalenciaosztdlyt az e egyenes irdnydnak mond juk.

Jele: ')
<

2. Geometriai leképezések és transzformacidk

Ebben a fejezetben a tovabblépéshez sziikkséges fogalmak

szerepelnek.

2.1 ERTELMEZESEK:

1. Egy A ponthalmaznak egy B ponthalmazba térténé F
lekrépezésén olyan eldirast értiink, amely az A minden P
pont jdhoz hozzarendeli a B halmaz valamelyik P’ pontjit.
P-t eredeti pontnak, P’—-t képpontnak nevezzitk. A P
kezddponti, P’ végpontu nyilat leképezési nyilnak
nevezzik.

A leképezés jeldlése: P’=F(P), PIF1P’

2. Az A halmazt az F leképezés értelmezési tartomdnydnak
mond juk. Az A halmaz F-képe - képhalmaz; ez a B-nek
részhalmaza. Ha a képhalmaz egybeesik B-vel, akkor A-t
B~re Répeztiik le.

Ha a képhalmaz az A részhalmaza, akkor A-t &nmagdba,

ha A egybeesik a képhalmazzal, akkor ©&nmagdra képeztik
le.
3. Ha egy. A halmaz &nmagaba vagy dnmagara vald

leképezésénél egy pont egybeesik a képével; akkor azt a

pontot fixpontnak nevezzik.
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Ha az A halmaz e egyenese pontjainak képei az e
egyenesre 1lleszkednek, akkor az e—-t invaridns egyenesnek
nevezziik. Ha az invariins egyenes minden pontja fixpont,
az egyenes pontonként fixegyenes.

Ha egy leképezés az a sik pontjait az a sikra képezi
le, a =t invaridns siknak nevezziik. Ez is lehet

pontonként fix.

2.1 TETEL: Két metszd invaridns egyenes kozds pontja fixpont.
BIZONY{ITAS: Legyen az F leképezésnél a ¢és b invaridns és
anb =M.

F(MI=M"> M € a, igy M’ € a
M = M’ mert két kiildnbdzd
Meb, igy M’ € b

egyenesnek csak egy kdzds pont ja lehet.

2.2 TETEL: Invaridns sik és azt metszd invarians egyenes

kozds pont ja fixpont.

BIZONYITAS: Legyen F(ad=a és FCad=a és ana=M
Mea, igy M’ €«
Mea, igy M*’ € a , M =M,

ellenkez esetben a illeszkedne az a -ra.

2.2 ERTELMEZESEK:

1. Ha az F leképezés az A-beli kollinearis ill.
komplanaris ponthalmazokhoz B-nek egy-egy kollinearis
ill. komplanaris ponthalmazat rendeli, akkor az F
leképezést egyenestartonak, ill. siktartdnak nevezziik.

2. Az A ponthalmaznak a B ponthalmazra vald egyértelmi
leképezésén olyan leﬁépezést értiink, amely az A minden
pont jdhoz B-nek egy pont jat rendeli, és B minden egyes
pont ja valamelyik A-beli pontnak a képe. (szir jektiv
leképezés)

3. Az A ponthalmaznak a B ponthalmazra valé kélcsdndsen

egvértelmi leképezésén olyan egyértelmi T leképezést
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értink, amelynél killdnb5z8 A-beli ponloknak ' kiilénbdzd
B-beli pontok felelnek meg. Azaz ha P = Q, akkor

TCPI®T(Q). A kdlcsonbsen egyértelmd leképezést masképpen

transzformdcidnak nevezziik. (Bi jektiv leképezés;
algebraban a transzformdcid mast jelent — A &nmagdba vald
leképezése; A Onmagara vald 1:61cs6nbsen egyértelmi

leképezését permutdcidnak nevezik).
4. A transzformicidnal B minden egyes pont janak egyetlen

eredeti pontja van, igy ha a képpontokhoz az eredeti

pontokat rendel jilc, al:kor B-nek A-ra vald
transzformicid jat definidlluk, és ezt a T inverz
trangzfermdceid janalk. nevezsitz, j2le: 171,

5. Legyen A,D,C hidrom ponlhalmaz. Az r, leképezés vigyve

A-L B-be, Fz pedig 22—t a C-be. Legyen PeA, s ennek képe
legyen: F (P)>=P-, FZCP’)=P". Az F , F, egymas utdani
alkalmazdsdaval P a P’’—be keriilt. A leképezések egymas
utdni alkalmazdsit a lehkdpezéselh szorzdsdnak nevezziilk.
Jelslése: P’r=F, (F (P>> vagy FP’’=F_F (P>, {ll.

PLF IP7(F 1P~ = FPLF F_1P~:
Az F_F leképezést az F, és r, leképezések szorzatanak
mond juk. Chaszndl juk az F_of Jjeldlést is).
6. Két lekrépezést egyenldnek mondunk, ha az értelmezési
tartomanyuk megegyezik, és annak minden egyes pontjahoz a
képhalmazban ugyanazokal a pontokat rendelik. Jeldlése:
F1=F2.
7. Az olyan leképezést, amely az értelmezési tartomany

minden pont jit fixen hagy ja, ideniikus leképezésnek vagy

azonossdgnak. nevezziik. Jele: I.

KOVETKEZMENY:- Birmely transzformdcidt az ineverzével

megszoronva identikus leképezést kapunlk.

MEGIEGYZES: 1. A leképezések szorsdsa asszociativ, azaz

Fao(FZOFI) = (FHDFEBOFl.
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2. T 'l = YToT™! = 17! és Tol=loT =T
3. Nem kommutativ, F_oF, dltaldban nem egyenld
Flon—vel.
2.3 TETEL: Ha egy T transzformicid négyzete azonossig, akkor

a transzformacid egyenld az inverzével.

BIZONY{TAS: CToT=T2=I> — CT=T" >

T ! {ToT=1 ~ balrdél szorozva

T 'oCToT>=T ‘ol -~ a meg jegyzések alap jdn
(T 'oTroT=T"* - 2.1 kovetkezmény alapjin
IoT = 11

T=r1"

2.3 ERTELMEZES: Azt a leképezést, amelyik megegyezik az
inverzével, involutdrihus leképezésnek nevezziik.

2.2 KOVETEEZHNENY: Az A ponthalmaz Snmagdra térténd

transztformiacidinak ésszessége csoportot alkot.

Ervényeselk a csoporttulajdonsagok:

1. la T és Tj Iét telszdileges Lranszformacid, akkor a
szorzatuk is az Usszességhez tartozik.

2. A szorzis mivelele asszoclativ, azaz
TkDCTjDTi) = ('I'kc»’l'j)c'r.l

3. A transztormicidk oOsszessége a transzformicidk
inverzeit is tartalmazza.

4. Az Osszességnek az  identikus transzformdcidé is
eleme. Cegységelem). A csoporttula jdonsagok
figyelembevétele az algebra eszkdzeinek
felhaszndlisat teszi lehetdvé.

A tovabbiakban bevezetiink egy leképezést, ahélynek

tulajdonsigait a késSbbiek sorin jol tudjuk alkalmazni.

2.4 TETEL: Legyen a tetszbleges o sikbeli egyenes, és &, «
~beli, a-tdl kiilénbdzd irdny. Minden egyes P € a ponthoz

létezik olyan & irdnyd egyenes, amely metszi a-t wvalamilyen
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»CP)> pontban.

BIZONYITAS: 1. P 2 a - a VI. ax. miatt igaz az allitas.
2. P#&a -~ VI. ax. - létezik e egyenes, és
létezik a M e = p(P) pont is; ellenkezd esetben alle, de

feltétel volt, hogy & ™ &a.

2.4 ERTELMEZES: Az a halmaznak az a halmazra vald, a 2.4
tételben leirt p leképezését, az o -—-nak a-ra térténd &
irdannyal pdrhuzamos vetitésének Crdviden & irdnyad

vetitésnek) nevezziik.

2.3 KOVETKEZMENY:  Tula jdonsdgok:
1. plad=a, azaz siknal egyenesre Lorténd leképezése
.nem kdlesdndsen egvértelmii leképezés.
2. plad=a - A leképezés (ixpontjai, azaz amelyelkre
PpCX2=X, az a egyenes pontjai és csak azok.
A parhuzamos vetitésnél az értelmezesi tartomany lehet az
a sik valamely részhalmaza is, & 1igy beszélhetiink példiul

egyenesnek egyenesre térténd parhuzamos vetitésérdsl.

2.5 TETEL: Legyen a,b két telszdleges, « -beli egyenes és
Sco ezen egyenesek iranyatdl kiilénbozd irany. Az a egyenesnek
a b egyenesre térténd & irdnyd vetitése az a-nak -~ b-re

torténd kdlcsdndsen egyértelmli leképezése.

BIZONY{TAS: Legyen ¢ a feltételeknek eleget tevd parhuzamos.
vetités. pCad=b Leljesﬁl, mivel a b minden Y pont jan atmend &
iranyd egyenes metszi a-t valamilyen X pontban, és p(X)=Y.
la X és X’ az a egyenes két kiilénbdzd pontja, akkor az
ezekre illeszked8 & iranyu egyenesek is kiilénbtz8ek, és a b
egyenest a kiilHénbdzd (X)), ©C(X’) pontokban metszik.
Mindezekbdl az is nyllvdnvald, hogy b-nek a-ra Ldrténd &

irdnyt vetitése kdlecstndsen egyértelmd.

piy

A sikot kilesdndsen egyérloelmien képezzik le, ha két

met.szd egyenesre velit jik, a kivelkez8képpen:



- 104 -

2.5 ERTELMEZES: Legyen e,, e, az a sik két metszd egyenese.

Jeldl jik p,-el a-nak e, -re tsrténd, e, -vel pdrhuzamos

vetitését; pz—vel a—-nak e, —re torténd, e, -vel parhuzamos
vetitését, Az e, és e, egyeneseket ezen leképezéseknél
tengel yveknek nevezziik. Tetszlleges P € « pont esetén a

o, P és r,C(P) pontokat a P pontnak az e, és e, tengelyek
rendszerére vonatkozd meghatdrozdinak (osszetevdinek)

nevezziik. Az ene,=20a rendszer kezddpont ja.

2.4 YOVETKEZMENY: Az a sik minden (P‘,Pz) pontpar jadhoz, hol

P‘Ee‘ és erez, az a siknak egyetlen oclyan P pontja tartozik,

amelyre tel jesil, hogy P1=p1(P) és P2=p2(P); ez a pont a P‘

~-re illeszkedd és e, —vel pirhuzamos, valamint a P,-n atmend
(3 e, —el parhuzamos egyenesek metszéspontja. A

P Cp P, p,(F)) leképezés tehdt az o halmaz bi jektiv
leképezése az e, X e, szorzathalmazra. (la az egyenesek

szamossagat A -val jeldljik, a sik szamossaga A%,

3. Rendezési axidmak

YII, axjidwa: Minden egyenesen létezik két, egymassal

ellentétes rendezés.

MEGJEGYZES: Ebben az axidmaban szerepel a ‘“rendezés™, amely

halmazelméleti fogalom. (Dr. Szendrei Janos: Algebra és

szamelmélet fdiskolai tankdnyv definicidjidt és Jeldlését

hasznal juk.) v
Szemléletesen: ha az egyenes ponljait “"beful juk” az egyik

iranyban, meghatdrozunk rajta egy rendezést.

A bevezetett axidma segitségével a kévetkezs 1lényeges

fogalmak definidalhatdk:
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3.1 ERTELMEZESEK:
1. Azokat az egyeneseket; amelyeken a két rendezés

valamelyike adott, irdnyitott egyeneseknek nevezziik.

2. Két, kiilonbdz8 A,B pont esetén az XK,B  irdnyitott
egyenes kifejezés azt az A,B egyenest jelenti, melynek az
iradnyitiasa olyan, hogy A<B.

3. Legyen e tetszdleges irdnyitott egyenes és P
tetszdleges P € e pont. Az (X;A<X} és az 4{X;A>X) halmazokat
az e irdanyitott egyenes A kezddpontu nyilt félegyeﬁeseinek,
az {X,ASX)} és {X;A2X) halmazokat A kezdéponti zdrt
félegyeneseinek nevezziik.

Az X, B félegyenes a tovabbiakban az AP iranyitott egyenes
azon A kezdﬁpontﬁ zadrt vagy nyilt félegyenesét jelenti, amely
tartalmazza a B-t. B-belsd pont.

4. Az A,B pontok altal meghalirozott egyenesen, mindkét

rendezésnél, az K0 és a X =zart félegyenesek k&zb8
pont jainak a halmaza ugyanazon pontlokbdl all, ezt a
ponthalmazt nevezziik szakasznak. Jele: [A,Bl] A és B - a
szakasz végpontjai, az ezektdl kiilénbdzd, a szakaszhoz

tartozd pontok - belsd pantok.

Az [A,B]l -t szokds zart intervallumnak is nevezni, wmig a
nyilt félegyenesek, ill. nyilt és zart. félegyenesek
metszeteként adddd ponthalmazok neve nyilt ill. félig =drt
intervallum. C(JA Bl ill. [A,BO

Barmely pontra tel jesiil:

CA,Al = {A) és IALAL = @,

5. Ha A,B,C pontok az e egyenes pontjai, és A<B<C, vagy
A>B>C tel jesiil, akkor azt mondjuk, hogy B eludlasztja A és
C-t, B az A és C kozdtt van.

MEGJEGYZES: Az 5. esetben B az [A,C] belsd pontja, s
forditva, ha B€]A,Cl, akkor A<CBLC, vagy A>B>C teljesiil.
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6. Az E halmaz E’ részhalmaza konvex, ha tetszdleges
Y,2€E’ esetén L[Y,21cE’.,
3.1 KOVETKEZHENY: Minden sik, egyenes, [félegyenes, szakasz
konvex halmaz.

3.2 KOVETKEZMENY: Az E tér tetszdleges konvex részhalmazainak

metszete is konvex halmaz.

3.2 ERTELMEZES: Egyenes, félegyenes, szakasz kozil barmely
kettdt Clehet pl. szakasz-szakasz) metszdnek neveziink, ha az
altaluk meghatirozott egyenesek metszdk, és a metszéspontot

mindkét alakzat tartalmazza.

YIIX._axidma: Minden a,b pirhuzamos egyenespidr és tetsz8leges
A,A’ca és B,B’'eb pontnégyes esetén az [A,Bl-t metszd és az
a,b egyenespidrral pirhuzamos egyenesek mindegyike metszi az
LA’ ,B’1 -t is.

MEGJEGYZES: Ez az axidma a kiilénbHzd egyenesek rendezésel

kdzttt teremt kapcsolatot. (Ennek lesz a kévetkezménye az,

hogy a piarhuzamos vetités rendezéstartd.D

3.3 KOGVETKEZMENY: Legyen e az a sik tetszlleges egyenese,
éca, e irdanyatdl kiilénbdzd irdny és ¢ az e-re toérténd, &
irdnyd vetités.

Ekkor minden X, Yea esetén

CpCX2, pCYD1.

PCEX, Y1)
lHa X és Y egy & irdnyld egyenesen van, akkor

P (X, Y1 LpCXOY = {pCYD).

]

Ha XY nem & irdnyd egyenes, akkor a VIII. axidma alapjin
a ¢ leképezés az [A,Bl kilcstndsen egyértelmi leképezése a

LplX), »C(¥d)1 -ra.

3.4 KOVETKEZHMENY: Minden o’<a konvex halmaz a. egyenesre

térténd, parhuzamos vetitéssel Lkapolt p(a’) képe szintén

konvex halmaz.
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3.5 KOVETKEZMENY: Egy egyenesnek egyenesre térténd parhuzanos
vetitése, hol a vetités irianya kiilénbdzik az egyenesek
iranyatdl, rendezéstartd leképezés.
la X,Y,2 € e tetszldleges ponthdrmas, ugy hogy Y az X és 2
kdzdtt. van, akkor a 3.3 kév. alapjidn a (YY) is a o(X) és p(2d
kézdtt van, hol é(Y),p(X) és p(2) egy f egyenes pont jai.
CAzaz, a parhuzamos vetités az e-nek f-re térténd monoton

cstkkend v. ndvekvd fv—e. Ha pl. X<KYKZ , akkor C(XI<pCYd<{pC2D

vagy p(XI>pCY)>p(2) tel jesiil. Az egyik egyenes ket
rendezésének barmelyike izomorf a midsik egyenes egyik
rendezésével. Tébbszori vetitéssel beldthatd, ‘hogy egy

egyenes két rendezése is izomorfizmus.)

3.6 KOVETKEZMENY: Egy tetszdleges e egyenes P kezddpontud
mindkét félegyenese végtelen halmaz.
Az e egyenes és a tér egy A'€ e pontja meghatiroznak egy

sikot. A VI. axidma alapjdn létezik az e’lle. (1.&brad

1. &abra

Az I. ax. alapjidn felvehetd e’-n P’, Q’, R’ pont CA’-t5l
figgetleniil), és  legyen Q’<P’<R’. A F,P’ nem parhuzamos
e-vel, igy Q’,R’> P,P’—vel pdrhuzamos vetiillete e-n Q,R,
melyekre a 3.3 és 3.5 kdvelkezmény miatt P<1Q,R[, s igy a P

kezd8ponti egyik félegyenes sem ilires halmaz.

Q’—t velilsiik P’Q —val parhuzamosan e-re; 1.4 kédvetkezmény

miatt létezik az e-vel vald Z metszéspont, s a rendezéstarlds
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miatt Q<1Z,PL. A Q’—-t P’,2 —-vel parhuzamosan vetitve ujabb R

pont adddik, s a konstrukcid végtelen sok pontot eredményez.

3.1 TETEL: Tetsz8leges, a sikbeli egyenes esetén létezik az

{aNe) halmaznak kéL, o, ég a,,

térténd egyértelmi felbontidsa. Az a sik tetszdleges X, X,

végtelen, konvex halmazra

pont jira tel jesiil, hogy ha X, € a, és xz € a, akkor az

[Xl,le metszi az e egyenest egy P pontban, és P-‘Xt Ci=1,2).

BIZONY{TAS:
1. A létezés jrazoldsa: Legyen e-t A pontban metszé o -beli
ecyenes a. Jeldl jik o -vel a —-nak e-vel pdarhuzamos, a-ra

torténd vetiteését, a, és a, -vel az e ezyenes A kezd&pontu

nyilt félegyeneseit.
Ezek a félegyenesek konvexek, és az aN{A) halmaz
felbontdsit adjik. ta v a, =a\ A és a Nna, = @ > Legyen

o, azon « beli peontok halmaza, melyek képe a o pedig

1’ 2

azoké, melyek képe a,; ezek konvex halmazok. Az a o

1 2
szamossiga legalidbb akkora, mint a, i11. a, -é.

x x

2. Egyértelmiiség: Legyen o), oy, az {aNe) egy masik, konvex

halmazokra térténd felbontdsa, azaz a: u a; ={a \ e) és

a: u a; =0, A p(a:) és a p(a;) halmazok is konvexek, tehdt

az a,, a, félegyenesek valamelyikével egybeesnek. Igy az a:

halmazok valameiyikét az ai(i=1,2) halmazok valamelyike

tartalmazza.
Mivel a: U a; =a Va, ={a\e)és az a-k egyike sem
iires, i va o = o, és o = a, va o = a és of = a
’ 124 ey & 1 2 2 gy @ 2 2 1°

Tehdt az indexek sorrendjétél eltekintve az a:, a; felbontas

egybeesik az a , «a, felbontassal.

3. Ha X1 < a, es X2 € o

. , akkor az [X ,X, 1] metszi e-t. A

2 2

feltételbdl kidvetkezik, hogy a PCIX X, 1D végpont jai az a, és

a, —n vannak, ami azt jelenti, hogy ezen szakasznak az A

belsd pontja. Igy a VIII. axidma alapjan az [Xi,x2 1-t az e
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egyenes metszi.

3.3 ERTELMEZES: Az el6z8 tételben jellemzett a,, a,
halmazokat az a sik e egyenese 3&ltal meghatarozott nyilt

félsikjainak nevezziik. Az a, U e és a, YV e-t az e &ltal

1
meghatirozott zdrt félsikoknak nevezziik.
Az e a félsikok hatdregyenese, az e pontjaitdl kiilénbozd

pontok, belsd pontok.

3.4 ERTELMEZES: Egy félegyenes vagy szakasz metsz egy sikot
(nyilt vagy =zart félsikot), ha az 4dltala meghatirozott
egyenes metszi a sikot (a félsik dltal meghatirozott sikot),

és a metszéspont mindkét tekintett alakzatra illeszkedik.

IX._ axidwa: TetszBleges o sik esetén 1létezik az E N\ «

halmaznak két olyan E., E, végtelen részhalmazra térténd
felbontisa, amelyeknél tetszdleges X; és X, pontra X €E és
X,<E, akkor és csak akkor tel jesil, ha létezik az

[X,, X1 0 a = (P} egyelemii halmaz, és PeX, (i=1,2).

3.5 ERTELMEZES: Az axidmdban leirt E, és Eé halmazokat az a
sik altal meghatarozott nyilt féltereknek nevezziik. Az a U E,
és a v E, zdrt félterek., o — a féltér hatdrsikja - pontjai

hatdrpontok, E, pontjai - belsd pontok. (i=1,2D

3.2 TETEL: Ha egy a sikot A pontban metsz egy a egyenes,
akkor az egyenesnek az a hatarsikd nyilt félterekkel kozos
pont jainak halmaza az e egyenes két, A kezdSpontd nyilt

félegyenese.

BIZONY{TAS: Legyen Bea és B®A, valamint BEE .

Tekintsiik az Ez tetszdleges C pontjat. Ha C=a, az 4allitas
igaz. Ha‘CGa, akkor tekintsiik a C, a adltal meghatidrozott o’
sikot.

IX. ax.: [BCl na=Q és 0Q = A. [BCl] c a’, ezért

.
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Q € a’ és A € o’

iey ana'= X, = b,

Q €« és A € a
Legyen D az a’ sik b &ltal meghatarozott azon félsikjiban,
mint a C, és Dea teljesiil jén. [CD] nem metszi a b-t, igy o-t
sem, ezért DeE,. Az o’ b altal meghatarozott, C-t tartalmazéd
félsik jaban az a-nak A kezd8pontdi egyik félegyenese van, s
ennek barmely pont jardl belithatd, hogy E,-ben van. (A masik

félegyenese E -ben).

3.3 TETEL: Ha a és 3 két kiilénbsz8 sik, akkor vagy a n 3 = O,

vagy az a N 3 pontjai kollinedrisak.

BIZONY{TAS: Legyen a n 3 ™ & és A € {(a N 3}

Tekintsiik az a sik A-ra illeszked8 két kiilédnbézd, a,b
egyenesét. Ha ezek kozil az egyik illeszkedik pA-ra is, a
bizonyitis kész. Ha ez nem tel jesiil, akkor az eldzd tétel
alapjan az a egyenesen létezik X! = Et’ X2 € Ez pont.,, ahol
E.. Ez a 3 dltal meghatdrozott nyilt féltereket jelentik. A
IX. axidma miatt [X‘,le metszi -t A-tol kﬁlﬁnbézs B
pontban. XJB a két sik kbzbs egyenese. EtLLSl kiilonbézd kozos

pont. nincs, mert az 1.2 tétel alapjian akkor a = 3 tel jesiilne.

3.6 ERTELMEZES: Ha a és 3 két kiilénbdzd sik és van kdzds
egyenesiik, akkor a két sikot metszdnek nevezziik, kozbés
egyenesiiket metszésvonalnak. .

Sikot és félsikot ill. Rét félsikot metszdnek neveziink, ha
az altaluk meghatdrozott sikok metszék és a metszésvonalnak
legaliabb egy pont ja mindkét geometriai alakzatra illeszkedik.
3.7 ERTELMEZES: Xét nikot parhuzamosnak neveziink, ha

metszetiik lires halmaz.

3.7 KOVETKEZMENY: Ha két sik metszi ezymdst, az egyiknek a

masik Aaltal hatirolt frélterekkel kézds részel a kbzds

hatiaregyenesii, kiilénb6zd rélsikok.
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Az m—-t metszd o -beli egyenesek két, a metszéspont adltal
meghatirozott félegyenesei a 3.2 tétel alapjan a két 2 hatara
féltérben vannak, s a félsikok konvexitldsa alapjan o két, m
hatdrd félsikjaban is. (3 -re hasonldan beléthaté az
311itas. D

3.4 TETEL: Két, nem parhuzamos invaridns sik kéz6s egyenese

invariians egyenes.

BIZONYITAS: F Cad = a, F (@3 =3 anp=m,
m< a és m’ < a
mcf és mr < (3 . m=m’ mert két metszd

siknak két kdzbs egyenese nem lehet. (Ha a = 3, az 3&llitas

nyilvanvald).
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