CSERVENYAK JANOS

EGY KOZEPISKOLAI GEOMETRIAOKTATASI KISERLETROL III.RESZ

ABSTRAKTO: cPri eksperimento de mezlerneja
geometrfoinsfruado. III-a parto).
Tiu ci laborajo estas prezentado de tiu eksperimento,
Riuvu rolas en la titolo de teksto pri mezlerneja
geaometrio, kaj gi donas resuomon pri la parto de la
studmaterio de la 1lIl-a Rklaso. Unue prezentas la
skribajo tiun instrumateriojn, kiujn oni ellaboris duT
la lernojaro.
Ingtrumaterioj: Romparo inter la angulofunkcioj de la
pintanguloj, skalara produl:t ado de vektoroj kaj
praktikaj aplikRadoj de tiuj. Flue estas en teksto 1la
koordinatogeometrio de la linio, la cirklo, la elipto,
hiperbolo kaj parabolo kaj iltaj praktikaj aplikadoj.
Duaparte~-nature en la temo okazas intertempe metodaj kaj
simpligataj provoj por tiu celo, Fe la gelernantoj
alproprigu plej efike kaj plej facile tiun priskribitan

studmaterion.

Ebben a dolgozatban a III. osztalybhan tanitott geometriai
tananyagot, annak tanitasdanak egy médjat és a tanitas
esetleges eredményeit szeretnénk megismertetni. A II.
osztilyban ismertettiik a negy szogfiggvény értelmezését

tetszfleges szogre, vizsgaltuk tulajdonsagaikat, altalam
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szerencséasnek tartott Abradsszességek segitségével vizsgaltuk
kapcsolatukat. Kiilén figyelmet szenteltiink a negativ szogek,
az a® = 180°-os, a 180°—a°—os, a 90%-a®-o0s szogek
szogfilggvényeire, és a kdnnyebb tanuldas és megjegyezhetdség
érdekében kerestiik a kapcsolatukat az egybevigdsagi
transzformacidkkal.

A III. osztaly elsd tananyagrésze a hegyesszégek
szogfiiggvényei koézdtti kapcsolatok felismertetése volt.

| A 0°<a<90° tartomanyban
mindegyik s=zodgfiiggvényértéke
pozitiv. Az 1. &abran lathatdk

alapjan a sin®?a + cos®a = 1

Osszefliggés és a tega,
C be ). cose A valamint a ctga értelmezése
1. abra alapjan hamar felismerték a

tanuldk, hogy barmelyik szoég sziégfliggvényének megadasival a
szbg tovabbi hirom szégfliiggvenyértéke meghatdrozhatd. So6t
érdekes volt tapasztalni azon felismerésiiket is, hogy a
szogfiiggvényérték megoldasaval C(még ha irraciondlis is a
szam, pl: g > a szdgftiggvényértékhez tartozod szog
megszerkeszthetd is.

Pl.:

N

tg a ctg o = - sin a =

n

cos

2. abra 3. abra 4. abra



A kdvetkezd anyagrész két szdg Osszege, killénbsége, adott
szbg kétszerese és fele szogfiiggvényértékeinek meghatirozisa
volt az adott szdgek szogfiiggvényértékeitdl. Természetesen az
értelmezéshez kapcsolddva az a + 3 szbghdz tartozd

egységvektor koordindtdit hatidroztuk meg cosCa + 3 -t és
sinCa + 3 ~-t, majd a mar ismert Osszefiiggések ismeretében
a tébbi 6sszegzési tételt is. A félszigek szogfiiggvényeit
azért emeltiik ki méginkdbb, mert gyakorlati tapasztalatunk,
hogy igen sok feladat megoldasdban van ra sziikség, s inkabb a
kiszamitas mdéd jiat ajdnlottuk megjegyezni a

cos? % + sin? % = 1; cos? % - sin? % = cos a Osszefiiggések
tsszevondsaival.

A szbgfiiggvények transzformacidi cimd anyagrész adott jabb

alkalmat a . geometriai transzformacidk ismetlésére,
Osszefoglaldsira. Innent8l kezdve a szbgeket radianokban
mértiik.

Természetesen mindegyik szogfiliiggvény esetén elvégeztiik az

alabbi transzformdcidkat:

I. 1. y = -f(x) ; x tengelyre vald tiikrozés;
2. y = a*f(x), "a" valds szam; y tengely irdnyud nyudjtas;
Cha 0<a<1, "zsugoritas'”, ha a>1 nyidjtas, ha a<0, akkor
még x tengelyre vonatkozd tiikrozés is);
3. y = f(x)+b ; y tengely iranyu eltolias;
Cha b>0, akkor az y tengely pozitiv; ha b<0, akkor

az y tengely negativ dga irdanyd az eltolas).

Az 1. és 2. esetében a fixpontokra iligyeltiink, mig a 3-ban a
b=0 esetén az azonos leképezés fogalmat. emeltitk ki.
E harom transzformicidt értér vagy fiigguénvtranszformdcionak

neveztik.
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I1. 1. y
2.y

f(-x), y tengelyre vald tiikrbzés;

]

fCcx), "c" valds szam; x tengely irdnyd nydjtas;
Cha e>1 "zsugoritas', ha 0<c<1 nyujtis, az x=0 -hoz

tartozd pont fixpont);

3. y = f(x+m), x tengely iranyld eltolas;
Cha m>0 az x tengely negativ, ha m<0 az x tengely
pozitiv dga iranyd az eltolas).
E hiarom transzformiciot vdltozd transzformdcidonak hivtuk.
Persze oldottunk meg kevésbé és igen bonyolult feladatokat
is, az utdbbiakat a tovabbtanulni késziillékkel fdleg kiilén
foglalkozdsokon (pl.: szakkorén)d.
A trigonometrikus egyenletek megoldasaban Gjat a vektorokkal
vald intenzivebb foglalkozas adott,
A1l jon itt erre egy nagyon egyszerii példa.

Oldjuk meg a cos x — sin x = 0 egyenletet!

MEGOLDAS: Legyenek az e egységvektor koordindtai cos x és
sin x. Az egyenlet szerint cos x = sin x, vagyis e egydllasa
a vy = a(i+j> vektorral (ahol "a"” tetszdleges), hiszen a ¥
vektor az i és |j egységvektorok 4&altal meghatarozott szog
felezd jére (rombusz—négyzet) illeszkedik. Tehat az e vektor

az i vektor 45%-o0s vagy 225%-os elforgatasaval &ll eléd,
AN

vagyls
. - ll .
2 X, =7 + k*2I1 , vagy
S x, = 3% + k*2N, ahol k = Z.
T
5. abra
Mivel F0+ kezn =7 « 1+ o2nm =+ ne2ketd, és mivel 2k

paros, 2k+1 paratlan egész, a kétfajta gydk egyiitt irva

x =0 +1n, anol 1 ez

Feladatokat hagyomidnyos dton is oldottunk meg.



Nagy figyelmet szenteltiink a feladatok megolddsa utan az
ellendrzésre, illetve az Allasfoglaldsra abban az értelemben,
hogy a kapott eredmények valdban megoldisai a feladatoknak.
Oldottunk meg persze trigonometrikus egyenletrendszereket is,
az Osszeflggések alkalmazasara pedig igazoltunk
trigonometrikus azonossagokat is.

A cosinustétel valamint a koordindtageometridban az egyenesek
kélcstnds helyzetének meghatdrozasa igényelheti két vektor

skaliaris szorzatanak fogalmat.

DEFINICIS: Két vektor skalaris szorzatdn a  két vektor
hosszdnak és a kérbezart szogik cosinusanak szorzatat
értettiik. Jele pl.: a‘*b ami az |al|*|b]*cos a -val egyenld,
s mivel mindharom tényezd valds szam a‘*b is az.
Ha a két vektor kﬁiﬁl az egyik 0, a szogik, igy cosinusa sem
egyértelmi, a skaldris szorzat mégis egyértelmi, mégpedig
nulla. Bebizonyitottuk tulajdonsazait, s néhdany megjegyzést
tettiink:

1. a*b = b*a , Ckommutativ);

2. 2Aa esetén (Aad*b = ACa'bd ;

3. a(b+c) = a*b + a'c (disztributiv);
Ennek bizonyitdsidt is megmutattuk kétféle felvétel esetén is.
Tekintettik az a, b és ¢, valamint az a iranyaba esd a®

egységvektort.
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Nyilvanvald, hogy — mint az &bra is mutatja - pl: az g?‘g, a

b vektor a vagy a®

vektor irdanyaba esd merdleges vetiiletének
hosszaként is felfoghatd.

Izy az &brdrdél

a®“Cb+g) = a®b + a®¢ adddott.
Ha az egyenlfséget |a|>0 szammal megszoroztuk, az
la)*a®<¢h+e> = |al-a®'b + Jal*a®‘c egyenldséget
kaptuk, ami az |al[*a® = a miatt az
a*C(b+c) = a'b + a*c bizonyitandd

allitast jelentette.
A skalaris szorzas kommutativ tulajdonsdiga miatt
(b+c)*a = b*a + c'a is fennall.

Meg jegyzés: Az el jiris ismétlésével beldthatd, az

+ + + ... + * = *b+ *b+ ...+ .
Ca,+a +a, ad'b =a *bta b a ‘b

osszefiliggés is.

A késébbiek érdekében még meg jegyeztiik, hogy ha a=0) és b=0
akkor a‘b>0, ha szégik (o) 0% 5 a < 902, a*b = 0 ha o=90° és
a'b ¢ 0, ha 90° < a < 180°.

Egyébként a'b=0 akkor, ha valamelyik vektor Q0 vagy a=90°,
Két nem nullvektor esetén tehdtl a‘*b akkor és csak akkor O,
ha a két vektor merfleges egymasra.

Tovdbba a‘a = |al? és lat 2 0 ;

2

a“+2 2

Ca+tb) - Ca+h)

b

ab+

Ca-b)*Ca-b) = a®-2ab+b’
Mivel skaldris szorzatnil két tényezévektorrdl van szd, ezért
asszocivitasrdl szd sem lehet.
Nem értelmezheték 2~-nél magasabbfokd hatvanyai sem.
Ez utdbbiak 1is inkdbb a tovdabbtanuldk kedvéért keriiltek
belatasra. '
Ezutan mivel i%=j%=t és i-°j=0,
két. vektor gkaldris s7zorzatat megfeleld koordinitaik

szorzatbsszegeként, egy vektor dnmagaval alkotott



skalarszorzatat koordinatai négyzetdsszegeként nyertiik,

hosszat pedig gybdkvonassal.

a‘'b = x, x +y vy, ;
- 2 2 . _ /.2 2
lal = /x| + y; és Ibl = /x5 + vy,

A skalarszorzatbdl igy lehetett kénnyen nyerni két vektor

széigét.. Ha a, (x ;y.0 és a, (x,;y,> . szbgik a , akkor az

a ,ca, = la,l*'la,l'cos a -bél
a ‘'a
cos a = 713 B ; ,
=1 =2

masképpen cos a = = - , s tablazattal a szég
. 2, 2 , 2,2
A1+y1 ‘/{2'&)’2

nyerhetd.

Természetesen két egyenes szdgét iranyvektoraik sziégébdl
nyerhettiik. A cosinustétel az abra alapjan és vektorok,

onmagukkal alkotott skaldrszorzatibdl adddik:

A 9.=§.—b

a®=|al?=a?; b3=|b|?=b?,
|§|= a, 'E'= » 'akkor
c?= a?+b?-2ab‘cos 7 .

S
B & C
8. &bra
A 7 16l az eldbb elmondottak miatt mar félésleges szdlni.

Az aldbbi abra alapjdn a sinustétel is igen kénnyen adddott.

\
«* ~~~~~~ —_— e C Az AC masodik koordinataja

I Ibl*sin a,

| A BC masodik koordinataja
[ lal*sin 3

: De ezek egyenldk, és |al=a,

13 |bl=b miatt b*sina =a‘*sin 3

a _ sin a

9. abra vagyis b= s



altalanosabban a:b:c = sin a : sin 3 : sin » .
A kdvetkezd fe jezet az analitikus geometria volt.

E fe jezetben a geometriai alakzatok pont jainak kélcsdndsen
egyértelmi mddon rendezett szamparokat feleltettiink meg. A
geometriai feladatok megoldasa soran algebrai fogalmakkal
dolgoztunk, s a kapott eredményeket ismét a geometria nyelveén
fogalmaztuk meg. Mivel a sik analitikus geometridjarél volt
szd, alakzataink az egyenes, a kér, az ellipszis, a hiperbola
és a parabola voltak. Ezek tula jdonsagait, k6lcstnds
helyzeteit vizsgaltuk. A felsorolt alakzatoknak egyenleteket
feleltettiink meg. Egy alakzat egyenletén olyan Osszefiiggést
értettiink, amelyet az alakzat pont jainak koordinatdi
elégitettek ki, mas pontok koordindtiai nem. Mads szavakkal: az
alakzat minden pont ja kielégili a szdbhanforgd egyenletet.,, s
ha egy pont koordindtdi kielégitik az egyenletet, akkor ez a
pont illeszkedik az alakzatra.
Persze mi a pontokat pontokhoz tartozd helyvektorokkal is
megadtuk, igy beszélhettiink a pontokbdl allo alakzat
vektoregyenletérél is. A vektoregyenlet olyan Osszefliggés,
amelyet az alakzat pontjainak helyvektorai kielégitettek, mas
pontok helyvektorai azonban nem. Az alakzat vektoregyenletében
valtozdként szerepld helyvektort a futdpont helyvektoranak
nevezziik. Az egyenes koordinidtageometriajat az alabbi mddon
targyaltuk. Felirtuk egy adott L, helyvektordi ponton &tmend
adott v iranyvektord egyenes paraméteres vektoregyenletét:

v=r, +ty ; t paraméter.
Mivel ez két skalar egyenletelt jelent, elddallt az egyenes
paraméteres egyenletrendszere:

X = x_ + tv

y = yg * tv,

-hdz jutva atrendezés utin a

A t-t kiiktatva —2 =



v, X-v,y = szo_vtyo —hez, az ugynevezett paramétermentes
egyenlethez jutottunk. (A v nem pdarhuzamos a tengely
egyikevel sem. ) A v2=A, a—vt=B es vzxo—vlyo=c

helyettesités utdn az egyenes egyenlete Ax+By=C alakban
volt irhatd. Mivel v—vel egyitt Av is iranyvektora az
egyenesnek, igy egy ezyenesnek végtelen sok egyenlete van.
Az x és y tengelyekkel pdrhuzamos egyenesek irdnyvektorait
Cv,;0) illetve (O;v, ) jelentette, igy az ezekkel parhuzamos
egyenesek egyénletei amennyiben a Po(xo;yo) pontra
illeszkednek

Yy =¥, illetve X = X

o
A koordinatatengelyek egyenletei rendre y = 0, x = 0.

A P1 es P2 pontok helyvektorai pl.: B,"B, helyvektorainak
kilénbsége lehet e két pontra illeszkedd egyenes
irdnyvektora, Camely pl.: a F -re illeszkedik a feliras

szempont jabol) igy

(yz—yt)x—(xz—xl)y = (yz—yl)xi—(xz—xi)y1
‘alakban, s&t atrendezve

YooY,
y-y, = ==——— * (x—-X%x_ )
1 X, =X, 1

jol meg jegyezhetd alakban volt irhaté. Ez tehat két adott
ponton Atmend egyenes egyenlete. Amikor az x tengely P1(a;0)
és az y tengely P,C0;b) két pont jan megy At az egyenes, akkor
az un. tengelymetszetes alakhoz jutottunk:

Tébb feladat megolddsdban eldnyds az alkalmazdsa.
Amikor iddaig jutottunk elméletben, utdna konkrét feladatokon
keresztiil djra végiggondoltuk, végigcsinaltuk, gyakoroltuk az
egészet. Majd vektor 90%-0s elforgatottjdnak koordinatait
hataroztuk meg azon az alapon, hogy cosCo+909)=-sin a és
sinCa+90%)= cos «a
Igy a v(cosa;sina) + 90%-0s elforgatott ja !*(—sina;cosa),

tovabba a v - 90%-0s elforgatott ja v**(sina;-cosad.



Ezek alapjan aztan a normdlvektor

— az n(A;B) — az egyenes egyenlete

Két egyenes metszéspont jit az

eldiallithatdsaga alapjan
Ax+Hy=Ax0+By0.

egyenleteikbdél a1lé

egyenletrendszer megoldisidval hatiaroztuk meg.

Igen fontos volt az egyenes és

kapcsolatinak vizsgalata, s

egyenlet minden olyan esetben egyenes egyenlete,

egyszerre nem nulldk. A=B=C=0
kielégiti az egyenletet.

Kénnyl volt kimutatni,
parhuzamos, ha

az egyenesek

koordinatdinak hényadosa egymassal egyenld, és akkor és

akkor mer&leges, ha irdnyvektoraik

belattuk,

esetén a

hogy két. egyenes akkor és

az elséroka figgvény

hogy az Ax+By=C

ha A és B

sik minden pontja

csak akkor
iranyvektorai megfeleld
csak

megfeleld koordinatainak

szorzatdsszege nulla. Ez utdbbi igy is irhatd: v, vitv, v:=0,
v v’
masképpen 2 . 24
Vi Yy
Az egyenes iranytényezds alakja sok f'eladat megoldisa
szempont jabdl eldnyds. Legyen v Cvisv,) egy egyenes
iranyvektora.
/
e A
Y Ay e
N
K K
A
U X X
< 14 \ AN O< >
T 7 / 4
AN
/
/ N
— A tgeX
= 7
, A 2
10. abra
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v
Ehelyett az iy = v’ [1; -‘;3] = v'  itged = ' C1;md
1 1

irhatd, ha: m=tga jeldlést is bevezettiik.
Az utdébbi irianyvektorral felirt P (xt :y, > ponton atmend
egyenes egyenlete mx-y = mx -y, . atrendezve

y-y, = m(x—xi) ,

az adott ponton atmend _ adott iranytényezd ji egyenes
egyenlete. Ha a Pl(o;b), akkor y=mx+b, az egyenes

irdnytényezdés alakja. A korabban leirtak alapjin annak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy két egyenes egyidallasa

illetve merdleges legyen
m_ =m illetve m = - i_
1 2 m

Gyakran fordult eld, hogy adott egyenessel 1. 450—05, 2.
300-05, 3. 60%-os széget bezard egyenesek egyenletét, illetve
4. két egyenes szigfelezdinek egyenletét kellett felirni.

1. Az abrardl leolvashatd, hogy a két egyenes

7 o
S /1 irdnyvektora a vy + !fQO ,
491 3 ’ o
v éff/ : illetve a v+ y?0 .
e &\ o J ahol v az egyenes iranyvektora.
. !
N
-90° \,
AL
- A
11. abra & _ . _ N
2. A kovetkezd abrardl pedig, hogy a két egyenes iranyvektora
. . 1
4 s v+ — v'907 | illetve
ﬁ&r v5
1 —_on©
e V- — v 90 ,
4 — ¥
73
4 ahol v az egyenes
—ﬁg v gy
iranyvektora.
abra

12.



3. A két egyenes irinyvektora:

V3.4t VERR A v - S5 v+90°
« -3 -0 3-v Y A A ¥3 X
' Abo' b I
! RS ! B 1 +00°
! e Y+ o4 v
o g'_ h ahol v az egyenes

iranyvektora.

13. abra
4. Ay, és v, iranyvektori metszéd egyenespar szdogfelezdinek

iranyvektorai

o o}
* [x, + 12] ,

o _ 0
+ (e - v2)

o o
o v a
ahol ‘V_’ a _V_‘ -2 _V_2

iranyvektorokkal egy-—
.

irdnyd egységvektorok

CA rombusz atloi felezik a
14. Aabra a rombusz szbdgeit).
Vektorok segitségével egyenes pontra vonatkozd tiikorképének
iranyvektora az eredeti iranyvektordval egyallasd.

Tetszdleces P € e Q-ra

47 e vonatkozo tikérképén e-vel
PA parhuzamos egyenes Lilkér-
,‘/ - ’ - - -y
'////,f/ a d kepet felirni egyszeriu.
) T
1 Ay
,g;‘\ﬁ
/
X

15. abra
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Az egyenes X €és y tengelyre vonatkozd tiikérzéskor a

képegyenes irdnyvektora az Abra alapjan megdllapithatd volt.

/ -3
4 7 Y
N ]
@\‘“\ (o) WO (v )
> oY
w5 7] X e A
&-
'/\({/,
. /
e

16. abra 17. abra

Az egyenes y=x tengelyre tiikrbozésekor a kép iranyvektora

pedig az alabbi abrirdl olvashatd le.

18. abra

Ezek a felismerések nagyon felgyorsithatjak a szdbanforgd
tulajdonsiazi egyenesek egyenletének felirasat, ami a
kozépiskolas tanuléknak a veklorokkal Lorténd munkat
szimpatikussa teheti.

Két egyenes irdnyvektordnak ismeretében a két egyenes altal
bezart szbg = a ket vektor skaldrszorzatabol keriilt

meghatarozdsra
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v,, 'V - v, . v
t 2
cos a = e e — , amitégl

) r
2 2 y/ 2 2
+ . +
V/:;x Via Va1 V22

cos o = 0 esetén o = 909, cos a > 0 esetén o hegyesszig,

cos a < 0 esetén o tompaszég.
Font és egyenes tivolsigan a pontbdl az egyenesre bocsatott
mer&leges szakasz hosszat ért jiikk. Ezt dgy hataroztuk meg,

mint két pont tivolsdagiat (persze koordindtik segitségével)d.

A kbr, ellipszis, hiperbola és parabola

koordinatageometria ja

El8szd6r megadtuk mindegyiknek, mint mértani helynek a
definicidjat, és= ezutdn hatiaroztuk meg egyenletiiket,
Jjellemzdiket.
I.
a. A kér egyenlete = p ~ ¢
A
Ay ITF I=1p - cl=
x .
f yfzx-u)2+(y—v)2 =r
- A0M) - ’
maskeéppen
¢ (x~=ud24(y-vd>2 = 2,
/ —a Ha u=v=0, akkor x%+y*=r?
- 4 origd kézépponta kér.
X
9 19. &bra

Kimutattuk, hogy az

Ax2+By2+Cx+Dy+Exy+F=O akkor kor egyenlete, ha A=B, E=0,
toviabba tel jes négyzelLté kiegészitdés utan

(x-ud24(y-v)2= s alakba irhaté: ahol u,v és s az A,C,D,E
szamokbdl 311 eld és sd>0. Ha s=0 csak az (C(u;v) elégiti
ki, ha s<0) akkor nincs az egyenletet kielégitd pont., tehat

ekkor nem kér egyenletérdl van szd.



b.

c.

Az olyan ellipszis egyenletét vezettik le, amelynek

szimmetriakézéppont ja az origa, tengelyei a

koordindtatengelyre illeszkednek.

2
Egyenlete: %= + Y- =1, A

a? b2 ‘9

A
X
b e
20. abra
Tovdbbd az olyan hiperbola egyenletét is levezettiik,
amelynek kézéppont ja az origo, tengelyei a
koordinatatengelyekre illeszkednek.
o 2 2
Egyenlete: X~ Yo =1, N
a? p? 4}/ ;L
ba .
o X
21. &abra
Végiil olyan paraboldk egyenleteit vezettitk le, amelyek
csicsa az origd, szimmetriatengelyiik pedig az x tengely

pozitiv és negativ dga, illetve az y tengely pozitiv és

negativ aga.

Egyenleteik fendre y2=2px, yz=~2px, x2=2py, x2=—2py.



X
%

22. abra
Ezek utdan koordindtatranszformicidval elkészitettiik a nem
origd koézepponti 1. ellipszis, 2. hiperbola egyenletét,
amelynek tengelyei parhuzamosak a koordinatatengelyekkel,
illetve 3. parabolak egyenletét, amelyek tengelyei
parhuzamosak a koordindtatengelyek valamelyikével.
II.
1. A CCu;v) kdzéppontii, x és y tengellyel parhuzamos 2a

nagy—, és 2b kistengelyid ellipszis egyenlete.

) Az x’;y* rendszerben az
41 4 PR =

ellipszis origd kézép—

ponty egyenlete

Az Abrardél leolvashatd,

hogy x’=x-u, y’=y-v,

{ amit. az eldbbi egyen-

hY
" -
rm__M,;*,x 3 letbe irva kaptuk az
23. abra
igért egyenletet:

Cx~ux? + (y—v)2
a? b2

pa
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2. A CCu;v) kézépponti, x és y tengellyel parhuzamos 2a

valds—; és 2b melléktengelyil hiperbola egyenlete.

PY =
/N‘?b‘w \\ 1, ')//Q(l\’ P(,(‘})
i x Mint el&bb, az
¥ /

85
Z

(x-ud? _ Cy—vd>?2 -

Jutunk.

N

U
24. &abra

%

\A\EF.______
>

X

3.7 A CCu;Vv) tengelypontd y tengely pozitiv dgaval parhuzamos
tengelyid parabola egyenlete.

N )\,3»
‘l ‘ - -
frEF——"- "= -~ - P(‘!r )3 P(‘i‘j) Az x’=x-u és
N
7? ' RN y’=y-v felhasznala-
7 é%;g I jval az x’ ?=2py’ -bél
i | (x-u)?=2pCy-v) adodik.
{
¥ ' N
N - A
Ay T %) /(I

25. &bra
Hasonldan kapjuk a tovabhi hiAromféle parabola egyenletét:

(x-ud? = -2pCy-v> ,

Cy-vd2 = 2p(x-ud és

Cy-vd>? =U—2p(x—u) alakban.
Ha az 1-3 ~egyenleteket Atalakitottuk, masodfoku
kétismeret.lenes egyenletekhez Jutottunk. Megforditva:

bizonyos feltételeknek eleget tevd masodfokd kétismeretlenes
egyenletek ellipszist, hiperbolAat, illetve parabolat

hataroztak meg.



Természetesen megvizsgaltuk egyenesek, korok, ellipszisek,
hiperbolak, parabolak ko&ziil barmely kettének a kolcstnds
helyzetét. Egyenleteikbdl egyenletrendszereket alkottunk,
azok megolddsainak szdma a két alakzat kdzds pontjainak
szamit adta. Erdekes volt két alakzat érintési problémainak
vizsgalata, hiszen ekkor midsodfoki egyenletrendszert kellett
megoldanunk a kérdések megvalaszolasahoz, a masodfokud
egyenlet diszkriminansanak eldjelétdl filiiggden aztan levontuk
a megfeleld tanulsagokat.

Kiilon foglalkoztunk az origd koézéppontid hiperbola és az

origén atmend egyenes kdlcsdnds helyzetével.

2 2
01d juk meg tehat az 5; - X; =1 és y=mx egyenletekbdl &l1ll1é
a b

egyenletrendszert pl. behelyettesitd mddszerrel

x2 _ w?x2 _ 4
a? b? ’
x2b2 - a?m2 = a?p?
a/ Ha b%-a%m? = a, akkor az egyenletnek nincs megoldasa,
ugyanis x%*0 = a’b%. Vasyis b%=am?, amibdl |m|=‘g',

ekkor az origdn Atmend egyenes és a hiperbola nem metszik
egymist.

b’ Ha b2-aZm? ¢ 0, akkor sincs megoldasa. Vagyis ha b2<azm2,
amibdl {ml)lgl, az egyenes é&s a hiperbola nem metszik
egymast..

¢ Ha b2%-a%m? > 0 akkor a megoldasok

ab m*ah

N
..
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vagyis, ha |m|<|§|, az egyenes ¢eés a hiperbola metszik

v €)

egymast két pontban. A

v

26. Abra

A 2-es jelzésii egyenesek nem metszik a hiperboldt, az 1-esek
metszik, a 3-asok ismét nem. A 2 jeliiek az 1 és 3 jeliieket
elvalaszt jidk, mondhatndnk hogy a 2 jelidiek az els8 nem
metszdk, ezeket. az aszimptotaknak nevezziik, amelyek a
hiperbolat tetsz8legesen megkdzelitik, de el nem érik. Ezzel
azért foglalkoztunk, mert ez az ut is elvezethet a végtelen
tavoli elemek  értelmezéséhez, amely a tovabbtanulas

szempont jdbol érdeklddésre tartott szamot.



IRODALONM

[1]1 Az érvényben levd Altaldnos iskolai tanterv.

{21 Az érvényben levd kdzépiskolai tanterv.

[31 A forgalomban levd altalanos iskolai tankényvek.

[41 A forgalomban levd kdzépiskolai tankényvek.
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