SZEPESSY BALINT

MEGJEGYZESEK A VALOS FUGGVENYEK ITERALASAHOZ VI,

(Még egyszer a tetszSleges magasrendi ciklusokrdl)

ABSTRACT: (Remarks on iteration of real functions) Let f(xD
be a continuous real valued function on the interval
[a,bl which maps the interval onto itself. We say c is a
fix point of f(x> of order n(>1) if fcod=c,

f(c1)=c2,...,f(c d=c but f(cr)—c if 1s5r<n-1. In this

n-14
paper, using our earlier methods and resulis, we give a
new proof of the following theorem: "If there is a point
e in the interval fa,bl for which eg$e<et<e2, where
e1=f(e), e2=f(e1) and ea=f(ez), then there exists a fix
point of order n in the interval for any natural numer

n”. This theorem was proved originaly by Tien-Yien Li

and James A.Yorke.

1. BEVEZETES

Legyen f(x) az [a:bl C(a<b) zart intervallumban értelmezett
olyan egyértékii valds fiiggvény, amely eleget tesz a kdvetkezd
feltételeknek:

1. f(x) az adott szakasz minden belsd pont jaban folytonos,
a kezdd és a végpontban jobbrdél, illetve balrdl folytonos;

2. f{x) az la;b] intervallumot Onmagara képezi le;

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak,

H
amelyben f(x) = constans tel jesiil.
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Az f(x) fiiggvényt iteriacids alapfiiggvénynek nevezziikk az

adott intervallumon. Az fo(x)=x, f!(x)=f(x),
fz(x)=f(f(x)),...,fn(x)=f[fn_1(x)J,... figgvényeket az f(x
figgvény 0-dik, elsd, masodik, ..., n-edik C(n-edrendd),...

iterdlt fiiggevényeinek Citeralt jainak) nevezzilkk. Az oOsszetett
fiiggvény folytonossigdira vonatkozo tételekbdl tel jes
indukcidval egyszeriien igazolhatd, hogy az [ (x) n=2,3,...

fiiggvények is mind rendelkeznek az 1.,2.,3 tulajdonsagokkal.
Tel jesiilnek az f (x) = f [f (x)] = f [f (x)] azonossagok.
n+m n m m n

Ha [c;d] (cddd az [a;bl szakasz egy részszakasza, akkor
pont jainak elsd iteraltjai is egy szakaszt alkotnak; jele:
[c,d]‘. (Nyilvanvald wugyanis, hogy {c;dl =lmin fC(x); max

f(x>1, ha c%$x3d). A [(c;d] szakasz n-edik iteraltjin a
fc;d) =[[c;d! } intervallumot ért jik.
n n-1 1

Ha f(cd)=c, akkor a ¢ pontot az f(x) figgvény elsdrendd
fixpont janak nevezziik. Ha r  Ccimc, n=1,2,...,r-1 esetén,
de f (c)=c, akkor a ¢ pont az f(x) fiiggvény r—edrendi

fixpont ja. Ekkor — amint az ismeretes - a ¢, c©

. gr s C c

r-1’"r
fixpontok egy r—edrendi ciklust alkotnak.

Az n-edrendii fixpontok az y=f (x) gbérbe és az y=x A&atlo
melszéspont jainak vetiiletei az abszcisszatengelyen.

Mar vizsgaltuk azt a kérdést, hogy milyen iteraciods
alapfiiggvények esetén nem lehet a ciklusok rendszamara felsd
korlatot adni (Szepessy [81, [91).

Bebizonyitottuk hogy:

1. Ha az [a,bl] szakaszban f(x> az 1.,2.,3 feltételeknek
eleget tesz és van két, olyan disz junkt részszakasz, amelycket
a filiiggvény az egész zairt [a;bl szakaszra képez le, akkor van
barmilyen magasrendii ciklus.

Ennek a tételnek a feltételei ocsak elégsdégesck barmilyen

adott rendii ciklus létezéséhez. Ezt igazoljidk az emlitett
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dolgozatok szemléletes példai és a kovetkezd tétel:

2. Legyen a s c < d <b és f(x> az [a;bl szakaszban
értelmezett olyan iterdacids alapfiggvény, amelyre fd{cd=c
f(d>=b, tovabba van a {d;bl] szakasznak olyan [p;ql
részszakasza, amelyet f(x) az la;bl] szakaszra képez le. Ekkor
barmely (természetes) n szam esetén van az f(x) figgvénynek
n—edrendd fixpont ja.

A tétel bizonyitasabdl kideriil, hogy a<c vagy q<b esetén a
tétel érvényessége nem fligg az f(x) figgvény [a;cl vagy [q;bl
szakaszbeli menetétdl. Ugyancsak nem befolyasolja a tétel
érvényességét d<p esetén f(x) figgvény [d;pl szakaszbeli
viselkedése sem.

A bizonyitas soran kihasznalatlanul maradt az
alapfiggvénynek az emlitett szakaszokban vald folytonossaga
is.

Ebben a dolgozatban ezeknek a tételeknek a segitségével és
bizonyitisaik sajatos, elemi mddszerével igazol juk az alabbi
- tételeinknél 3lktaldnosabb - tételt, amelyet Tien-Yien Li
és James A.Yorke (alapvet@en mds bizonyitdssal) publikalt

Crr1d.
2. MEG EGYSZER A TETSZ6LEGES MAGASREND( CIKLUSOKROL

TETEL. Legyen f£Cx) az fa;bl zart intervallumban

értelmezett iteracids alapfiggvény. Ha van az La;bl

-

szakaszban olyan e pont, amelyre e, 5 e < e, < e, Cvagy

e,2ed>e >e)d relacidk tel jesiilnek; akkor van barmilyen

n—edrendd ciklus is. C(Ahol e ..e, és e, az e pont elséd,

masodik és harmadik iterdlt pont ja).

BIZONY{TAS: Elegendd a bizonyitast az e,=e < e < e,

esetre elvégezni; mids esetekben - az analdg (e, 2 e > e, >e,>

esetben is - a bizonyitas ehhez hasonldan torténik.



Legyen u=max{x}; f(x)=ez; azaz u a legnagyobb
x6[e1;ezl
abszcisszaérték, amelyben f(ud=e tel jesiil;és v=min{x)},f(x)=e;
xﬁlugezl
azaz vy az u—-tdl jobbra a hozza legkdzelebb esd olyan pont,
amelyben f(v)=e. Ilyen u és y pont az adott szakaszban

létezik, ugyanis - a feltételek szerint - fCe, d>=e és f(e2)=e

2)
Az 1.,2.,3 kbvetkeztében f(x) figgvény az (u;v] szakaszban
folytonos és ezt a szakaszt az [e;ezl szakaszra képezi le.
Mivel az f(x>~x (folytonos) filiggvény az u és v pontban

kiilénbdz6é eldjell — fCud-u=e, -ud0 és flvd-v=e-v<0 -, ezért
van az [u;v] szakaszban zérushelye; azaz f(x) filiggvénynek
elsdrendd fixpontja. Innen a bizonyitds kétfelé agazik.

a’ Az [e;ul] szakaszban van legalabb egy elsdrendd fixpont.

Legyen c=max{x)}; f{xd)=c (1. a8brad. Az x> fiiggvény
x€le;ul -
folytonossiga kdvetkeztében a (c;ul szakaszban van legaldabb

egy olyan pont, amelyben a fiiggvény az e, értéket veszi fel;
az u példaul ilyen pont, ugyanis f(u)=e2 tel jesiil. Legyen

ezek koziil a c—-hez legkdzelebbi az r pont; azaz r=min{x},
x€lc;ul
f(x)=ez. Az f(x) filiggvény a Ic,r] szakaszt a [c;e2 1
szakaszra, az [(u;v] szakaszt - [r;ezl részszakaszat - pedig
az egész le;e,] szakaszra képezi le. A bevezetésben is
szerepld masodik tétel szerint az [e:ezl szakaszban (sét
annak [c;r] részszakaszdban), barmely (természetes) n szam

esetén van n—edrendi ciklus.

Ebben az esetben a bizonyitast befe jeztiik.



P i — Yo

/ a E=83 c r ev u 4 el. b X

1. Aabra
bs Az (e;ul szakaszban nincs elsdrendi fixpont.
Ebben az® esetben a bizonyitas a kévetkezdképpen folytathatd.

Tekintsiitk a g=min{x}, f‘(x)=e2 és a p=max{x}, f(x)=e‘;
xé[e;etl x<le;ql

pontokat (2. abra). A feltételek szerint fled=e és fce O=e,
és f(x) folytonos fiiggvény; tehdt van ilyen p és q pont a
szdbanforgd szakaszban, és a [p;ql szakaszt a (folytonos)
f{x) figgvény az.[el;ezl szakaszra képezi le. Mivel e‘Su<v<e2
ezért mind az u mind a v pontnak van (legaldbb egy-egy?

inverz—iteralt pontja a [p;ql] szakaszban. Tekintsiik a v pont

{p;q] szakaszbeli inverz-iteraltjai koziil azt, amelynek
abszcisszaja a legkisebb és jel6l jiik ezt v_,"syel; t.ehat
v_.=min{x}); {(xI)=v. Az u pontnak a [p;ql szakaszbeli

-1
x€lp;ql



- 36 -

inverz-iteraltjai koézil a v_, —taél balra a hozzi legkozelebb

esGt. vdlasztva, legyen ennek abszcisszaja u_,; azaz

u_, =max{x}; f(xI)=u. Kénnyld megmutatni, hogy [u_i,v_l]!=[u;v]
xe[p;v_il

(Szepessy [81).
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2. &bra

Hivel f _Cu_ )=fCud=e, és f  C(v_ )=f(v)=e valamint az f,(x)

2
iteralt fiiggveny az Lu_,;v_ 1 szakaszban folylonos, ezért ezt
a szakaszl az [e;ezl szakaszra képezi le (azaz fz(x) figgvény
minden [e‘;ezl szakaszbeli értéket. felvesz). Az £, ~-x
(folytonos) fiiggvény  az lu ;v 1} szakasz kezdd és

végpont jaban kiilénbdzd eld jelii — f,u_d-u_ =e —-u_ >0 illetve



£, ¢v_, d-v_, =e-v_, <0 - kdvetkezésképpen van ebben a

szakaszban zérushelye; azaz van olyan X pont, amelyben

£, (X=X teljesiil. Tehdt X pont az £Cx) fiiggvénynek

% } szakaszban

legfel jebb masodrendid fixpontja. Az [u_ —1

1
nincs f(x)-nek elsdrendli fixpont ja, ezért X annak pontosan
masodrendd fixpont ja.

Az £ (x) iteralt filiggvény az lu_,;v_,1 szakaszban minden
le;e 1 szakaszbeli értéket felvesz, ezért mind az u mind a

v pontnak van ebben a szakaszban az fz(x) iterialt fiiggvényre

vonatkozdan inverz—iterdlt pont ja, * legyen
u_, =min{x}; f_(x>=u és v_, =max{x}; f_(x)=v . Mivel
x€tu_ ;v_,1 x<lu_ ;u_J1

f£,(v_,2=v és £ _Cu__ d>=u és (x> az [u;v] szakaszt az egész

2

[e;e2 ] szakaszra képezi le, ezért a [v_z;u_zl szakaszban az

£, iterdlt fiiggvény is minden le;e, ] szakaszbeli értéket

felvesz. Az fa (x)-x (folytonos) fiiggvény e szakasz kezdb eés

végpont jadban kiilénbdzd eldjeld - fa(v_2)~v_2=f(v)—v_2 =

=e-v_ <0 , illetve f_C(u__J-u_,=e_-u__>0 -, ezért van a
~

v_,s;u_,] szakaszban zérushelye; azaz van olyan x[EIV_z;u_ZJ]

~ A ~

pont, amelyre fSCx)=x tel jesiil. Az X pont legfel jebb

harmadrendi fixpont ja az (x> fiiggvénynek. Az u_,
értelmezésébdl kidvetkezik egyrészt, hogy u_,<v_; masrészt,
hogy az (x> figgvény tu_ sv_ 1 szakaszbeli masodrendd
fixpont jai mind az [u_2 PV, 1 szakaszban vannak; ezért ;
pontosan harmadrendd fixpontja az f(x)> figgvénynek.

Képezziik ezutdn a c=max{x?}; fs(x)=x pontot, valamint a

xslv__zu_.]

kbvetkezo glx) fliggvényl; g(x)=f_(x) ha xélv_z;u_zl és
g(x)=f(x) ha x<€lu;v]. A g(x) fiiggvény mind a [c:;u_2 }, mind
az [u,v] szakaszban folytonos és az el&bbit a lc;e ]

szakaszra az utdbbit pedig az egész le;e,! szakaszra képezi

le.



A bevezetdben szerepld miasodik tétel (Szepessy [9]) szerint a
lc;u_,1 szakaszban barmely (természetes) n szim esetén van a
g(x) fliggvénynek n—edrendid fixpont ja; azaz f(x) filggvénynek
negyed, 6téd,...,n-ed,...rendi fixpont ja.

Ezzel a bizonyitast befe jeztiik.
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