ZAY BELA

NEMLINEARIS REKURZIGOVAL DEF1INIALT SOROZATOKROL

ABSTRACT: (On sequences defined by nonlinear recursion) In
the paper we investigate a nonlinear recursive segqguence

P
defined by G = 3 A *G__.+D  (nd>p), where p is fixed

" oi=1

positive integer, Ai’ s are given, real numbers and Dn
is a sequence of real numbers. Ve show that Gn satisfies
a linear recursion of order greater than p if Dn is a
constant, or Dn is the seqguence of the wvalues of ?
polynomial, or Dn is a linear recursive sequence. The

characteristic polynomial and some ot her prbperties of

the segquence Gn are also determined.

Legyen p egy rogzitett pozitiv egész szam, és legyenek

A1’A2"“'Ap rogzitett valds szamok. Definialjuk a valds

szamok egy @G = {Gn} sorozatat a

e o]
n=1

o Gn = AI'Gn_1+A2'Gh_2+ NN +Ap'Gh_p+Dn n>p>d

rekurzidval, ahol a G:’Gz""’Gp kezd8d eleme adott, nem
o

mind zérus valds szdmok, és p = {Dn} a valds szamok
n=1

valamely sorozata.
Hasonld, nemlinedris sorozatokkal mar tSbben foglalkoztak.
P.R.J. Asveld (11, [2] olyan (1)-et kielégitd rekurziv

sorozatokkal foglalkozott, melyben p=2, A1=A2=1 es D egy



polinom helyettesitési értékeinek sorozata. C1)-ben

bizonyitotta, hogy a sorozat tagjaira

G = q"Fn+q2'Fn_‘—h(n),

n
ahol F, az i-edik Fibonacci szam, a,, 4, rogzitett valds
szamok, h(x) pedig egy roégzitett polinom.

M. Bicknell-jJohnson és G.E. Bergum [31 Asveld altal
vizsgalt sorozathoz hasonld sorozattal foglalkoztak, de naluk
D egy konstans sorozat.

A kidvetkezdkben a fentieknek egy kodzds 4dltalanositasat
vizsgal juk, és  egyben Javit juk az eldbb emlitett
eredményeket.. Megmutat juk, hogy az (1)-ben definidlt sorozat
linedris rekurziv sorozat, ha D egy konstans, polinom, vagy
egy linearis rekurziv sorozat.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a linearis rekurziv

sorozatokkal kapesolatban néhany fogalomra. Legyen R =

x© .
= {Rn} egy k—adrendi linedris rekurziv sorozat, melyet az
n=1

A, LA

. . §

konstansok, R‘,Rz,...,R kezdd elemek és az

2’ k k

R = Ax.R !+A2‘Rn + ... +Ak‘R

n n- ~2

+D n>k)
n-k n _

linedaris rekurzid definidl. Az R sorozat. karakterisztikus

polinomjinak nevezziikk az

= Wk eok1_4 L k-2_ _
fR(x? = X l\1 x A2 X . Ak

polinomot. Legyenek fR(x) kiilonbézo zérushelyei
X, Xps 000X, melyek multiplicitasai k’,kz,...,kl. Ismert,
hogy ekkor az R tagjai

— * n * n . n
2> Rn = pi(n) x, * pz(n) X+t ... +pt(n) X,
alakban is felirhaték minden n>1 esetén, ahol pi(x) egy

k. -1 ~ed foku polinom (Lasd Pl. M.D’Ocagne [41).
A kovetkez8 tételeket fog juk bizonyitani:



1. TETEL. Legyen G az (1)-ben megadott sorozat, és legyen
Y egy p—ed rendi linedris rekurziv sorozat, melyet szintén

az Al,A ..,Ap konstansok, és az Y _ =G, , Y2=Gz, . ,YP=Gp

2" 1 1

kezddelemek és az

Y= ALY KALCY ok L ALY o)

linedris rekurzid definial. Jeldl jiik Y, »Y, »+-- —vel az Y
sorozat elemeit, ha Y =Y _ = ... =Y =0 és Y =1.

1 2 p-1 P
Ekkor

n

3 Gn = Yn * 2 yn*p'i .Di

L=p+1

minden n>p esetén.

2. TETEL. Ha D egy r-ed rendi linedris rekurziv sorozat,
akkor a G elemei eldallithatdok az ro(xy = fy(x)°fn(x)
karakterisztikus. polinommal meghatarozott p+r =-—ed rendl

linedris rekurzidval, a G, -+, GP‘Y kezd&6elemekbdl .

A 2. Tétel bizonyitasidbdl adodik a kévetkezd eredmény:

KOVETKEZMENY: Ha valamely p+r -ed rendi G linedris rekurziv
sorozat. karakterisztikus polinomja fc(x) = = f!(k)'fz(x)
alaki, ahol az f (x> egy p-ed fokd, f_(x> pedig r-ed fokd

valds egyiitthatds fépolinom, akkor G elemeire tel jesiil a

n L n

p
G = 2A'G _ +D , ha nd>p+tr
i=1

-

rekurzid is, ahol az Ai egyiitthatdkat (1 5 i < p) az

P
£, = xP - 3 Ai.'xp_l egyenldségbdl dllapithat juk meg, a
i1
D pedig esgy fD(x) = fz(x) karakterisztikus polinommal
rendelkezd r—ed rendd linedris rekurziv sorozat, melynek
DP“""’DP*T kezddeéertékeit a



P
D =6 - 3 A *G _., ha ptl = n S p+r

) n
=1

képlet. szerint szamithat juk.
Ha

akkor (2) miatt D egy r—ed rendii linedris rekurziv sorozat
fD(x) = (x-1)', karakterisztikus polinommal, igy az (1)-ben
definidalt @ sorozat, a 2. Tétel szerint p+r -ed rendi

linedris rekurziv sorozat, ahol

£ (x> = [x" —g Atxp"} © (x-1)0",
L=t
igy a @6, ..., GP‘r kezdSértékek ismeretében egy p+r
ismeretlenes linedris egyenletrendszer megolddsdval a ag
explicit alak ja meghatirozhaté. Erre a [21 -ben lathatunk egy
“standard" el jarast a p=2, A’=A2=G‘=Gz=1 speciadlis esetben.
A leirtak alapjan kénnyen atgondolhatd, hogy ez a médszer az

altalanos esetben is kdvethetd.

Meg jegyezziikk, hogy specidlisan az
(€3 r=1, p=2, A!=A2=1

feltételek mellett M. Bicknell-]Johnson és G.E. Bergum
foglalkozott a G sorozattal [3]1 -ban. A tovabbiakban az r=1,
azaz b =a_ ha n>p feltétel melletti (] sorozattal
foglalkozunk, e;etleg utalva arra, hogy specidlisan a (&)
feltétel mellett hogyan addédik a [31-beli eredmények
némelyike.

Ismert, és a linedris rekurziv sorozat explicit alakja
segitségével kénnyen igazolhatd 4dllitas az, hogy ha a G
linedris rekurziv sorozat ro(x> karakterisztikus
polinomjanak x  egyszeres gytke, és Ix | > Ix | i=2,...,t

1 1
ahol t az chx) kiilonbdz8 gydkeinek a szama, akkor



- 25 -

G .
1im —82 = x_. Innen a (4> feltétel mellett adddik a [3]
«© »

i

n - 1

. . . 1495

~beli eredmény: 1 i m —a~i = .
n o ®

Szintén a [3] -ban szerepel a (4> feltételt kielégitd G

sorozatra a Gn = Gl'Fn_2+Gz°Fn_’+a0°(Fn—1) képlet, ahol

SR (e Bl e DR

‘azaz a Fibonacci sorozat n—edik eleme. A koévetkezd tétel

ennek egy altalinositasa.

3. TETEL. Definidljunk egy G sorozatot a ¢,,6_,...,0

1’ 727 P
kezd8elemekkel, Ax’Az""’Ap’ a, konstansokkal és a
P
v _Gn f Z A.L'Gn_i+a0 n>p)
¢ i=1
= e o]
rekurzidval. Legyenek tovibbi {Yn i} (i=1,2,...,p) p—ed
i ‘ n=1
rendi linedris rekurziv sorozatok, melyeket az A‘,Az,...,Ap

konstansokkal és

O ha n™i és 1 2 n S p

n, i ' 1 han=i és 1 s n<sp

feltételt kielégitd kezdd elemekkel definidlunk.

Ekkor, ha
n-1
S, = .2 Y. -
L=1
ahol y az 1. Tételben definidlt sorozat, akkor
p
Gn = 2 Gi.yn.\*aa.sn-l

i=1

tel jesiil minden n>p esetén.

Ratériink a tételek bizonyitisara.



AZ 1. TETEL BIZONYITASA: A téte]l feltételei ¢és a sorozatok
definicidi alapjan

P P
Gp*l = z Ai.Gp4l-i+Dp*l = 2 At.yp‘l-i+0pbl =
i=1 i=1
pe1
= -+ . = + )
Yp*! Yo Dpﬂ Yp*t 2 Ypssep-i D;
i=p+t

Tegyiikk fel a tovdbbiakban, hogy minden j-re (p{j<n) tel jesiil
a (3). Ezt és a sorozatok definicidit felhaszndlva (kiildénésen

figyelve az yvsorozat kezddértékeire) a p+1% n{2p esetben

nep-1 F
GP\ = z At'Gh~l+ 2 Al .Gn-l+Dn =
t=1 tsn-p
n~-p-~1 n-t p.
= 2 AL. Yn-l+ 2 yn—l‘p—i.Di + 2 Al.yn't+Dn=
t=1 i=ps1 t=n-p
P n-p=-1 n-t
= 3 ALY+ 3> > A“yh_“p_i'oi+D“ =
t=1 t=t i=p+1t
n~-t n-p-1%
= Yn * 2 2 At.yn-t*p~i'Di+Dn =
izp+t t =1t
n-1 P
= Yn+ E 2 Al'yn-l‘p~i.Di+Dn =
i=p+t t=1
n-1 n
= Y“+ 2 yh‘p_i'D.l-&yp'Dn = Yn+ 2 y‘_\‘p__i.’D.l
t=p+1t L=p+t

adddik.
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Ha n 2 2p, akkor hasonld atalakitiasokat végezhetliink:

P P n-t
Gn = z At.Gn—l+Dn = E AL. Yn-t+ z yn-l*p-i.Di +Dn =
t=1 t=1 i=p+1
P n-t
= Yn + 2 z At‘yn-l‘p-L‘Di+Dn =
L= i=p+1
n-1 P
= Yn + E z Al.yn-t¢p-i.Di+Dn =
i=p+1 t=1
n
= Yn + 2 yn*p—i.Di ’

i=zp+1t
mivel yP=1. Ezzel a tel jesindukcid gondolatmenete szerint az

allitas bebizonyitottuk.

A 2. TETEL BIZONY1TASA: Legyen f (x> =[] (x-x,) ¢ ahol

»

XypeonsX, zérustdl killénbdzd komplex szamok, kl,.‘.,k

olyan pozitiv egészek, amelyek &sszege r. Mint ahogy lattuk,

. Ppedig

ekkor Dn egy explicit alakja
L
- L ]
5) D=3 p n>x,
t=1
ahol pi(n) ki—l ed foku komplex egyiitthatds polinom.
Legyen =z egy tetszfleges szamsorozat, s definidl juk a

kévetkezd differencia operitorokat:

ij(zn) = zn‘i—szn
FX ¢z > =F [rk“ (z )]
X n X L n
i NR W |
ahol k>1  pozitiv egész és F! ¢z )>=F (z)
)(j n Kj n
Alkalmazzuk ezeket az (5) -beli Osszegre, majd  annak 1i.

tagjara:



i t
. = eyt
F, @3> =F |3 pmx'|= 3 pn+t1dex?"" =
J I li=s : i1

t t
- x, 2 pnxl = 3FF (pi(n)°x? ]
i=1 i=1 i

illetve

J pi(n)'x? =

ij[pi(n)'x?] = pi(n+1)°x?"—xj

= |p. (n+1)- i p. Cn) fexn*?
i X. 3 i

t

= qi(n)‘xr"

.

adddik, ahol qi(n) fokszama k. -1, ha imj; k‘~2 ha 1i=j

és k. ®1; ha pedig k =1, azaz p (n) konstans és i=j, akkor

k
qt(n)=0. Ez azt Jelenti, hogy ha Dn—re alkalmazzuk Fx‘ —-et,
1

k
majd a kapott kifejezésre F 2 -8t, ... s végil a t-1 -edik
2

lépésben kapott kife jezésre a Fx‘ operatort, akkor zérust
L

kapunk, azaz

t k{_

Nr > = 0.
xl n

=g

P
Ugyanakkor (1>-b&l D_=G_ - 3 A G __. ha ndp, tehat
izt
t k [
‘1 e, - 3 A -6
6> MFl| o - 3 A,
i=1 izt

=Q’

-1

ami azt jelenti, hogy a G elemei kielégitik ezt a p+r -ed

rendd rekurzidt.

P P P
Fe [On = 2 A0, =00y = 2 AG, =% 0 +x,* 3 A G =
’ iz i=1 i=g

p-1
= en+‘-(A‘ij]-c“ + 3 [x;a0-AL )e L exea0e

=1



ahol az egyiitthatdk rendre megegyeznek az
P

- o P p-i | - .
x xj) X 2 A x Cx=x (D €x)

=1
polinom egyiitthatdival. Innen és a (6)-bél mar kovetkezik,
hogy a (6)~beli rekurzidnak megfeleld karakterisztikus

filiggvény

t
k.
= - i = .
(x> =[] [x xj] £, (xd (x> (x.
j=1
A 3. TETEL BIZONY{ITASA: El8sz6r belat juk, hogy az

A1’A .,Ap konstansokkal, Y‘=Gi, Y2=Gz,..., YP=Gp

RPN
kezddértékekkel meghatirozott Y sorozat minden elemére

tel jesiil az
P
7> Y =306 Y

egyenliség.

Ha 1 £ n's p akkor

<.

|
Yn«= z Gi.Yn .= G Y =G .
i=1

. L n n, n n

Tegyik fel, hogy minden j-re, ahol 1 = j < n és p<n

tel jesiil (7). Ezt és az Y el8dllitasat felhaszndlva

P p P
1'“=§AJ-Y"_J =§Aj EGL.Yn—j.L =
ji=1 j=t =1
P P P
= 2 Gi z AJYn—j v z GL.YN,L
i=1 j=1 t=1
adddik, s igy a tel jesindukciod gondolatmenete alap jan

igazoltuk, hogy (7) minden n pozitiv egészre tel jesiil.
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(7)-et és a tétel feltételeit felhaszndalva, az 1. Tételbdl

n n

P
+ . = . -+ . =
n Yn z yn+p-i Di 2 g, Y i ao 2 yn*p—t
i=p+1 i=1 i=p+t

Q
]

P
= . + .

2 Gi Yn,i A Sn-l
i=t

Ezzel az allitiast bebizonyitottuk.
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