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KISS PETER™

A LUCAS SZAMOK PRIMOSZTOINAK EGY TULAJDONSAGAROL

ABSTRACT: (On a progerty of the prime divisors of Lucas
numbersJlLet (Rn) be a sequence of Lucas numbers defined
by RO=0, R‘=1 and Rn=ARh-‘+BRn_2 (n>1), where A, B are
fixed coprime non-zero integers. For a prime p (piB)
r(p)>0 denotes the rank of apparition of p in the

sequence, i.e. plR but p}Rm for 0<m<r(p>). We prove

rip)
that the mean values of the numbers p-/r(pd) and rl(pd/p,

for which r(p)sSx, are greater than [% - 5]°log x and

less than (1+£)(log log x>-/log x . respectively, for any

£>0 if x is sufficiently large.

Legyen R=(Rn), n=0,1,2,... , a Lucas szamok egy sorozata,

melyet az A,B zérustdl kiilénbdz8 rogzitett egészek, az

R = A°*R + B°'R (n>1)

n n-1 n-2
rekurzioéo és az Ro=0, R1=1 kezdd elemek definidlnak. A
toviabbiakban feltessziik, hogy az R sorozat nem degeneralt,

vagyis (A,B)=1 és a sorozatnak nincs Ro—tél kiilé6nb6z86 =zérus

eleme.

Ismert, hogy ha p egy primszim és piB, akkor van az R
sorozatban Ro—tél kiilénbdzd p-vel oszthatd tag. Ha nd0 és
len, de p*Rm az m=1,2,...,.n-1 indexekre, akkor az n indexet

P

a p prim eldforduldsi rend jének nevezziik az R sorozatban és

r(pd-vel jeldl jiik. Tehat ha piB, akkor r(pd) 1létLtezik és

w A kutatast (részben) az Orszdgos Tudomanyos Kutatdsi
Alap 273 sz. palydzata tamogatta.
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pir

nincs a sorozatban p-vel oszthatd tag, ha p|B és C(A,B)=1

reps® de p!Rt , i=1,2,...,r(pd-1. Az is jél1 ismert, hogy

Cilyenkor r(p)=o megdllapodissal €liink), tovabba p{B esetén
r(pdj(p — CD/P)D ,
ahol D=A%+4B és (D-p) a Legendre szimbolum (D/p>=0 a p|D
esetben kiter jesztéssel (lasd pl. D.H. Lehmer [41).
Az el&zlekbSl kiévetkezik, hogy r(p) S p—(D/p) S p+i, e;ért
nyilvan r{(pd/p < 1+% ¢ 2 minden p4{B primszim esetén. De [11
és [2] eredményeibdl kévetkezik, hogy r(pd-p Letsz&legésen’

kicsi is lehet. [3] —-ban r(p)/p atlagértékeire a kovetkezdket

kaptuk: léteznek C,» €, €4, €, pozitiv abszolut konstansok
ugy, hogy

. v x r(p) . X
> ©C Topx ¢ 2 B <% Tegw

psx
és
v (pd

N X r .

(2{ CG IBE_§ < E *62— < C4 X
r(p)Sx \

minden elég nagy x-re. Mivel az ‘x—nél nem nagyobb primek
szama aszimptotikusan x/log x és, mint. ahogy majd 1latni
fogjuk, az r(p) S x feltételt kielégitd primek szama legalabb
(1-£)x barmely £>0 esetén, ha x elég nagy, ezért (1) és (2)
jobboldalidbdl csak az kévetkezik, hogy r(pds/p &tlagértéke
kisebb mint egy konstans. A kdvetkezdkben jobb becslést adunk

r(pd)/p és p/r(p) dtlagértékeire. A kévetkezét bizonyit juk:

TETEL. Legyen x egy pozitiv valds szdm és (x> azon primek

szama, melyekre r(p) 3% x. Ekkor barmely £ > O esetén

3> 6?%7 . > F%ET > [% - c]' log x

rcplrix
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i ., r(p> ., log loz x
ca =%y 3 KR [1 + s] T
ri(pl)Sx
ha x>x(Ced.
A tételiink alapjan koévetkeztethetiink a Lucas szamok
primitiv primosztdinak nagysdgara is. Egy R Lucas szam

primitiv primosztd janak nevezziik a p primszamot, ha r(pd=n. A

tételiinkb8dl kovetkezik, hogy altalaban p > r(pd>*log x, vagyis

R_ primitiv primosztdira dltaldban p > n*log n. A Lucas
szamok legnagyobb primitiv primosztdira C.L. Stewart 61
hasonlé eredményt ért el, miszerint majdnem minden n

természetes szam esetén R, legnagyobb primitiv primosztdja

nagyobb mint gl(n)*n*Clog n)z/log log n, ahol g(n) egy
tetszdleges, €C(n) — 0, ha n— o feltételt kielégitd
fiiggvény. Stewart eredménye csak a legnagyobb primitiv
primosztdéra, a mi eredménytiink pedig minden primitiv

primosztdora vonatkozik.
Megemlit jiik, hogy a (3) egyenlStlenség egy gyengébb

forma jat. Révész Mariusz (51 is bizonyitotta, & az [% - s]

helyett egy konstans létezését bizonyitotta.

Ratériink a tételiink bizonyitasara.

A TETEL BIZONYITASA: A tovabbiakban feltessziik, hogy x egész

£ SN -vel pozitiv valds szamokat

szam, tovabba £, P

jeldliink, melyek tetszSlegesen kicsik lehetnek, ha x elég
nagy.

C.L. Stewart [7] bizonyitotta., hogy van olyan ng pozitiv

egész szam ugy, hogy minden n > ng esetén az R Lucas
szamnak van primitiv primosztdja. vagyis minden ng -nal
nagyobb n egészhez van olyan p prim, wmelyre rd{(pd=n. Ebbdl

kovetkezik, hogy

5> w(x) 2 x — n, > 1 - c‘)x.



Legyen p,,p,, ... a primszamok névekv8 sorozata. Ekkor

W(x) definicidja alapjan
W)

1, 1. .
<6 32 Fpyxt 2 pETgxc 3o
rtpl)Sy ripirSx i=1
Ismert, hogy
P, >n ¢ log n
minden n 2 1 esetén és ha y > 3 tetszbdleges valds szam,
akkor
; 2 . z
2 p= ;Til;““‘¢ 0 I‘x;“ »
pSy *log y og”y

ezért n=(x) és y=(x)*log 0(x) helyettesitéssel

[ATS ) 2
3 p 2 S Pz 1 -e —X 2

{=1 psy 2*1log y.

2 [% - 53}°(w(x))2'10g wix)

kévetkezik. Ebbdl viszont (5) és (6) alapjan

L _ . x)log (x) .,
2 ;gsy > [z 63] X wi(x) >
rtprSx

1 _ .
> [i 54)(log X (x)

adddik, amibdl (3) mar kovetkezik.
Most ratériink (4) bizonyitasara.

Mivel r(p) < p+1 a pi{B feltételt kielégitd primekre és

D 2 &= 1log logy + C + () [-—l;-] ,
pSy log”y

ahol C egy abszolut konstans, ezért (5) figyelembe vételével
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8> S E%El S MCCxd> + 3 % <
rcplISx FEYATE'S)
pSOCx)

. 2%
< [1 + 56] T5§_6(§7 N
ahol MNCe(x)> az (x> ~-nél nem nagyobb primszamok szamat

jeldli. Masrészt an(1+56)n'log n tetszdleges £,.>0 esetén,

ha n>nCe), ezért

o S rep) < x - S Lox-.31
P p p

rcprISx reprsu

PO %) ST IE'S]

adédik, ahol 3 % azon p primek reciprokisszegét jelenti,

melyekre
wix) < p 3 (1 + EG)‘w(x)'log Wwixd)

Igy (7> alapjan

> % < log log [(1+sﬁ)'m(x)‘log m(x)]—log log w(x) +

P !
0 (i)

De ha y elég nagy valds szam, akkor

log lo
. 7 = +
log log C(y*log yd> log [105 y [1 §og y ]] <
log lo
+ + . __§___s_x
< log log y +e D og y ’

ezért

1 . log loz w(x)
10> S 5 < Cl+e)d Tog o0

és (8), (9>, (10> alapjan

r(p> . (XD x*log loz m(x)]
2 p < [1 * 69] []05 oxy * Tog (O

rcpl)Sx

kovetkezik. Azonpan az



Ly = loi IOE t
og
X

Iy rd Py -~ (-2 L -
fliiggvény csodkkend, ha L > e”, ezért (5) és e < (1+s‘°)

alapjdn a

v(p) . . 1 log log x
3 i G B i (o e o)

rcpirItyx

egyenl&tlenséget kap juk, amibdl (4) mir kévetkezik.
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