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KISS PÉTER* 

A LUGAS SZÁMOÍC PRÍMOSZTÓINAK EGY TULAJDONSÁGÁRÓL 

ABSTRACT: COn a property of the prime divisors of Lucas 

numbersJLet be a sequence of Lucas numbers defined 

by R =0, R =1 and R =AR +BR „ Cn>l>, where A, B are O * i N N - L N - 2 ' 

fixed coprime non-zero integers. For a prime p Cp-fB> 
r(p)>0 denotes the rank of apparition of p in the 

sequence, i.e. P l ^ r ( p ) but for 0<m<r(p>. Ve prove 

that the mean values of the numbers p/rCp) and r(p>/p, 

less than Cl+e)(log log x>/log x , respect ively, for any 

c>0 if x is sufficiently large. 

Legyen R=(R^), n=0,l,2,... , a Lucas számok egy sorozata, 
melyet az A, B zérustól különböző rögzített egészek, az 

R = A'R . + B * R „ (n>l > n n-i r> - 2 

rekurzió és az R =0, R =1 kezdő elemek definiálnak. A o 1 
továbbiakban feltesszük, hogy az R sorozat nem degenerált, 
vagyis CA,B)=1 és a sorozatnak nincs R Q-t01 különböző zérus 
eleme. 

Ismert, hogy ha p egy prímszám és p+B, akkor van az R 
sorozatban R Q-tól különböző p-vel osztható tag. Ha n>0 és 
p|R , de p+R az m=l,2,....n-1 indexekre, akkor az n indexet r ' rí ' nrt 
a p prim előfordulási rendjének nevezzük az R sorozatban és 
r(p)-vel jelöljük. Tehát ha plB, akkor rCp> létezik és 

* A kutatást Crészben) az Országos Tudományos Kutatási 

for which r(p)^x, are greater than and 

Alap 273 sz. pályázata támogatta. 



- 16 -

p | R r ( p ) , de pfR^ , i=l,2,...,rCp)-l. Az is jól ismert, hogy 
nincs a sorozatban p-vel osztható tag, ha p|B és CA,B>=1 
Cilyenkor rCp)=<*> megállapodással élünk>, továbbá p-fB esetén 

rCp) jjCp - CD/p>5 , 

ahol D=A2+4B és CD/p> a Legendre szimbólum CD/p>=0 a p|D 
esetben kiterjesztéssel Clásd pl. D.H. Lehmer [4]). 

Az előzőekből következik, hogy rCp) ^ p-CD/p) £ p+1, ezért 

nyilván rCp)/p ^ ^ ^ minden p^B primszám esetén. De Cl] 

és [21 eredményeiből következik, hogy r(p)/p tetszőlegesen' 
kicsi is lehet. 131 —ban rCp>/p átlagértékeire a következőket 
kaptuk: léteznek c ^ c 2, c 3, c 4 pozitiv abszolút konstansok 
ugy, hogy 

r t „ R X , rr r C p ) s „ . X C 1> ci T S T ^ < 2 ~P < c 2 Tőg~x 
p^x 

< " -3- isrSr < 2 < - v « 
r(p)í* » 

minden elég nagy x—re. Mivel az x-nél nem nagyobb primek 
száma aszimptotikusan x/log x és, mint ahogy majd látni 
fogjuk, az rCp? £ x feltételt kielégítő primek száma legalább 
Cl-e)x bármely c>0 esetén, ha x elég nagy, ezért Cl) és C2> 
jobboldalából csak az következik, hogy r(p>/p átlagértéke 
kisebb mint egy konstans. A következőkben jobb becslést adunk 
rCp)/p és p/rCp) átlagértékeire. A következőt bizonyítjuk: 

TÉTEL. Legyen x egy pozitiv valós szárn és o(x) azon primek 
száma, melyekre rCp) ^ x. Ekkor bármely c > 0 esetén 

(3) h • 5 rfpT > {?. - ") ' * o(x) 
r (p) 
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s á r • 2 < (i • «) • l 0 f o i ° £ x 

r 

ha x>xCe}. 

A Lételünk alapján következtethetünk a Lucas számok 

primitiv prímosztóinak nagyságára is. Egy R Lucas szám 

primitiv prímosztójának nevezzük a p prímszámot, ha r(p)=n. A 

tételünkből következik, hogy általában p > rCpi'log x, vagyis 
R^ primitiv prímosztóira általában p > n'log n. A Lucas 
számok legnagyobb primitiv prímosztóira G.L. Stewart [63 
hasonló eredményt ért el, miszerint majdnem minden n 
természetes szám esetén R^ legnagyobb primitiv prímosztója 
nagyobb mint eCn)*n*Clog n)2/log log n, ahol c(n) egy 
tetszőleges, e(n) • 0, ha n • co feltételt kielégítő 
függvény. Stewart eredménye csak a legnagyobb primitív 
prímosztóra, a mi eredményünk pedig minden primitiv 
prímosztóra vonatkozik. 

Megemlítjük, hogy a C3) egyenlőtlenség egy gyengébb 

formáját Révész Máriusz [5] is bizonyította, ő az ^ — ej 

helyett egy konstans létezését bizonyította. 
Rátérünk a tételünk bizonyítására. 

A TÉTEL BIZONYÍTÁSA: A továbbiakban feltesszük, hogy x egész 
szám, továbbá e , c 2, ... —vei pozitív valós számokat 
jelölünk, melyek tetszőlegesen kicsik lehetnek, ha x elég 
nagy. 

G.L. Stewart 171 bizonyította, hogy van olyan n o pozitív 
egész szám ugy, hogy minden n > n esetén az R^ Lucas 
számnak van primitív prímosztója. vagyis minden n Q —nál 
nagyabb n egészhez van olyan p prim, melyre r(p)=n. Ebből 
következik, hogy 

(5) oCx) £ x - n Q > Cl - c ()x. 
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Legyen P t»P 2» ••• a prímszámok növekvő sorozata. Ekkor 
CJCX) definíciója alapján 

oc x ) 
<6> 5 rfpT > x 2 P • 2 Pi ' 

r CpJ^x r ( p ) S x i=l 
Ismert, hogy 

p n > n • log n 

minden n ^ 1 esetén és ha y > 3 tetszőleges valós szám, 
akkor 

p y 

ezért n=o(x) és y=oCx)* log toCx) helyettesítéssel 

oc x J 
I P, * 2 p & Cl - c > • * 2 * log y i. =1 p s y 

2 íj - c 3J'(oCx)) 2'log oCx> 

következik. Ebből viszont C5) és C65 alapján 

2 F ? p T > [h - • * < * > > 
r Cp)ÍK 

> [I - c 4]ciog X> *oCX) 

adódik, amiből C3> már következik. 
Most rátérünk C4> bizonyítására. 
Mivel rCp) ^ p+1 a p+B feltételt kielégítő prímekre és 

C7) J ^ = log log y + G + 0 
p^y 

[ ~ v | -

ahol G egy abszolút konstans, ezért Cíi.) figyelembe vételével 



— I P -

CS) 5 <; ncocx)) + I - < p ^ p 
r Cp)íx pSötx J 
p^OC x 3 

ahol nCoCx)) az caCx) —nél nem nagyobb prímszámok számát. 
< 1 1 + «.J* logC0<X> 

jelöli. Másrészt p^5Cl+ee)n* log n tetszőleges e
o
> 0 esetén, 

ha n>nCeo), ezért 

es» 2 -r22- * * * 5 ^ x - n p p p 
r C p J ^ x r C p J ^ x 
p>OC x 5 p>Ot x 3 

A 
adódik, ahol ]> — azon p prímek reciprokösszegét jelenti, 
melyekre 

oCx) < p 5 (1 + c >-oCx)* log o(x) . 

így C7) alapján 

2 ~ £ log log (ci+e^)«oCx)•log oCxjJ-log log oCx) + 

De ha y elég nagy valós szám, akkor 

log log Cy * log y> = log [log y [l+ l o f Q ^ Y j ] < 

< log log y + Cl+e7)*
 i 0fog 0y Y > 

ezért 

és C8), C 9 ) , CIO) alapján 

r(p)^x 

következik. Azonban az 



- 2 0 -

reo = ififeief-t 

függvény csökkenő, ha t > e°, ezért (5) és ^ < (l+e 1 0> 
alapján a 

2 < [i * ' „ } ' «c«»- ( i s h f ^ " i S , 1 ? 1 
rCp)í* 

egyenlőtlenséget kapjuk, amiből (4) már következik. 
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