PELLE BELA

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK AZ
ALTALANOS ISKOLABAN

*

RESUMEE: Geometrische Transformationen in der Schule,
Teil 2. Seit einiger Zeit verstirken sich die Versuche, den
geometrischen Unterricht in den ProzeR der Umgestaltung
und Modemisierung des mathematischen Unterreichts
dadurch einzubeziehen, dal den eindeutigen
(geometrischen) Abbildungen der Ebene auf sich, den
Transformationen, der ihnen gebiihrende zentrale Platz
eingerdaumt wird. Dem Vorschlag liegt ein axiomensystem
zugrunde, das aus dem Hilbertshen durch gewiesse
Anderungen entsteht. Die Hilbertschen Kongruenzaxiome
werden durch solche der Spiegelung ersetzt, durch
Zusammensetzung von Spiegelungen die Bewegungen
(Kongruenztransformationen)  gewonnen. Mit diesen
Transformationen untersucht man die Eigenschaften von
Figuren der Ebene. Diese Verhandlung mufB3 in der
Grundschule gegriindet werden. Der propideutische
Unterricht erarbeitet wesentliche Inhalte der Hilbertschen
Axiomengruppen der Verkniipfung, Anordnung, Parallelitit
sowie Sachverhalte der Kungruenzlehre (gleichlange
Strecken, gleichgrofle Winkel, Spiegelungen an Geraden).
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Im Teil 1. habe ich iiber die Lehrstoffe der Klassen 14
der Grundschule geschrieben. Im Teil 2. fasse ich die
Lehrstoffe der Klassen 5-6 zusammen.

Altalanos megjegyzés

A geometria tirgyalasanal a sik ponthalmazahoz olyan
transzformaciokat rendeliink, amelyek a sikot onmagara ké-
pezik le. Az alakzatokat a sik ponthalmazanak részhalmaza-
keént fogjuk fel. Az alakzatok tulajdonsagait a sik ponthalma-
zahoz rendelt transzformaciok segitségével allijuk ossze. A
targyalas soran tehat el6szor megismerjiik az egyes transz-
formaciokat, ezek alkalmazasit feladatokon gyakoroljuk,
majd az alakzatok tulajdonsagait a transzformaciok segitsé-
gével megvizsgaljuk.

Geometriai transzformaciok az 5. osztalyban

A tengelyes tiikrozéssel kapcsolatos néhany fogalom gya-
korlasara az adott tulajdonsagu pontok keresésénél nyilik al-
kalom. A két ponttdl egyenld tavolsagra lévé pontok keresé-
sénél megallapitjuk, hogy az az AB szakasz felez0 merdle-
gese. Az eddig tanultakbol azonnal kiovetkezik, hogy a felezo-
merolegesre az A, B pontpar tiikrs, tehat a felezGmerdéleges
tiikortengely.

A kozos pontbol kiindulo két félegyenestdl egyenld tavol-
sagra lévé pontokrol megallapitjuk, hogy azok a hajtasél pont-
jai. A hajtasél mentén osszehajtva a két egyenes fedésbe
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hozhaté. Ellendrizhetjiik, hogy a két egyenes pontjai a hajtas-
élre tiikrozve egymasba mennek at, tovabba a hajtasél felezi a
szoget. Eppen azért szogfelezének nevezziik. A szogfelezd te-
hat a sz6g szaraihoz tartozo tiikortengely.

Az 5. osztaly anyagaban koriilbeliil ezekkel tarthatjuk fenn
a folyamatossagot az als6 tagozat és felso tagozat kozott a
geometriai transzformacioknal.

Geometriai transzformaciok a 6. osztilyban

Tengelyes tiikrozés a sfkon.

A tengelyes tiikrozés egy sik pont-
A - Al jaihoz a sik pontjait rendeli a ko-
* vetkezo eloiras szerint: Egy tet-

szbleges A pontbdl merdlegest
hizunk a ¢ tengelyre és a tenge-

f lyen lévo T metszéspontbol fel-
B B e L .
——s meérjiik az A7 szakaszt a masik

félsikban a meréleges egyenesre.
Igy kapjuk meg az 4 pont A4’ tii-
¢ korképét.
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Tiikrozziik az ABCD négyszoget a t tiikortengelyre!

C\Z—‘

P‘-.
O\

Mondj igaz allitasokat!

a) a pontokrol és képeikrol;

b) a szakaszokrol és képeikrdl;

c) a szogekrol és képeikrol;

d) a szakaszokra illeszkedd egyenesekrél és képeikrél,
e) a tengelyek pontjairdl;

f) a tengely altal meghatarozott félsikokrol;

g)a pontokat és képeiket 6sszekotd egyenesekrdl.
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Ezek utan foglaljuk 6ssze a tengelyes tiikrozés alaptulajdon-

sagait!

1. A sik ponthalmazahoz a sik ponthalmazat rendeli.

2. A tengely pontjai fixek.

3. A félsikokat felcseréli.

4. A pontot és képét vsszekoto szakasz meroleges a tengely-
re, a tengely a szakaszt felezi.

5.Az eredeti és a képpontokat 6sszekoté szakaszok par-
huzamosak.

6. A tengelyes tiikrozés szakasztartéo és szogtarto transzfor-
macio.

7. Alakzat és képe egybevago.

8. Az alakzatok koriiljarast megvaltoztatja.

Gyakorlas

1. Négyzetracson adott egy pont és a tiikrozéssel kapott képe.
Jel6ld ki a tiikortengelyt!

Vilaszolj! .
¢ a) A sik barmely pontjanak a
képét meg tudjuk ezutan
i ﬁJ— rajzolni?

b) A pont és képe meghatirozza

& a tengelyes tiikrozést?

c¢) Egy pontnak egy képe van,
vagy tobb?
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Egy pont és képe a tengelyes tiikrozést egyértelmiien meg-
hatdrozza.

2.Adott a tengely, szer-
kessziik meg L

n»/

a) az AB szakasz képét; —

b) az a egyenes képét; / ¢ A
c) a C-bdl kiindul félegye- 8 ] /\C

nes képét

it

d) az ABC haromszog ké-
pét!

A tengely a tengelyes tiikrozést egyértelmiien meghatirozza.

3. Négyzetracson jeloljiink ki egy szakaszt! Keressiink olyan
tengelyt, amelyre tiikrozve a szakasz o6nmaga lesz a
tikkorképe.

Hany ilyen tengely van?

4. Rajzoljunk egy egyenest! Keressiink olyan tengelyt, amely-
re tiikrozve az egyenes sajat maganak a tiikkorképe lesz!
Hany ilyen tengely van?

Azokat az egyeneseket, amelyeknek képe tnmaga, invari-
ans egyeneseknek nevezziik.
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5. Négyzetracson jeloljiink ki két pairhuzamos egyenest! Huz-
zunk olyan egyenest, amelyre az egyik egyenest tiikrozve
a masik egyenes kapjuk! Hany ilyen egyenes van?

Megoldas: a két parhuzamos egyeneshez egy tengely-
egyenes van. Ezt a tengely-egyenest a két parhuzamos
egyenes kozépvonalanak nevezziik.

A kovetkezOkben a tengelyes szimmetrikus alakzatok tulaj-
donsagait vizsgaljuk meg a tengelyes tiikrozés segitségével.

A kor tiikros alakzat
A kovetkezo felépitésben targyalhatjuk:

a) Eszrevétetjiik, hogy a kor tiikros az atmérore;

b) A tiikr6zésbol megallapitjuk a hir és atméré kapcsolatat,
ezt Osszevetjiik az 5. osztalyban tanultakkal,

¢) Ravezetjiik a tanulokat az érint6 és sugar kapcsolatara.

Ezt elvégezziik pl. a kivetkezo felépitésben.

Hizzunk meg a korben egy tetszoleges atmérot! Hajtsuk
ketté az atméré mentén a kort! A két rész fedi egymast. Jelol-
jink meg az egyik félkoron tetszéleges pontokat. A hajtoga-
tas utan jeloljiik meg a masik félkéron a pontok megfeleloit.
Kossiik 6ssze a megfelel6 pontokat.

Mit tapasztalunk?
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AA', BB', CC'merdleges az at-

mérore. Mindegyik szakaszt fe-

7wl N, led az dmérs, tehdt AT, = 7.4,

BT,=TB', CT,=T,C'. A és A',

B T \B' B és B, C és C' szimmetrikus

az atmérore. Az egyik félkorbol

- f a masik félkort megkapjuk, ha a

¢ ¢ félkor pontjait tiikrozziik az 4t
mérore.

A kor atméroje a kormek tiikortengelye. A kornek minden
atméro tiikkortengelye.

Rajzoljunk a korbe egy hart! A kozéppontbdl rajzoljunk
merolegest a hirra!

Az el6zéek alapjan mondjunk 12

igaz allitasokat a harra és a ra
merdleges atmérore! » \

A hidrra merdleges atméro felezi
a huart A hur felezési pontjan
dtmend atmérdo merdleges a

hirra.
A hur felezémerdlegese atméro. /

Ellendrizziik, igazoljuk ezeket az allitdsokat az 5. osztalyban
tanultak segitségével!
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AA’ egy szakasz. A szakasz két végpontjabol egyenlo tavol-
sagra 1éve pontok mértani he- '

+
lye a szakaszfelez6 merdleges.
A kozéppont is ilyen tulajdon-
sagu, tehat a hurfelez6 merd-
leges atmegy a kor kozéppont-
jan. ;
A \/ 2]

A hir kozeledjen az atméro egyik végpontja felé!
AA’, BB’, CC' hiarok par-

t
huzamosak, merdlegesek az
atmercre, 4 és A', B és B’,
C és (' szimmetrikus tar-
sak. Az atméré végpontjat ,
jeloljiik P-vel. 4 s

Mi lesz P sAmmetrikus tar B\Y“‘L* e
sa? ¢ ¢

P szimmetriatarsa P, P fix-

pont, mert a tengelyen van.

P-ben hiizzunk merolegest az atmérore, mint tiikortengelyre.
Ez a meroleges a korbol P szimmetriatarsat metszené Ki.
Mivel ez P, igy a meroleges nem metszi a kort, csak egy
koz6s pontja van a korrel. Ez a meréleges egyenes, tehat
érintd.
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Milyen tulajdonsaga van az érintének és az atméronek a tiik-
rozés alapjan? Az atmérd és a végpontjaban hiizott érinté me-
réleges egymasra. Ha az atmérdnek csak az érintési ponthoz
tartozo felét tekintjiik, akkor az sugar.

Igy: az érinté merdleges az érintési pontba hiizott sugdrra.

Tiikros haromszogek

Az eddig tanultak alapjan raj-
zoljuk meg azt az egyenest,
amelynek pontjai egyenlo ta-
volsagra vannak az 4 és a B
pontoktol.

Milyen neveket adtunk ennek 4 B
az egyenesnek? Szakaszfelezd
meroleges, amely két ponttol
egyenld tavolsagra lévé pon-
tok mértani helye, két ponthoz tartozo tiikortengely.

Valasszuk ki a szakaszfelezo B
meroleges tetszoleges C pont- ¢
jat és kossiik ossze A-val és B-
vel. AC=BC, tehat az ABC
haromszog egyenld szdru ha-
romszog.
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Tiikrozziik az ABC haromszoget az alapfelez6 merolegesre!

Az A pont B-be Keriil, a B pont A-ba, C pedig C-be. Igy a

haromszog képe 6nmaga.

Az egyenld szdru hdaromszog tikros az alap felezomerdlege-

sére. Az alapfelezé meréleges tiikortengely.

Allapitsuk meg az egyenlészart haromszog tulajdonsigait a

tiikrozés alapjan!

1. A CAB szog képe CBA szog, tehat az alapon Iévd szogek

egyenlok,

2. Az ACT szog képe BCT szog, tehat a tiikortengely felez a
szarak szogét,

3. Az egyenlo szarti haromszog tiikkrtengelye meroleges az
alapra és azt felezi.

Az AB szakaszhoz tartozo tiikortengelyen jeloljiik ki azt a
pontot, amelynek A-t6l és B-tol a tavolsaga AB-vel egyenlo!

A haromszidg nem csak egyenlé szaru, hanem egyenld oldala
is, mert AB=AC = BC.

A tiikrozés alapjan (és az egyenl6 szaru haromszogrol tanul-
tak alapjan) az alapon 1évo szoégek egyenldk, tehat
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e

CAB <F = CBA—- .
Valasszuk most BC-t alapnak. BC szakaszfelez0 meroleges
atmegy az A cslicson, mert 4 egyenld tavolsidgra van a B és
C pontoktdl (4B = AC). Akkor a BC alapon lévo szogek is
egyenlok, vagyis:

CAB <F = BCA ¥ .

fgy: caB =¥ = CAB =¥ =BCA =F, vagyis az egyenl6 ol-
dali haromszog szogei egyenldk.

Igazoljuk, hogy az AC oldal is lehet alapja az egyenlo oldala
haromszognek!

Az AC szakaszhoz tartozé felezOmeroleges atmegy a B
cstcson, mert a B pont egyenlo tavolsigra van az 4 ésa C
pontoktél: 4B =CB. Hany tiikortengelye van az egyenlo olda-
1t haromszognek? (Harom.)

Foglaljuk 6ssze az egyenlo oldali hiaromszog tulajdonsdgait

1. Minden szoge egyenlo.

2. Harom tiikdrtengelye van.

3. A tiikortengelyek felezik a szogeket.

Meéréssel valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre!

Hany fokos az egyenld oldald haromszog egyik szoge? (60).
Hany fok egy haromszog belso szogeinek dsszege? (180).
Igazoljuk, hogy a nem egyenlo oldalii, egyenldé szard harom-
szognek nem lehet harom tiikortengelye!
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Ha BC = AC, de BC # AB, akkor az AC oldalhoz tartozo fele-
zOmeroleges nem megy at a B cstcson, mert B nincs egyen-
16 tavolsagra 4-t6l és C-tol. Hasonloan ez igaz a BC szakasz-
rais.

Mi kovetkezik a bizonyitasbol?

Az egyenl6 szard, nem egyenlé oldalii haromszognek 2 vagy
3 tiikortengelye nem lehet, csak 1.

Szerkesztések a tiikros haromszog tulajdonsagai alapjan

1. Szerkessziink olyan egyenlo szaru haromszoget (tiikros
haromszoget), amelynek az alapja 3 cm!
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' ~ Hany ilyen haromszoget
/ tudunk szerkeszteni?

/‘ Mondjunk igaz allitasokat

/ ezekre a haromszogekre!
/AN Emeljiik ki az igaz allits
yd sok koziil a kovetkezoket:

/ ',/ ’ - A tiikortengely felezi az
/. egyenl§ szari haromszog

alapjat.

f "8 - A tikdrtengely felezi az
\ / alappal szemkozti szoget

2. Felezziik meg egy adott 4B szakaszt!
- Elemezziik az 1. feladatot,
/ﬂ az segit a megoldasban!
v Egyenlé szarG haromszo-
geket kell az AB szakaszra
m rajzolni. Elég kettot meg-
< : L N\__ rajzolni. Ezek csticsait
a /B ssszekots egyenes lesz a
/ tiikortengely, amely felezi

< az alapot.
/ Ugy rajzoljuk meg a két

egyenlo szari haromszo-
get, hogy csilcsai tavolabb legyenek egymastoll Igy ponto-
sabban meg tudjuk rajzolni az egyenest.
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Az AB szakaszhoz megrajzolt tiikkortengelyt szakaszfelezo
merdlegesnek neveztik.

3. Felezziink meg egy sziget! Az el6z0 abrardl olvassuk le a
szerkesztést!

4. Szerkessziink 60°-os szoget!

Keressiink a tiikros haromszogek kozott olyat, amelynek 60°-
os szoge van! Ezt egyenlo oldal haromszognek neveztiik. Az
egyenld oldalit haromszognek csak egyik szogét kell meg-
szerkeszteni.

5. Milyen szigeket tudunk szerkeszteni szogmérd felhasz
nalasa nélkiil?

Ha 60°-ost tudunk szerkeszteni, akkor 300°-ost is tudunk,
ugyanis a 60°-0s szoghoz tartozo masik szogtartomany 300°-
0s, a 60°-0s szogbol 120°-0s is szerkesztheto.

A 60°-0s szog felezésével 30°-0s, majd ennek a felezésével
15°-0s szoget kapunk.

6. Szerkessziink 90°-0s szoget!

Egy egyenesen Kkijeloljiikk a )
180°-0s szog O csicsat. A4
szogszarakon 1év6 4, B pon-
tokbodl, O4 = OB, az AB alap-
hoz tetszbleges korzényi-
lassal egyenl6é szart harom- 3
szoget szerkesztiink. A O
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csticsot osszekotjiik a metszésponttal. Ezzel a 180°-0s szoget
megfeleztiik.

7. Szerkessziink 45°-0s szoget!
a) Felezziik a 90°-os szoget.
b) A 90°-0s sz6ghoz egyenlo szarti derékszogli haromszo-
get szerkesztiink. ‘

Tiikros negyszogek

Rajzoljunk fel nem egyenlé szarii hegyesszogl, tompaszogl
és derékszogu haromszogeket! Tiikrozziik ezeket egyik
oldalukra, a derékszigiit az atfogora. Négyszogeket kapunk.

A tiikortengely a négyszognek atldja lesz.
Az olyan négyszoget amelynek egyik atloja tiikortengely,

deltoidnak nevezzik.
A tiikrozés alapjan hatarozzuk meg a deltoid tulajdonsagait!
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- Két-két szomszédos oldala egyenlo.

- Két szbge egyenlo.

- A szimmetria atlo felezi a két sziget.

— A szimmetria atlé merdlegesen felezi a masik atlot.

Vizsgaljuk ezutin azokat a deltoidokat, amelyeket egyenld
szaru haromszogekbdl kapunk, az alapra torténd tiikrozéssel!
Olyan deltoidot kapunk, amelynek mindkét atloja tiikorten-
gely.

Ezt a deltoidot rombusznak nevezziik.

Figyeljiikk meg! A BC alaphoz a BA )
szar és a CD szar ugyanolyan szog g

alatt hajlik, tehat parhuzamosak.

Ellenorizziik!

Ugyanazért parhuzamos a C4 és BD 5

18,

A rombusz olyan deltoid, amelynek

mindkét atloja tiikortengely.

A tiikros haromszog tiikrozésébdl kovetkeztetiink a rombusz
tulajdonsagaira.

— Oldalai egyenlok.

~ Szemkozti oldalai parhuzamosak.

- Szemkozti szogei egyenlok.

— Atl6i felezik a szogeket.
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— Atl6i merSlegesen felezik egymast.

Tiikrozziink egy egyenld szara derékszogli haromszioget az
atfogojara!

A kapott négyszog atloi itt is smmmematengelyek

A négyszog tehat rombusz.
iy 4
Ly- 48

Vizsgaljuk a szogeit. Ezek derékszogek. A derékszogd
rombusz neve négyzet Ellendrizd az atlok hosszat. Ezek
egyenlok. Tovabbi tulajdonsigai megegyeznek a rombusz
tulajdonsagaival.

Ezutian a tiikros négyszigek tulajdonsagai alapjan szerkesz-
téseket végezhetiink.

A hirtrapéz

Rajzoljunk egy Kkort és rajzoljunk bele két hart, amelyek
parhuzamosak. Kossiik ossze a két huar felezési pontjat.

174



»A kor tiikros alakzat’-nal

7 tanultak alapjan mondjunk
‘ igaz allitasokat a parhuza-

mos hirok felezési pontjait
0sszekoto egyenesrol.
— A parhuzamos huarok fe-
/’ lezési pontjait Osszekoto
o v egyenes atmegy a kor ko-
zéppontjan.
— A parhuzamos htrok felezési pontjait 6sszekité egyenes az
atmeéro egyenese.
— A parhuzamos harok felezési pontjait tsszekoté egyenesre
a kor tiikros.
Prébaljuk bizonyitani, hogy a parhuzamos harok felezési
pontjait 6sszekoto egyenes atmegy a kor kozéppontjan!
Kossiik ossze a harok végpontjait! A kapott négyszog két ol-
dala parhuzamos, tehat trapéz. Oldalai egy kor hurjai, igy a
trapéz neve: hirtrapéz. Az eddig megismert tiikros négyszo-
geknél a tiikortengely a négyszog csicsain ment at. A hdar-
trapéznal van olyan tiikortengely, amely nem a csticsokon
meg at.
Hurtrapéz: olyan trapéz, amelynek van nem a csucsponton
dtmend tiikortengelye.

A kor tiikros tulajdonsaganak segitségével allitsuk Gssze a
hartrapéz tulajdonsagait!

1. Oldalai egy kor htirjai.

2. Szarai egyenloek.
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3. A kozos alapon 1évé szogek egyenlok.

4. Atléi egyenldk és a tengelyen metszik egymast.
Kisérletezziink! Rajzoljunk olyan hartrapézt, amelynél az
alapok egyenld tdvolsigra vannak a korkoézépponttol! Hany
ilyent tudunk egy koérben rajzolni? Mivel tobb ezeknek a
tulajdonsaga az elozo tulajdonsagoknal?

-
ST
. e r‘«

g /

AN e S +

A parhuzamos alapok egyenlok. Figyeljiik meg a szarakat is!
Ellendrizziik a tapasztalatokat!

Ennél a hirtrapéznal a szemkozti oldalak egyenlok és par-
huzamosak. Mivel 4B és CD szarak parhuzamos harok, ezek
felezési pontjait Osszekotd egyenes atmegy a kozépponton,
tehat tiikkortengely. Ezek a szarak is lehetnek alapok, igy az
ezen 1évo szogek is egyenlok. Ennek a hirtrapéznak minden
szoge egyenlo, egy szoge 90°-0s. A hirtrapéz téglalap.

A téglalapnak két olyan tiikértengelye van, amely nem megy
at a csticsokon, és felezi az oldalakat.

A téglalapok kozott lehet olyan, amelynek mind a négy oldala
egyenlo.

Az ilyen téglalapot négyzetnek nevezzik.
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A négyzetnek két cstcsponton atmeng és két nem csucspon-
ton atmend, tehat négy tengelye van.

Ezek utan szerkesztések végezhetok a hurtrapéz tulajdon-
sagai alapjan.
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