RIMAN JANOS
SPECIALIS POLINOMOK IRREDUCIBILITASAROL

ABSTRACT: (On the Irreducibhility of Special Polynomials)
In this paper we generalize or improve some earlier
irreducibility theorems. We prove the following theorem. Let

f.& < Z|x] be polynomials,
S(x):= lﬂl(x—a,.) and g(x):=cx+c,,

where m>2 a is natural number, a,,a,,...,a, are distinct
Integers, c,,c, are nonzero integers. The polynomial go f is
irreducible over the field of rational numbers Q if at least one
of the inequalities

le,|>2"g*(0)+1, max |a, —-a |> A(g(0),m)

1<i, j<m

is satisfied. (The definition of A(g(0),m) is in the paper.)

Dolgozatunkban R, Q, Z, N rendre a valds, a racionalis, az
egész és a természetes szamok halmazat, tovabba Z{x| az
egész egyiitthatdés polinomok gytrijét jeloli. Egy f polinom
fokszamanak jelolésére a degf szimbdolumot hasznaljuk.
Megjegyezziik még, hogy a dolgozatban a polinomokat valos

143



fiiggvényeknek tekintjiik, és ezért az analizisben szokasos
jeloléseket alkalmazzuk.

L Schur [7] problémafelvetése nyoman szamos dolgozat-
ban vizsgaltdk olyan gof alaku polinomok irreducibilasat,
ahol g € Z[x] egy (sziikségképpen) Q felett irreducibilis poli-
nom, mig f e Z [x]/>2L szami kiilonboz6 egész zérus-
hellyel rendelkez6 polinom.

Gydry Kialman és a szerzd a [2] dolgozatban tobb korabbi
eredményt javitott, illetve altalanositott a degg=1 esetben.
Cikkiinkben tovabb javitjuk ezeket az eredményeket
I=deg f esetén.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen m>2 termé-
szetes szam, g(0)=0 egész szam (a szobanforgd g polinom
konstans tagja), N:=[=1],

ke= k(=2 421351+ ) G5l v - 1)
tovabba

[

1g(0)}+1, ha m=23,
1g(0)|+2, ha m=4,
A(g(0),m) = T 1£(0), ha 5<m<8,
fﬂg&i,%[ﬂlz—), ha 9<m<l1l],
\lg—(zol+[k], ha m>12.

Tételiink bizonyitasahoz az alabbi lemmaikra lesz sziiksé-
giink.

1. LEMMA. (R.J. Levit) Legyen f,g € Z]x],
f(x)::lﬂ[(x—a,.) és g(x)=cx+c,,
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ahol c,,c, nullito! kiiléinbozo egészek és az a,-k kiilonbozé
egész szamok. Ha |g(0)| < k*(m), akkor go f irreducibilis Q
felett.

BIZONYITAS. Az 4llitas kozvetleniil adodik a [4]-ben sze-
replo 2. Tételbol.

2. LEMMA. (L. Weisner) Ha f és g az 1. Lemmaban sze-
replo polinomok és
e, |>2"g*(0)+1
vagy
max |a, —a,|>(3+4(m))|g(0))

1<i, j<m
ahol  A2)=A(6)=1, A(3)=4, A4)=6, A5)=3 és
A(m)=0, ham=>17, dgy go f irreducibilis Q felett, és az elsé
egyenlotlenségben g(0) nagysdgrendje mar nem javithato.

BIZONYITAS. Lasd a [10] dolgozatot.

3.1LEMMA. Ha fés g elozd lemmakban szereplo polino-
mok és
le,|>2"g*(0)+1 vagy max la,—a;|> A*(g(0),m)
<i,j<m

ahol

8O+, ha  m=23,
1g(0)]+2, ha m=4,

A*(g(0),m) =

(g(®,m) 1£(0)], ha 5<m<16,

2|g(O)+(8-2), ha m=217,
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akkor go f irreducibilis Q felett.
BIZONYITAS. Lasd a [2] dolgozatban.

TETEL. Legyen f,g € Z[x],
f(x)= ﬁ(x—a,.) és g(x):=cx+c,,

i=1
ahol c,,c, nulldtd] kiilonb6z0 egészek és az a, kiilonbézd
egész szamok. Ha
l[>27g7(0)+1  vagy max |a,—a,|> A(g(0),m),
LJ<m

akkor gof irreducibilis Q felett.

BIZONYITAS. Az m<8 esetek bizonyitisa megtalalhaté a
[2] dolgozathan. (Ezzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy a
szerz0 doktori disszertacidjaban tébb helyen lényegesen
egyszerusitette a bizonyitast.)

Legyen m>9. A 1. Lemma miatt elgendé a

max la,—a;|> A(g(O) m)

1<i,j

feltétel mellett bebizonyitanunk a tételben szereplo gof
polinom Q feletti ireducibilitasat.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az a,
szamok a, <a, <...<a, modon vannak elrendezve, és igy
max |a,~a,|=a,-a,. Az dllitissal ellentétben tegyiik fel,

1<i,j<m

hogy go f= NSy, azaz
(gof Nx)=c]l(x-a)+c, = £i(x)1,(x)

i=1
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minden x € R esetén. Ekkor £ (a,)f,(a,)=g(0) minden fre,

tehét f,(a,) | 8(0) és7,(a) | £(0).
Az 1. Lemma miatt azt is feltehetjiik, hogy |g(0)|> k*(m),
ahol '

k= k(my = (27 1[2])(3[2]+1)-(2[2]+ N - 1))
és itt N:= [ 5 ] Mivel £*(9)=45 és k*(m+1)>k*(m) min-
den m természetes szamra, igy a tovabbiakban mindig fel-
tessziik, hogy |g(0)|> 45.
(D Legyen elszor f-re vagy f,-re, példaul f-re
Ekkor

f@ifas S0
és a fenti egyenlitlenségek teljesiilnek f,-reis. Ha

A <a,—a, ||f(a)-fi(@)ls Z‘Eg,f]o)',

akkor
2|g(0)|
1 A‘I:: Zer A
ey k]
esetén f,(a,) = f,(a,), és igy f,(a)= f,(a,). Mivel minden
1<i <m természetes szamra | £, (a,)|< /| g(0)] vagy

| £2(a)I< 180,

és az [a,,a,] intervallum, ,kozepén” legfeljebb [2-1] szama

a, kivételével

vagy
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Ay —2"1—2<am—a1+m—4
2 2 2.
Példaul mindkét esetben az elso lehetséget valasztva

Ay met _ O]
T <aa 1)~ fi@) | <2 g,

amibdl

@ 1= 2E 2 g -7

esetén f (a,)= f,(a,) = f,(a,), és ezért

f,(a) = f,(a,)= f,(a), azaz f, és f, is azonos értéket vesz
fel legaldbb m—[2-1]>2 sz4mu kiilonb6z6 helyen, ami pél-
daul deg £, <2 miatt ellentmondas.

(ID Ezutan tegyiik fel, hogy f,-nek és f,-nek az a,,a, he-
lyeken felvett értékei koziil legalabb egy abszolit értékben
kisebb, mint [£]. Legyen példaul | £, (a,)|<[#].

@) Ha |f,(a,)|#g(0)], akkor | f,(a,)|< %*, és igy

A, <a,-a,||f(a,)-f (a)s == lg( LN +[k],

<a, -a,.

amib6l
&) 2.3:='§£29ﬂ+[k]

esetén f,(a)) = f,(a,), és ezért f,(a))=f,(a,). Ha degf, =1
vagy deg f, =1, akkor ez ellentmondas. Ha pedig deg f, >2 és
degf, 22, akkor léteznek olyan f",f; € Z[x] polinomok,
amelyekkel

fi(x)=(x~a)(x~a,)f (x)+b,
és
g( )

l

fi(0) = (x—a)(x-a,) f; (x) +=—=

148



minden x valos szamra, ahol b, € Z és 0<b, <[k]. Legyen
s:=[2+1]. Ekkor barmely s </ <m-s+1 esetén

Cn — vagy a,-a, 2 am;a,

és mindkét kiilonbség nagyobb vagy egyenlG, mint s-1.
Valasszuk példaul az elsé lehetoséget. Ha |f,(qa,)|#|g(0)| és
£ (a,)#0, akkor

O (k113171 81210, -l ~ a2 (0, - a) E2= >

T ) T N LR L N e P Y
2 472 T

v

a, —a,

ami
@ 2= ME©@2041-2)

m-4
mellett nem lehetséges. Azaz f,'(a,)=0, és igy f, (a)=5,
a.rmb()'l fz‘ (aj) =0 éS fz (ai) = "%}Q kovetkezik. Ha pedxg
| £,(a,)]|=|g(0)|, akkor f, (a,) =1, és ezért

y) —
S ca —a |l fy(a,) - fi(@)<TA],

2 2

amibél

5 As:=2[k]

esetén f,(a)=f,(a,) =52, és igy f(a)=/f(a,)=b,
tovabba £’(a,)=0 és f,(a)=0. Tehat f -nak és f,-nak
legalabb m-2(s—1) szamu a, zérushelye van, és ezért f, és

f, is legalibb m—2s+4 Kkiilonboz6 helyen b, illetve £2

értéket vesz fel, ami m—2s+4>2 és példaul deg f, <Z miatt
ellentmondas.
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(i) Ha |f,(a,)|=|g(0), akkor |f,(a,)|=1. Ismét két esetet
kiilonboztetiink meg.
Ha 2 <| f,(a,)|<[k], akkor

0
e <l £,
és igy
3o <a,-a | 1fia) - fula)s B,
amibol
6 Aérzl-ggﬂ

esetén f,(a,) = f,(a,), és ez | f,(a,)|=1 miatt ellentmondas.
Ha |f,(a,)|=1, akkor |f,(a,)/=g(0). Létezik legalibb egy
olyan a;, amelyre

a,-a -a,

a
a—a 2 vagy a,—-a z———:,

és mindkét kiilonbség nagyobb vagy egyenld, mint ["'2+

1.

Vialasszuk példaul a masodik lehetoséget. Ha

_180)]
a@)ls w05 [=2]-2

akkor

2 fafisa,-alf@)- fz(a>l<[l‘§(] L,
amibol
0 2= 2|g(0)] +2

7-=
CIEA
esetén f,(a,) = f,(a,) és ezért f (a)= f,(a,) kovetkezik. Ha
deg f, =1, akkor ez ellentmondas. Ha pedig deg f, >2, akkor
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létezik olyan f,” e Z[x] polinom és b, egész szam, amelyek-
kel
fz(x) = (x~am)(x_ai)f2"(x)+b2 ~

minden x € R szamra, tovabba |b,|=1. Mivel £,"(a,) # 0, igy
m+1
|8(O)|+121/,(a,) ~b,1la, ~ala, ~a,|> 2 ([ 2 ]- 1),
Tl

mellet nem lehetséges. Ha a fenti a,-re

Ifz(a)|>[lg(] O aior | ,6a)i< [’"“] 3,

és igy
T 1za e 1A@)- A@s [’"“} 2,

amibél £,(a,) = f,(a,), és ezért £,(a)= f,(a,) kovetkezk. Ha
deg f, = 1, akkor ez ellentmondas. Ha deg f, > 2, akkor létezik
olyan f” e Z[x] polinom és b, egész szam, amelyekkel

£ =(x—a)x—-a)f" (x)+b,
minden x € R szamra, tovabba |b,|=1. Ekkor |f, (a,)|=|g(0)|
miatt f,"(a,) =0, igy

1g(0)+121,(a,) - b,|2la, ~ala, - a]> 4, ([mgl]—l),

amibdl 4, = A, valasztassal ismét ellentmondasra jutunk.

Végiil legyen
Mg(0),m):=max{A,} és maxla,~a,|=a,-a >1(g(0),m).

1<ig9
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A A(g(0),m) ilyen valasztasa mellett minden esetben ellent-
mondadsra jutunk, tehat go f faloban irreducibilis Q felett.
Hatra van a A(g(0),m) értékének meghatarozasa. Felhasz-
nalva, hogy m=>9, |g(0)|>45 és [k]>6, az (1)—(8) egyenlo-
ségekbal egyszerii szamolassal adodik, hogy
Agm) = 2, EQ 2D

, had9<m<ll
és

/l(g(O),m)z/ls:=|—‘—g-(Eq)—|+[k], ha m>12.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. o
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