
RIMÁN JÁNOS 

SPECIÁLIS POLINOMOK IRREDUCIBHJTÁSÁRÓL 

ABSTRACT: (On the Irreducibhility of Special Polynomials) 
In this paper we generalize or improve some earlier 
irreducibility theorems. We prove the following theorem. Let 
f,g e Z[x] be polynomials, 

M 
andg(x):=cix + c0, 

J=I 

where m> 2 a is natural number, aua2,...,am are distinct 
integers, c0,c, are nonzero integers. The polynomial go f is 
irreducible over the Geld of rational numbers Q if at least one 
of the inequalities 

\cl\>2mg2(0) + \, max fa-a,|> A{g(0),m) 
\<,i,j<,m J 

is satisfied. (The definition of A{g(Q),m) is in the paper.) 

Dolgozatunkban R, Q, Z, N rendre a valós, a racionális, az 
egész és a természetes számok halmazát, továbbá Z[x\ az 
egész együtthatós polinomok gyűrűjét jelöli. Egy / polinom 
fokszámának jelölésére a deg / szimbólumot használjuk. 
Megjegyezzük még, hogy a dolgozatban a polinomokat valós 
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függvényeknek tekintjük, és ezért az analízisben szokásos 
jelöléseket alkalmazzuk. 

L Schur [7] problémafelvetése nyomán számos dolgozat-
ban vizsgálták olyan gof alakú polinomok irreducibilását, 
ahol g e Z[x] egy (szükségképpen) Q felett irreducibilis poli-
nom, míg / e Z [x] l > számú különböző egész zérus-
hellyel rendelkező polinom. 

Győry Kálmán és a szerző a [2] dolgozatban több korábbi 
eredményt javított, illetve általánosított a degg = l esetben. 
Cikkünkben tovább javítjuk ezeket az eredményeket 
/ = d e g / esetén. 

Vezessük be a következő jelöléseket Legyen m > 2 termé-
szetes szám, g-(O) 0 egész szám (a szóbanforgó g polinom 
konstans tagja), 

k, = *(«):= (2'-" i [ f ] ( i [ f ] +1).• - ( | [ f ] + N -1))4, 

továbbá 
'|£(0)|+1, ha m - 2,3, 

\g(0)\+2, ha m = 4, 

\g(ö)\, ha 5 </?2 <8, 
4([g(0)|+2[fr]-2) 

m - 4 

l*(0)l 
ha 9<m<\L 

+ [k], ha m > 12. 

Tételünk bizonyításához az alábbi lemmákra lesz szüksé-
günk. 

1. LEMMA. (R. J. Levit) Legyen f,ge Z[x], 
m 

/ ( * ) : = r i ( * - a i ) Z ( x ) = c ix+co> 
i=1 
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ahol c0,cx nullától különböző egészek és az at-k különböző 
egész számok. Ha |g-(0)| < k2(m), akkor go f irreducibilis Q 
felett 

BIZONYÍTÁS. Az állítás közvetlenül adódik a [4]-ben sze-
replő 2. Tételből. 

2. LEMMA (L. Weisner) Ha f és g az 1. Lemmában sze-
replő polinomok és 

\c,\>2mg2(0) + \ 
vagy 

max \a.-ay|>(3 + A(/w))|g(0)|, 1 <i,j<m 
ahol A(2) = A(6) = \, /1(3) = 4, A(4) = 6, A(5) = 3 és 
X(m) = 0, ha m> 1, úgy go f irreducibilis Q felett, és az első 
egyenlőtlenségben g{ 0) nagyságrendje már nem javítható. 

BIZONYÍTÁS. Lásd a [10] dolgozatot 

3. LEMMA Ha f és g előző lemmákban szereplő polino-
mok és 

\cx\>2mg2(0) + \ vagy max -a ,|> A*(g(0),iw) 1 <j,j<m J 

ahol 
'1^(0)1+1, ha /77 = 2,3, 
ls(0)|+2, ha /77 = 4, 
láf(0)|, ha 5 <m< 

ha m > 17, 
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akkor go f irreducibilis Q felett 

BIZONYÍTÁS. Lásd a [2] dolgozatban. 

TÉTEL.Legyen fygeZ[x\ 
m 

/(*):= f](x~a«) ésg(x)\ = c,x+cQt 
i=1 

ahol c0icx nullától különböző egészek és az cix különböző 
egész számok. Ha 

\cx\>2mg2(0) + \ vagy max \a, -a \> A(g(0),m), 1 <.i,j<m J 

akkor gof irreducibilisQ felett 

BIZONYÍTÁS. Az m < 8 esetek bizonyítása megtalálható a 
[2] dolgozatban. (Ezzel kapcsolatban megjegyezzük, hogy a 
szerző doktori disszertációjában több helyen lényegesen 
egyszerűsítette a bizonyítást) 

Legyen m > 9. A 1. Lemma miatt elgendő a 
max \a -a | >X{g(0 ) ,m) 1 <i,j^m } 

feltétel mellett bebizonyítanunk a tételben szereplő g o f 
polinom Q feletti ireducibilitását 

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy az at 

számok ax <a2 <...<am módon vannak elrendezve, és így 
max \ai-a\-am-aA. Az állítással ellentétben tegyük fel, 1 <Á,j<m ] 

hogy g o f - f j 2 , azaz 
m 

(g ° / X*)=c, n (* - ) + c o = A (x)/2 (x) 
1 

146 



minden x e R esetén. Ekkor = ^(0) minden /re, 
tehát / (f lOlgfl)) és/2(a,) U(0). 

Az 1. Lemma miatt azt is feltehetjük, hogy |g(0)|> k2(m), 
ahol 

k, = *(«): = ( 2 ^ i [ f ](i [f ] +1)-. .( i[f ] •+ N -1))'1 

és itt N: = . Mivel k2(9)=45 és k2 (m +1) > k2 (m) min-

den m természetes számra, így a továbbiakban mindig fel-

tesszük, hogy |g(0)|> 45. 
OD Legyen először fx-re vagy /2-re, például / - r e 

Ekkor 

I/, ( « í J U / i í O I ^ ^ 

és a fenti egyenlőtlenségek teljesülnek /2-re is. Ha 

[*] 
akkor 

(i) a ^ M 
[k] 

esetén /,(«,) = / i ( 0 » és így /2(g,) = / 2 ( 0 . Mivel minden 
1 < 7 < m természetes számra |/ t (a.)|< ^^(0)1 vagy 

és az [al5am] intervallum, „közepén" legfeljebb [ f - l ] számú 

a. kivételével 
A, y - 2 a - a , w - 4 _J_ + J H—• <a - a , 
2 2 2 4 w ' 

vagy 
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/L f - 2 am-a, m-4 —L + J <_j« -f <a -a,. 
2 2 2, 4 ' 1 

Például mindkét esetben az első lehetőséget választva 

amiből 

(2) A 2 ; = M + 2 Ä 

esetén / (a,) = / (am ) = / (aj), és ezért 
fiiai)~ / 2 ( 0 = /2(^1)» ^ ^ /1 és /2 is azonos értéket vesz 
fel legalább m - [f -1 ] > f számú különböző helyen, ami pél-
dául deg / , < f miatt ellentmondás. 

(II) Ezután tegyük fel, hogy / -nek és /2-nek az ax,am he-
lyeken felvett értékei közül legalább egy abszolút értékben 
kisebb, mint [k]. Legyen például I/,(a,)|<[Ar]. 

® Ha | / ( O I * l s ( 0 ) | , a k k o r | / ( f l J | < m és így 

Ii / ( o - z c ^ ^ + m , 

amiből 

o ) 

esetén / ( « , ) = / ( * „ ) , és ezért / 2 (a , ) = f2(am). Ha deg/, = 1 
vagy deg/2 = 1, akkor ez ellentmondás. Ha pedig d e g / > 2 és 
deg / 2 >2, akkor léteznek olyan /*,/2* e Z[x] polinomok, 
amelyekkel 

/ w = ( * • - X * - ) / ; (*)+bx 
és 

S(0) f2(x) = (x-al)(x-am)f2 (*)+• 
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minden x valós számra, ahol bx e Z és <[£]. Legyen 
s:=[f + l]. Ekkor bármely s<i <m-s+l esetén 

am - a. a-a, 
am-ax> — L vagy a. - a , > — 1 

2 ' ' 2 

és mindkét különbség nagyobb vagy egyenlő, mint s-l. 
Válasszuk például az első lehetőséget Ha l/O^OM^O)! és 
f * ( a i ) * akkor 

+ [k] -1 >|/, (a,) - A |>|a, - a, ||a.: - a J > (a, - a, ) 

+ 1 

^ a - j I ̂  i -V I x i i « í Ii«* rn » í ^ 2 

m 
J 

L = 
2 

f k z £ L > i ? = l A 4 ( 

ami 

(4) x . = 4(|g(0)|+2[*]-2) 
m - 4 

mellett nem lehetséges. Azaz /,*(#, ) = 0, és így / , (űr.) = Alf 

amiből /2*(a, ) = 0 és / , (út, ) = ^ következik. Ha pedig 

l/i(«,)l=ls(0)l. akkor /2 («,) = 1. é s e z é r t 

amiből 
(5) A5:= 2[k] 
esetén /2(fl í) = / 2 ( 0 = ̂ . é s fey / i f a ) = / i K ) = î» 
továbbá f*{at) = 0 és f*{ai) = 0. Tehát /,*-nak és /2

+-nak 
legalább tw- 2(5-1) számú űr,, zérushelye van, és ezért / j és 
/ 2 is legalább /w-2s + 4 különböző helyen illetve 
értéket vesz fel, ami w - 2 s + 4 > f és például deg/2 < f miatt 
ellentmondás. 

149 



(ii) Ha \Mam)\=\g(0)l akkor | / 2 ( O I = l - I s m é t k é t e s e t e t  

különböztetünk meg. 
Ha 2<|/1(a,)|<[*], akkor 

[k] 2 2 

és így 

amiből 
(6) V - ^ + l 
esetén /,(<?,) = f2(am), és ez |/2(<zm)|= 1 miatt ellentmondás. 

Ha | / , (a,) |=l , akkor |/2(a,)|=|^(0)|. Létezik legalább egy 
olyan a., amelyre 

am -a. a_- úr, a,, - a , > " vagy - a . > 
2 ' 2 

és mindkét különbség nagyobb vagy egyenlő, mint [^1] -1 . 
Válasszuk például a második lehetőséget Ha 

I f (q )|< lg«»! 

akkor 

amiből 
(7) A 7 : = Ä + 2 

7 

esetén f2(a.) = /2(am) és ezért f f á ) = fx{am) következik. Ha 
deg/2 = 1, akkor ez ellentmondás. Ha pedig deg/2 >2, akkor 
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létezik olyan /2*+ G Z[X] polinom és b2 egész szám, amelyek-
kel 

fl (*) = (X~a
m )(X - ai )fl (*) + b2 

minden jc e R számra, továbbá \b2\= 1. Mivel f2 (ax) * 0, így 
m + 1 

ami 

(8) 

|^(0)|+1 >\f2 (a} )~b2\ >|aw - a, ||at - a,. |> 

; ._|g(0)l+l /Lo . — 

VL 
1 . 

mellet nem lehetséges. Ha a fenti a -re 

akkor |/,(a,)|< 

es így 
w + 1 

w + 1 
2 

w + í 

- 3 , 

- 2 

amiből / 0 , ) = /(úíj), és ezért f2{at)~ f2(ax) következik. Ha 
deg fx = 1, akkor ez ellentmondás. Ha deg/, >2, akkor létezik 
olyan /** G Z[X] polinom és egész szám, amelyekkel 

/1 (*) = X* - a x ) / " (*) + 
minden x e R számra, továbbá |£3|=1. Ekkor l/iCOHáK0)! 
miatt / " ( a j * 0, így 

amiből /L = AS választással ismét ellentmondásra jutunk. 

/ w + 1 \ 
- 1 

V 2 J 

Végül legyen 
Mg(0),m) = és rnaxlűíj ~aJ]=am~ax >X(g(0)tm). 
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A 1(^(0),m) ilyen választása mellett minden esetben ellent-
mondásra jutunk, tehát go f falóban irreducibilis Q felett 

Hátra van a A(g(0),m) értékének meghatározása. Felhasz-
nálva, hogy m> 9, |g-(0)|>45 és [ÄT]> 6, az (1)—(8) egyenlő-
ségekből egyszerű számolással adódik, hogy 

X{ g { Q ) ,m ) = X h a 9 < íw á 11 
m-4 

és 

A(g(0),m) = Á3:= ha m> 12. 

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük. 
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