ROKA SANDOR

RAY-CHAUDHURI-WILSON TiPUSU EGYENLOT-
LENSEG HARMAS METSZETEK ESETEN

ABSTRACT: (On an inequality of type Ray-Chaudhuri-
Wilson in the case of triple intersections) Let L be a set of a
nonnegative integers and F a family of subsets of an n-
.element set X. Suppose that for any two distinct members
A,B € F we have |4~ Ble L. Assuming in addition that F is
uniform, i. e. each member of ¥ has the same cardinality, a
celebrated theorem of D. K. Ray-Chaudhuri and R. M. Wilson
[3] asserts that |F|< (7).
We prove a statement similar to the theorem. Let F be a
family of subsets of set X having n elements. If for each

AB,CeF A#B#C |AnBnC(|<t, then |Fls(%—)-('t’).We
{
give the construction of a set system for # =2, close at the

bound given in the theorem.

Ray-Chaudhuri-Wilson egyenlétlenség [3] Az n-elemf(
X halmaz k-elemi részeinek egy csaladja F, és
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L=(,r,,...,1,), ahol az r, szamok nemnegativ egészek. Ha
VA,BcF, A+ B esetén |An B|e L, akkor |F|< ().

Ennek egy valtozata a kovetkez6 tétel [5]:

Ha az n-elemd X halmaz A4 ,4,,.,4, részhalmazai
Sperner-rendszert alkotnak, és |4, n4,|<s, 1<i<j<m ese-
tén, akkor m< (7).

Mindkét allitasbol kovetkezik, hogy ha egy n-elemli X
halmaznak 4,,4,,...,4, olyan k-eleml részhalmazai, hogy
|4, nA,|<s,1<i<j<m,akkor m<(").

A dolgozatban ez utobbi allitasnak egy modositasat vizs-
galjuk.

TETEL: Ha egy n-elemii X halmaznak A,A,.. A, olyan 3-
elemd részei, hogy |4 "4, n4,|<1, 1<i<j<k<m, akkor
m<+n(n-1), s nagysagrendjében ez a becslés pontos.

Bizonyitas: Tekintsiik az X halmaz 2-elemii részhalmazait.
Egy ilyen halmaz a metszetfeltétel miatt legfeljebb két 4 -nek
része. Mivel egy 3-elemili halmaznak harom 2-eleml része
van, igy A-k 2-elemi részeit leszamolva az X halmaz 2-ele-
mi részeinek mindegyikét legfeljebb kétszer kapjuk meg, te-
hét 3m<2(7 ).

Lassuk be, hogy ha m=cxn®*, £>0, akkor az 4,,4,,..., 4,
halmazok még tovabbiakkal bovithet6k. Egy 4, halmaznak a
3-elemi részhalmazok koziil legfeliebb 3(n-3) db masikkal
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vett metszete 2-elemd, tehat ezekbdl legfeljebb az egyik sze-
repelhet az A4, 4,,..., A, rendszerben. Valamint az kell még
megfigyelni, hogy minden mas 3-elemii halmaz A4 -hez képes
#j0”, azaz egy »j0” A’ halmazra |4 ~ A"~ 4,|<1 teljesiil. fgy,
ha m+m*3(n- 3)<( ), akkor van olyan 3-elemf(i halmaz,

amely az 4, 4,,..., 4, halmazok mindegyikéhez »j0”, s igy ez-
zel bovithetjiik a rendszert. Ez az egyenlotlenség a fenti m ér-
ték esetén elegendden nagy n-re mar teljesiil.

Tehat valéban, nagysagrendjében pontos az m<in(n-1)
becslés. A kovetkezokben konstrualunk a tétel feltételeit kie-
légité halmazrendszert. Az els6 konstrukcioban m értéke
nagysagrendjében »n*?, mig a masodik konstrukcié kozel van

(n-1)°
4 ]
Erdos Paltdl szarmazik a kovetkezo probléma [1]: Adott »
pont a sikon (melyek kozott nincs harom kollinearis), és min-
den pontharmas koré kort irunk. Mennyi a maximalis szama
az egységsugarii koroknek? Jelolje ezt a maximumot f(n).

a megadott felsékorlathoz, ott m= [

Erdés igazolta, hogy 3—;’1 < f(n) <n(n-1). Elekes Gyorgy [2]
egy szellemes  konstrukciéval megmutatta, hogy
f(n)=cxn’? és megjegyz, hogy valdszinlileg nagysagrend-
jében ilyen a pontos korlat. Az n-pontbdl allo halmazt jelslje
X, s azon pontharmasokat, melyek koré irt korok sugara 1
egység: A, 4,,...,4,. Ezek — mint kénnyen lathato — kielé-
gitik a tétel feltételeit. Ezért mondhatjuk, hogy

f(n )< nin-1) . Sajnos a tétel és Erdds problémaja kozti kap-

csolatbol nem vonhatd le olyan kovetkeztetés, mely az egy-
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ségkorok szamara vart c*n*? felsé becslést kétségbe vonna.
Elekes konstrukcidja lehetoséget nyujt a tételben megszabott
feltételeket kielégité halmazrendszer megadasara.

1. konstrukci6: Tekintsiik az l-elemid H =(q,,qa,,...,a,) halmaz
2-elemii részeit. Ezekbdl, mint elemekbdl alljon az X halmaz,
melynek A, A,,...,A részhalmazai {(a,,a,),(q, ), (a,,a,)}
alakaak. Ezekre teljesiil a tételben kiszabott metszetfeltétel.
|X|~—-({2 )=n, m:(é), tehat m < cxn*?.

Az 1988-as Kiirschik verseny [4] 2. feladata az altalunk
vizsgalt halmazrendszerhez hasonloval foglalkozik, az oftt
megadott konstrukcio az alabbi.

2. konstrukcié: Legyen X =(1,2,3,...,n), az A, 4,,..., 4, hal-
mazok az (a,b,a+b) alakii harmasok, ahol 1<a<bd és
a+b<n.

A tételhez hasonloéan bizonyithato: Ha egy n-elemi
halmaznak A4,,4,,...,4, olyan s-elemd részei, hogy

m

|4 ~A, " A4,|<t, akkor m< (—i—)*(? ), s nagysagrendjében ez
t
a becslés pontos.
Tovabbi vizsgalatok targya lehetne ilyen tulajdonsagu hal-
mazrendszer megadasa, s a bevezetoben emlitett Ray-

Chaudhuri-Wilson egyenldtlenséggel analég, harmas met-
szetekre vonatkozo allitas bizonyitasa.
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