PHAM VAN CHUNG

EGY KLASSZIKUS PROBLEMA ALTALANOSITASA
II.

Abstract: (A generalization of a classical problem IL). In the
present paper we solve a generation of a classical problem.
The problem was dawn first up in the ”"Annales de Math.”
([8], p. 220.). Since that time this problem, i.e. the solution of
the congruence x*> = x (mod m"*), was investigated by several
authors, the first solution of it was given by M. Tédenant {8]
in 1814. Our purpose is to generalize this problem by solving
the congruence x" = ax* (mod m*), where n,a,s,;m and k are
given natural numbers. We give the number and the explicite
form of the solutions; and show some properties of them in
some special cases. For example, in the case (n-1,¢(m)) =1
we solve the congruence x” =x (modm*) and give some
properties of this.

1814-ben az »Annales de Math.” c. folydirat azt a problémat
vetette fel, hogy »Melyek azok a természetes szamok, ame-
lyeknek négyzete ugyanarra a k-jegyl szamra végzodik, mint
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az eredeti szam?”. Ezt M. Tédenant [8] oldotta meg és igazol-
ta, hogy két nem trividlis megoldasanak oOsszege 10* +1.
Azéta tobben foglalkoztak ilyen, illetve hasonlé problémaval
(lasd L. E. Dickson [4]). Ez a probléma az
x? =x (mod m*)

kongruencia pozitiv megoldasanak keresését jelenti. [10]-ben
foglalkoztunk egy altalanosabb problémaval, nevezetesen
megoldottuk az x* = ax (mod m*) kongruenciat; megadtuk a
megoldasok szamat és a megoldasok explicit alakjat, valamint
egy eljarast a kongruencia numerikus megoldasara.

A probléma még a kovetkezoképpen altalanosithato:
»Melyek azok a természetes szamok az m-alapit szamrend-
szerben, amelyeknek az n-edik hatvanya ugyanarra a k-
jegyll szamra végzodik, mint az eredeti szam s-edik
hatvanyanak a-szorosa?”, azaz keressiik az

x" = ax® (mod 10)
kongruencia pozitiv egész megoldasait.

A kongruencia specialis eseteivel sokan foglalkoztak, kiilo-
nosen az m=10 esettel. Egy altalanos eredményt C. P.
Popovici [7] adott meg, mégpedig az x"=x (mod m")
kongruencia megoldésainak explicit alakjaval. Altalanos m
esetén az x"=x (modm*) Kongruenciaval P. Kiss [5]
foglalkozott. Megadta a kongruencia megoldasainak szamat
és a megoldasok explicit alakjat.

Tobben foglalkoztak a kongruenciank x” = x (mod n) spe-
cialis esetével a pszeudoprimszamokkal kapcsolatban. (Pél-
daul R. D. Carmichael [2], A. Korselt [6], M. R. Chapson [3]
és P. Bachmann [1].)

Ebben a II. cikkben explicit alakban megadjuk a
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x" = ax’ (mod m*)

kongruencia nem til nagy abszolit értéki megoldasait, vala-
mint a megoldasok szamat. Megmutatjuk, hogy az s=1 eset-
ben elegendd az n< p(m*) esetet, tovibba az a=1 és
(n-1,p(m))=1 egyiittes fennallasa esetén az n=2 esetet
megoldani. Ezutdn vizsgaljuk a megoldasokat altalaban.

Miel6tt ratériink az
)] x" = ax* (mod m)
kongruencia megoldasara, néhany specialis esettel foglalko-
zunk.

1. Tétel: Ha (a,m) =1 és n=ko(m) +r (¢ az Euler-fiiggvény)
és 0<r<e(m), akkor a kovetkez6 két kongruencia
ekvivalens

) x" =ax (mod m)

3 x" = ax (mod m).

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy az elsé kongruencia meg-
oldasai kielégitik a masodikat és viszont.

Legyen x, egy megoldasa a (2) kongruencianak, tovabba
(x,,m) = d. Ezek alapjan léteznek x, és m, egészek, melyekre
X, =dx;, m=dm, és (x,,m,) = 1. Ezeket (2)-be helyettesitve és
d-vel osztva

x'd"" = ax, (mod m,).
De (x,,m)=1 miatt mindkét oldalat x,-gyel osztva kapjuk,
hogy

(x,d)"" =a (mod m,).
Ez csak agy allhat fenn, ha (x,d,m,) = 1, mivel (a,m) = 1.
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Mivel (d,m,) =1 folytan ¢(m) = ¢(d)-p(m,), igy a bal oldal
tovabb alakithato, felhasznalva az Euler-Fermat tételt:

(x,d)"" = (x,d)O" (x,d)" = (x,d)""(mod m,).
Tehat a fenti kongruencia a kovetkezore redukalodik:
(x,dy" =a (mod m,).

Itt d-vel szorozva mindkét oldalt és a modulust is, majd x,-
gyel szorozva a két oldalt és , ill. m,d helyébe visszairva x,-t,

ill. m-et, az
Xy = ax, (mod m)

kongruenciat kapjuk, mivel igazoltuk a tételt az egyik irany-
ban.

Ha x, megoldasa a (3) kongruencianak, akkor az el6zoek-
hez hasonldan lathat6 be, hogy megoldasa a (2)-nek is.

Ezutan bebizonyitjuk a kovetkezo tételt, amely bizonyos
esetekben egyszertisitheti a szamitasokat.

2. Tétel: Ha (n - 1,¢(m)) = 1, akkor az

4) x"=x (mod m)
és az
(= x’=x (mod m)

kongruencia ekvivalens.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy x, megoldasa a (4) kongru-
encianak. Mivel (n—1,¢(m))=1, léteznek olyan v és u
természetes szamok, amelyekre
(6) v-(n-)=u-@(m)+1.

Mint az el6z6 tétel bizonyitasaban, ha (x,,m) = d és a felhasz
nalt jeloléseket tartva (4) atalakithat
™ (x,d)"'=1 (mod m,)
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alakra, ahol (x,d)™" =1 (mod m,)
(6)-ot a (7)-be helyettesitve

1= (x,d)*? = (x,d)""™" = [(x,d)*"|"-x,d = x,d (mod m),
mert (x,d,m,)=1 miatt g(m)= p(md)= ¢(d)-¢(m,), amibol
(x,d)”™ =1 (mod m,). Tehat xd=1 (mod m,). Ezt d-vel
végigszorozva, azutan mind a két oldalt x,-gyel szorozva és
x,d helyére x -t visszairva x? = x, (mod m) adodik, amivel a
tétel elso részét bebizonyitottuk.

Viszont, ha x, megoldasa az (5)-nek, akkor ez kielégiti a
(4)-etis. Ugyanis x. = x, (mod m) miatt n>2 esetén

2

n __ n-2 B2 Y B B -
Xg =Xy X, =X, X, =%, =--=x, (mod m).

Megjegyzés:

1. Tetszbleges ara az (n—1,p(m)) =1 feltétel teljesiilése
esetén nem mindig ekvivalensek az x" =ax (mod m) és
x>=ax (mod m) kongruencidk. Példaul a=3, n=4 és
m=10 esetén x*=3x (mod 10) és x?>=3x (mod 10)nem
ekvivalensek. Hiszen x =8 (mod 10) megoldasa a masodik
kongruencianak, de nem elégiti ki az x*=3x (mod 10)
kongruenciat.

2. Ebbdl a tételbol kovetkezik, hogy az (n—1,p(m)) =1
esetén minden x? = x (mod m) kongruenciara vonatkozo té-
tel érvényesiil az x" =x (mod m) Kongruenciara is. Ezért
igaz példaul a kovetkezo:

3. Tétel: Ha (n — 1,p(m)) =1 és m= P4 ... P* akkor az
x"=x (mod m)
kongruencianak
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(i) osszes megoldasa u?® (mod m) alakd, ahol uv=m és
(uv)=1;

(i) 2° inkongruens megoldasa van;

(iii) az inkongruens megoldasok osszege 2°'-gyel
kongruens mod m.

Bizonyitas: A 2. Tétel miatt elegend6 csak az
x*> =x (mod m) kongruenciat megoldani. A tovabbiakban u
és v mindig olyan szamokat jelentsen, amelyekre u.v =m és
(u,v)=1.

(i) Konny( belatni, hogy x =u®” (mod uv) megoldasa az
x*> =x (mod m) kongruencidnak. Még azt kell igazolni, hogy
minden megoldas »”* alakban irhatd (mod m). Valéban ha
x, kielégiti az x*>=x (mod m) Kongruenciat, akkor
u = (x,,m) jeloléssel vannak y, és v egészek, amelyekre

x=uy, és m=u-v, ahol (y,,v)=1.
Ezeket az x*> = x (mod m) kongruenciaba behelyettesitve az
(y,)" = uy, (mod u-v)
kongruenciahoz jutunk, amibdl (y,,v) = 1 miatt
uy, =1 (mod v).
Innen (u,v) =1, tovabba y, = u*”" (mod v). Tehat
x,=u®™ (mod uv)
alaka, amit kivantunk.

(ii) A bizonyitas a [10]-ben 1évo 4. Tételhez hasonld,

(i) A tétel (i) allitasa alapjan m=wuv, (u,v) =1 felirassal, ha
x, =u” (mod m) egy megoldas, akkor x, =v** (mod m)
egy masik megoldas. Mivel (u,v) =1, igy

w1 v*® =1 (mod u.v).
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(ii) miatt 2°! ilyen megoldaspar van, ezért a megoldasokra
21-1

> x,=>1=2"" (mod m).

Most ratériink az altalanos esetre.

Oldjuk meg a
€] x"=a-x’ (mod m); (a,m)=1
kongruenciat. Megmutatjuk, hogy elég csak az n>s esetre
szoritkozni. Ha ugyanis (a,m) =1, akkor (8) mindkét oldalat

#m-1_gvel beszorozva
a @(m)—-1

a
x" = a*.x* (mod m)
Innen (a,m) =1 miatt ¢ =1 (mod m). Ezért (8) alakja
x*=a’-x" (mod m), ahol a’=a?™"’

lesz, amelyet kivantunk. A megmaradt n=s esetén a meg-
oldas trivialis.

Tehat a tovdbbiakban legyen n>s és m= Pf.pA...p~
(P, =2). A (8) kongruencia ekvivalens a

x"=ax’ (mod 2%)

x"=ax* (mod P") i=12,...r
kongruencia-rendszerrel.
Az
) x"=ax’ (mod P%) i=12,...r
kongruenciabdl
10) X*(x"*—a)=0 (mod P%).

De (x*,x"* —a)=(x*,a) és (m,a)=1 miatt x* és x"° —a ko-
ziil pontosan csak az egyik oszthato P-vel. Ezek alapjan (10)-
bol

(11) x*=0 (mod P%)
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vagy
1z x"*=a (mod P").

a) Tekintsiik a (11) kongruenciat! Nyilvan, hogy en-
nek megoldasa

X= R,""-t (mod R""), ahol v, =|:

k. +s~1
-
ést=12,. p",i=01---r.
b) Ezuan (12) kiovetkezoképpen oldhaté meg. Ha &, <2, ill
P, >2, akkor az x"* =a (mod p}') kongruencia primitiv gyo-
kok segitségével visszavezethet6k (n-s)y, =5, (mod @(P*))
alak(l kongruenciara, ahol y, és b sorrendben indexei az x-
nek és a-nak. Ezek alapjan a megoldasok szama
b {d =((n-9),p(B")), ha dip,
' o, kiilonben.
k,>3 esetén legyen c=2 és c¢,=2%7. Ekkor az
x"*=a (mod 2*) Kkongruencidhoz létezik » és b,, hogy
a=(-1)"-5* (mod 2*), tovabba létezik y és y,, hogy
{(n—s)ysb (mod ¢)
(n-s)y,=b, (mod ¢,)
x=(-1)"-5" (mod 2*) (lasd [9]). Ebben az esetben a
megoldasok szama
d-d,, ha d=(n-s,0)lb ésd,=(n-s,,)b,,
o~ {O, egyébként.
ha d = (n-s,¢)|b egyébként.
és d, = (n-s,¢))\b,,
Az eloz6 jeloléseket hasznalva kapjuk a kovetkezo tételt:
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4. Tétel: Az
x"=a-x* (mod 2% P%... P%) (a,m)=1
kongruencia inkongruens megoldasainak szama
M =(Dy+ B D+ B D, + PE),
Nézziikk meg ezutan a (8) kongruencia altalanos meg-
oldasat! s
Elészor bizonyitas nélkiil kozliink két segédtételt, amelyek
Kiss Pétertol [5] szarmaznak.

1. Segédtétel. Tetszbleges m>1 és k természetes szamok
esetén
o(m*)>k.
2. Segédtétel. lLegyen M =g,-g9,---q,, ahol g >1 és

4,9, -q, paronként relativ primek, tovabba Q, = M Ekkor

307 =1 (mod M*).

j=1
Ezutdir az x"=ax’ (modm*), (a,m)=1 Kongruencia igy
oldhat6 meg: Legyen G, megolddsa az x" =ax’ (mod P*)
kongruencianak (i=0,1,...,r), ahol m*=P>-PB"...P" A
h=(t,,t,,...1,) (@zaz 1,t,,..,t legnagyobb kozis osztdja)
jeloléssel 1, =h.r;, tovibbd M =2%-Pi...P% | igy M"=m".
Vezessiik bea 7, = _A{Ij, j=0,1,...,r jelolést. A fentiek alapjan

A

el et )

. AR )
1 X = ()~/' / (I’HOd 1)11'.1" .

De az 1. Segédtétel miatt
o) =gl (£)' |2 b, amibist 71777
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fgy M7 Py 7%) Tehat
ZV(E")xEG'];AP:‘) (moth)

Ezeket 0-t01 r -ig dsszegezve kapjuk
(Z 7;”’(”'")) x=YG; 7;“’(”"") (mod M").
i=1 i=0

De a 2. segédtétel miatt x egyiitthatoja 1-gyel kongruens
(mod M"). Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd tételt:
5. Tétel. Az

x"=ax* (modm")
kongruencianak dsszes megoldasa

xziG,.-Qf’(ﬂ“) (mod m*),

ahol m* = P%.Ph... P%, G, megoldasa az x" =a-x* {mod P"),
-/ ’ M r >
i=0,1,....,r Kongruencidnak és O =—, M=]]P" a
P,’ =0

t=t/(1,1t,..,1,) jelolés mellett.
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