ZAY BELA

EGY REKURZIV SOROZATROL"

Abstract: (On a recursive sequence). Let ¥ and f be fixed
positive integers. Define a sequence G,,(n), n=0,1,2,..., by
.. ifn-01.r-1

G = -G -1y if n>t

where
Gl(n-0=G,,(n-1)
and
G (n-1=G, (GL(n-1)

for j>1. In this paper we investigate the properties of the
sequence G,,. Among others we show that the terms of our
sequence can be determined by the terms of the sequence
G,, and prove a connection between the sequence G,, and

the Zeckendorf representation of natural numbers.

Legyenek k és t rogzitett pozitiv egészek, és definialjunk egy
G,,(n), n=0,1,2,..., sorozatot a kovetkezGképpen:

* Az OTKA 1641. sz. palyazat tAmogatasaval késziilt.
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A G..(m) = { ha n=0,1,..,7-1,
o -G®(n—t), ha nxt,
ahol G2(n-1)=G,,(n~1) és G2 (n-1)=G,(GL(n-1),
ha j>1.
A k=2, t=1 specialis esettel V. Granville és ]J. P. Rasson
[2] foglalkoztak, és bebizonyitottak, hogy: '

2 G, (my= [(n +1)- \/32__ 1}

n=0,12 ...,

(Itt, és a tovabbiakban is [ ] az “"egészrész" fliggvényt
jelenti.)

Az alabbiakban az altalanos G,, sorozat tulajdonsédgait
vizsgaljuk. Megmutatjuk a sorozat néhany tulajdonsagat (1-
4. Lemma), bebizonyitjuk, hogy az altalinos sorozat vissza-
vezethetd a f =1 specialis esetre (1. Tétel), tovabba a termé-
szetes szamok dgynevezett Zeckendorf reprezentacidjaval
kapcsolatban bizonyitunk egy tételt (2. Tétel).

1. Tétek:

). ha G,,([z]) =G, ([ +1)

D+n-t[2], kiilonben.

Gy, ) = {i | 2&

A (2) és a tétel alapjan, a G,, sorozatra a kovetkezd
adodik:

~ix s

1. Kovetkezmény:

Gz_,<n)*{t e ha [3-+1) 5= (725}

- t-[[7+1] = ‘]+n f[2], kiilsnben.
Az 1. Tételbol adodik a kovetkezo eredmeny is.
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2. Kovetkezmény: Ha n, n,, m pozitiv egészek, n,
n,n,2m', ésn =n, (mod m) akkor'
Gy () = G, (1) = ™—72-Gi, (m)
ahol 7, = [ﬂ] i=12-re.
m

A (2) alapjin megmutatjuk a G,, sorozatnak és a
Fibonacci szamoknak egy kapcsolatat. Ismert, hogy minden
n természetes szam egyértelmden allithat6 el6 n=>" F(n,)

i=1

alakban, ahol n, <n, <...<n_ természetes szamok n,,, —n, >2
feltétellel, és F(n) az F(0)=0, FQ)=1,
F(n)=F(n-1)+F(#n-2), (ha n>1) feltételekkel definialt
Fibonacci sorozat (lasd példaul [1]). A kovetkez6 tételt bizo-
nyitjuk:
2. Tétel: Tetszoleges n pozitiv egész esetén,
han=> F(n), ahol n,n,...n, pozitiv egészek, n, >1

i=1
ésn, —n >2 mindeni=12,...r-1re
akkor

G,, (\2 Fin + ])) =n

Megjegyzések:

1. A (2)-hoz hasonl6 egyenléség & >2 esetén altalaban nem
igaz. Tegyliik fel ugyanis, hogy van olyan s, egész szam és
a, valos szam, hogy G,,(n) =[(n+s,) o, ]- Ekkor
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k*

n—wo n
hd G |- 14 1 4
De ha létezik Tim 22 = ¢ | akkor a definiciébél ad6ds
n—»w n
Gy . GR(r-1) G& (n-1)
n GEP(n-1) GEP(n-1)

Gi(n-1) G,(n-1 n-1

G,n-1) n-1 n
egyenlGségb6l kovetkeznek, hogy a, az x*+x-1=0
egyenlet pozitiv valos gyoke. Numerikus szamolassal azon-
ban igazolhatd, hogy példaul k=3 esetén nincs a feltéte-
leknek eleget tevd s, konstans. Ugyanis ekkor «, ~ 0,682328
és
[(2+1)ya,]=2>1=G,,(2)-bdl s, <1 kovetkezne, viszont
[(18 +1)-a;] =12 <13 = G;,(18)-bdl 5, > 1 adbdna,

2. Az el6zoekben emlitett hatarérték viszont létezik.
[3]-ban Kiss Péterrel kozosen bizonyitottuk, hogy

him Gk,l (n) _

n—w n

a,
ahol o, az x* + x — 1 =0 egyenlet pozitiv valos gytke.

3. Konnyen bizonyithato, hogy a G, (n) sorozatban legfel-
jebb két egyenlo szomszédos tag van, ilyen par viszont
végtelen sok.

Az 1. Tétel bizonyitasat 4 segédtétel segitségével
végezziik el, s el0szor ezeket bizonyitjuk.
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1. Lemma: G, (n) definidlva van minden n természetes
szamra.

Bizonyftas: Elegendd belatni, hogy 0< G, ,(n) <n minden n
természetes szamra. Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk.

n=0,1,..., t~1re G,(n) definiciéja miatt nyilvinvaléan
igaz az allitds, de n=1 esetén is igaz, mert (1) alapjan
G,,(t)=t. Legyen n>t és tegyiik fel, hogy minden 0<i<n
feltételt kielégito i -re.

(3) 0<G,, () si..

Ekkor 1<n+1-t<n ésigyi=n+1-t-re (3)-bol
0<G, (n+1-1)<n+1-t

kovetkezik, de ekkor
G,E,Z,)(n+ 1-1)= Glc,t(Gk,t (n+1- t)) <G, (n+1-1)
és folytatva az eljarast, a

0< G}, (n+1-1)<G ' (n+1-1) <
LG (n+1-t)sn+1-t<n

egyenlétlenség adédik. fgy
1<n+1-GEH(n+1-1)<n+1

@

azaz az (1) alapjan
1<G, ,(n+1)sn+1,
amibol mar kiovetkezik az allitas.
2. Lemma: Legyenek n és t pozitiv egész szamok és

1<t<n.
Tegyiik fel, hogy minden 1<i < n. feltételt kielégité i -re
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6)) G, (i+D)=G,@)

vagy

(" G,+1D)=G,@)+1

Ekkor minden j pozitiv egész szamra
6) G2n+1-1=GP(n-1)

vagy
®) GPn+1-0D=Gn-n+1
teljesiil.

Bizonyitas: j-re vonatkozé teljes indukcioval bizonyitjuk az
allitast.

j=1vre a (6" az (5)-b6l, a (6”) az (5”)-bol adodik i =n—¢
helyettesitéssel.

Tegyiik fel, hogy j=r-re (6") vagy (6”)!
Ha G)(n+1-1¢) = G)(n-1), akkor

GEP(n+1-1=G,(GO(n+1-1) =
=G, (GP(n- z)) = GIV(n-1).

Ha pedig G?(n+1-16)=G?(n—1t)+1, akkor a
M GP(n+1-0=G6,(G0(n+1-1) =G, (GO (n-+1)
egyenloség teljesiil.
Az 1. Lemma bizonyitasabol

0<G)(n—1) <n—1 adddik,
ezért i = G\ (n—r)-re, az (5), illetve (5”) feltételekbdl

G (GO (n-0+1)=G (GO(n-1)= GG (n-1)

vagy
G (G- +1) =G, (GR(n-1) +1= G (n-1) +1
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adodik. Osszevetve ezeket a (7) egyenléséggel, azt kapjuk,
hogy
Gil(n+1-1)= G} (n~1)

vagy

A G ll(n+1-1)=G'(n-1) +1,
ami a teljes indukcié gondolatmenete miatt bizonyitja az
allitast.
3. Lemma: A G,,(n) sorozat novekvG és szomszédos tag-
jainak a kiilonbsége 0 vagy 1, azaz
® G, (n+1)=G,(n
vagy
®) G, ,(n+)=G,,(n)+1
minden »n >0 esetén.
Bizonyitas: Ismét teljes indukcioval bizonyitunk.

n=0,1,...,t—1 esetén az (1) definicio szerint:
Gh_: (n) = ns

igy n=0,1,...,1—2re a (8”) teljesiil.
Szintén az (1) alapjan G,,(r) =1 - G® (0) =1 és
G, t+)=t+1-GP) =1,
tehat n=r-1-re (8”), n=t-re pedig (8) all fenn.
Legyen n>t és tegyiik fel, hogy minden i természetes
szamra, amelyre 0<i < n, teljesiil a 3. Lemma allitasa, azaz
G, +1)=G,3),
illetve
G,(i+1)=G,@)+1

egyike fenndll. Igy teljesiilnek a 2. Lemma feltételei.
Alkalmazzuk j=k-ra a 2. Lemmat! Ha

33



G®(n+1-1)= G¥ (n-1) teljesiil, akkor (1) alapjan
G, (n+)=n+1-GP(m+1-0)=
n+1-G¥(n-n=G,(m+1
adodik. Ha pedig
GHn+1-1)=G¥(n—-r)+1,

akkor

G,w(n+l)=n+1——G,E'j)(n+l—t)=

=n+1-G¥(n-1)=G,,(n+1=
=n-GX(n-1=G,n).
4. Lemma: Minden » > 0 egész szam esetén
©  G,(n1)=1t-G,(n).
Bizonyitas: n=0ra nyilvan igaz, hiszen
G, (0t)=0=¢tG,,(0)
Tegyiik fel, hogy minden 0 < m < n-re teljesiik (9), azaz

9 G, (m1)=t-G,(m).
Mint ahogyan az 1. Lemma bizonyitidsaban is lattuk:

0<GP(n)<n (=12,....k)
gy m= GP) (n)-re is teljesiil a (9) egyenléség, amit rendre
j=k-1k-2,...m2, 1re alkalmazva:
t'GIEﬁ) (n) = t'Gk,l(GIEfl_l) (n)) = Gk,l(t'Glﬁfl—l)(n)) =

=G, (t(GEP () = G, (¢-GE 2 () =
== GE(1-G, (M) =GR (1)

adddik, amibél pedig (1) miatt
G, (n+D)1)=(n+1)t-G¥((n+1)1-1)=(n+1)1- G¥(n-r) =
=(n+1)t-1GR M) =t(n+1-G¥(n)) =1-G,,(n+1)
kovetkezik, s ezzel a lemmat igazoltuk.
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Az 1. Tétel bizonyitidsa: Tegyiik fel eloszor, hogy egy n
természetes szam esetén

o()-allz-1)

Ekkor a 4. Lemma alapjan
(10)

o2}z 1)

Mivel [-’Z]-tsg-t<[z+l]-t, és a 3. Lemma szerint G, (n)
t t t ,

monoton novekvo, ezért

11 G,, ([f’t.]t) <G, ,(m<G, ([? + 1]4)

A (11) egyeniotlenséget (10) egyenlettel 6sszevetve

G, (n)=1-G, (['?;D

adédik, ami az allitast elso felét igazolja.

" afalz)af;

akkor a 3. és 4. Lemmak alapjan

o[l

o)D)
=af ]

Tehat teljesiil a
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ol a2

egyenloség. Ez a 3. Lemma alapjan azt jelenti, hogy minden
olyan m természetes szamra, melyre

n n
l:—t::l-t_<_m<m+ls[—;—jl't+t,

G, (m+1)-G,,(m)=1
azaz

12 G, (m-G, \[ﬂt) =m- B]t

a (12)-b6l m= n-re, felhasznalva a 4. Lemmat

o0, [)or rwea ()2}

adodik, ami az allitds masodik részét igazolja.
Az 1. Kovetkezmény a (2) alapjan trivialisan kovetkezik az
1. Tételbol, ezért csak a 2. Kévetkezményt bizonyitjuk

A 2. Kovetkezmény bizonyitasa:
n, =n, (mod m) miatt n, =m-t, +r i=12-re, ahol r termé-
szetes szam és 0<r <m.
n, > m*miatt 1, >m, igy[i] =0.
ti
Az 1. Tételbdl 1 =1, :[i], n=n, sigy
m
nl |n

I:_t_jl - I:t_s] =m+ [;tﬁ] = m helyettesitésekkel kapjuk a

i i

t,-G,,(m) ha G, ,(m)=G,,(m+1)
t,-G,,(m)+r Kiilonben

Gy, (1) = {
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egyenloséget, ami i=1-re és i=2-re alkalmazva, majd a
kapott kifejezéseket egymasbol kivonva, adodik az allitas,
figyelembe véve, hogy r, - ¢, = Lo
m
A 2. Tétel bizonyitasa:
A Dbizonyitasban felhasznaljuk a Fibonacci szamok jol

ismert
_ 1 [(1+45Y) (1-45Y
F"’)‘ﬁ(( 2 ) ( 2 U

eloallitasat (lasd pl. [4]). Legyen n egy természetes szam és
ennek

n=>Y F(n)
i=]
a 2. Tétel feltételeit kielégito eloallitasa.

Mivel n, -n>2, i=12,..,r-1 és mn 22, ezért
n, =2i>2i—1,1gy
—1<1_J§<0
2
miatt
i-1 ; 2i
1-V5)"_(1=45) _(1-45
2 2 2 ’
ahonnan

T (1-45)"7 & (1-5) & (1-45Y
557 257257

kovetkezik. Ebbdl a geometriai sorozat Ssszegképletét és az

(1—\/5)2:3—«5
2

5 egyenloséget alkalmazva,
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[3_le)’_1<' 1—\/5)"‘< 3-4J5 (3—5)'_4
2 ~\ 2 = 1-4/5" 2

adodik.
Innen pedig a

0<‘/3_—1-[3"‘/§)r< 5"1[1+i(1—?£)n’}5
2 2 2 et G =

3-J5 [(3-45Y V-1
= [1~J§'(( 2 )"l)ﬂ} 2
:3—«/5_(3—\/5)'+’+\E~1<3—\/§+~E—1

2 2 2 2 2

egyenlGtlenség kivetkezik.
Tehat

19 o< L—l{l z( ”1

Alkalmazzuk a G,,(n) sorozatot (2)-beli eldallitdsit az

=1

n=> F(n) helyettesitéssel, és hasznaljuk a Fibonacci

i=l

szamok explicit el(’)’éllitését’ Ekkor

G,, ZF( n +1) { 1+Zr:F(n+i)H
[fz RS 5 T[(1+2f]"*' [}_zz_g)ﬂ

-1 &1 (1-6Y a1 (1-46)7
«ZF(H)+|i 5 +'=17§"(~——2 ) +i=1?' ——2 ) }—

38



s {1

A kifejezés utolso tagja (13) miatt nulla, s ezzel az allitast iga-
zoltuk.
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