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A REKURZIV SOROZATOK EGY ALKAILMAZASAROL

ABSTRACT: (On an application of second order linear
recurrences) Let ax* +bx—c=0 be an equation such that
a,b,c are positive integers and successive terms of an
arithmetic sequence in any order. Let these numbers be of
the form n,n+r, n+2r, where n and r positive integers. M.
K. Mahanthappa [2] investigated the rational roots of the
equation, provided that r =1 and n positive integer. In the
paper we generalize this problem for the case r > 1.

Legyen az ax’* +bx—c =0 masodfok( egyenletben a,b és
¢ valamilyen sorrendben egy pozitiv egészekbdl allé
szamtani sorozat egymast kovet6 tagjai. TekKintsiik ezeket
n,n+r, n+2r, alakban, ahol n és r pozitiv egészek.

M. K. Mahanthappa [2] azt a problémat vetette fel, hogy
r =1 esetén, mely pozitiv egész n-ekre lesznek racionalis gyo-
kei az egyenletnek. Ez egész egyiitthatok esetén akkor és
csak akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkriminansa négyzet-
szam. Rogzitett n és r esetén a harom egyiitthato
sorrendjétol fliggden hat kiilonb6z6 egyenletet kapunk, de



csak hdrom Kkiilonboz6 diszkriminanst. Ezért elég a kovet
kezo egyenleteket vizsgalni:

¢ n® +(n+2r)x—(n+r)=0,
(#)) (n+r)x* +mx—-(n+2r)=0,
3 e +(n+r)x—(n+2r)=0.

Mahanthappa [2] r =1 esetén megadta az dsszes olyan »n po-
zitiv egészet, melyekre raciondlisak a gyokok. Ezek az (1)
egyenlet esetén n=F,F, ., a (2) egyenlet esetén
n=F,F, -1, és a (3) egyenlet esetén n=F, -1, ahol
m=1 egész, és F, a Fibonacci sorozat k-adik tagja.

Most tekintsiik az r >1 esetet. Ekkor egyszerl kovetkez-
ményként kapjuk, hogy az (1) egyenletbe n=rE_F, .., a (2)
egyenletbe n=rF,_F, . -r, és a (3) egyenletbe n=rF, , —r
helyettesitve, ahol m > 1 egész, racionalisak lesznek a gyokok.
Nevezziik ezeket trividlis valasztasoknak.

A dolgozat célja, hogy talaljunk nem trividlis pozitiv egész
n-eket, melyekre szintén racionalisak a gyokok.

A kovetkezd tételeket bizonyitjuk:

m+]

1. Tétel: Legyen az r >1 egész r = u* —uv—v* alaki, ahol u
és v pozitiv valés szamok. Legyen {R, }(k=0,1,2,...) egy
masodrend linearis rekurziv sorozat, melyet az
R, =v,R =u kezdoelemek és az R, =R, , +R,_, rekurzid
definial, ahol & >1 egész. Legyen tovdbba N, =R, R, .,
ahol m >0 egész.



Ha N, egész és r nem osztéja N, -nek, akkor n=N_ ese-
tén (1) egyenletnek racionalisak a gyokei, és » nem trivialis
valasztas.

2. Tétel: Az eloz6 tételben definialt » és R, esetén legyen
T.=R,R,,., ahol m>1 egész.
Ha 7 egész és r nem osztoja 7, -nek, akkor n=n=7 -r
esetén (2) egyenletnek racionalisak a gytkei, és » nem
trivialis valasztas.

3. Tétel: Legyen az r >1 egész és r’ =u*> —uv—?, ahol u és
v pozitlv egészek. Legyen {R }(k=0,1,2,...) egy
masodrendd linearis rekurziv sorozat, melyet az
R,=Vv,R =u kezdOelemek és az R, = R,_, + R, , rekurzio
definial, ahol £ >1 egész.

Ha r nem osztdja R, -nek, ahol m>0 egész, akkor
n=R,, . —r esetén (3) egyenletnek racionalisak a gyokei, és

n nem trivialis valasztas. :

A tételek bizonyitisahoz sziikségiink lesz a kovetkezo
lemmakra:

1. Lemma: Legyen {R }(m=0,1,2,...) egy masodrendii
linearis rekurziv sorozat, melyet az R,,R, nem mindketto
zérus valos kezddelemek, A, B konstans egészek és az
R, =AR,  +BR, , rekurzi0 definidl, ahol m>1 egész.
Legyenek a sorozat x’ — Ax — B Kkarakterisztikus polinomja-
nak a gyokei



o A+VA*+4B és fe A-~NA*+4B
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Legyen tovabbda a=R -RfB és b=R - Ra.
Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus polinom D = 4> +4B
diszkrimindnsa nem nulla. Definialjuk az {R_} sorozat {G,}

asszocialt sorozatat a
G, =aa™ +bf"
formulaval, ahol m>1 egész. Ekkor

_aa”-bf"

@ R, (m=0),
a—

) G, =R _+BR , (m21),

és

6) G2-DR:=4(-B)"(R’-AR,R -BR}) (m=1)
teljestil.

Megjegyzés: A=B=1, R, =0 és R =1 esetén az {R_} so-
rozat az ismert Fibonacci sorozatot szolgéltatia. Az {F, } Fibo-
nacci sorozat asszocialt sorozatat Lucas sorozatnak nevezziik
és {L}-eljeloljiik.

2. Lemma: Legyen az n pozitiv egész olyan tulajdonsagt,
hogy az (1), (2), vagy (3) egyenlet gydkei racionalisak.
Ekkor az n akkor és csak akkor trividlis, ha » osztdja n-nek.



1. Lemma bizonyftasa: A (4) egyenloség jol ismert, de
teljes indukciodval is egyszeriien bizonyithatjuk. (Lasd példaul
D. Jarden [1].)

Az (5) egyenloség az

m+l +1 m~1 -1
aa” +bp" = o Z,B”’ -aff o If;ﬂ”‘
a— a—

és a B=—af azonossagokbdl, tovabba a (4) egyenldséghii
kovetkezik.

A (6) egyenléséget a—f=+D, a+f=A4 és affi=-B azo-
nossagok segitségével, tovabba a (4) egyenléséggel bizonyit-
hatjuk, hiszen

G2 - DR =(aa" +bp")" - D(E%EZ—W-) = 4abap)" =

= 4(=B)"(R, - AR, - R,@) = 4(B)"(R? - AR,R, - BR?) .

2. Lemma bizonyitasa: Legyen az (1) egyenletnek
racionalisak a gyokei. Ha r trivialis valasztas, akkor
n=rk,E, ., (m>1),igy rosztéja nnek. Ha n=1tr, ahol r>1
egész, akkor

m+3

i +(tr +2r)x—(tr+r)=0
x? +(t+2)x—(t+1)=0
aminek a feltétel miatt racionalisak a gyokei, igy Ma-
hanthappa emlitett eredményei alapjan
t=FE, F, ., (m>1)

2m+3



és
n=rky,Fps (m2 1) ’
ami trividlis valasztas. Hasonléan bizonyithatjuk az allitast a
(2) és (3) egyenletekre is.
1. Tétel bizonyitasa: Az (1) egyenlet diszkriminansa

D, =(n+2r) +an(n+r)=n* +(2(n+r))
Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, =1*, ahol ¢ egy pozitiv egész. Ekkor [n,2(n+r),t] pitago-
raszi szamharmas.
Reprezentaljuk [g2 —K.2gh g* +h2] alakban.
Ekkor n=g> - h* és 2(n+r) = 2gh miatt

@ g -gh-(h*-r)=0
kovetkezik, ami g-re masodfoki egyenlet. Legyen a
diszkriminansa s*.

Ekkor

s* =R +4(h* —r)=Sh* —4r
illetve
€) s —5h* = —4r .

A tételben szerepld {R,} sorozat esetén A=B=1 és
D= A* +4B =5, ezért (6) miatt
G? -5R? =(-1)"4r
minden & >1 egész esetén. s=G,,,, és h=R, , valasztdssal,
ahol m>0egész, (8) teljesiil és (7) alapjan, (5) felhaszna-
lasaval
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hts _Ryu+Ryn TRy, R
2 - 2 - m+2
mert g > 0. Ekkor azonban
n=g" i =(Ry.) ~(Rppi)’ = (Rips = Rt Rapy + Ropy) =
=R,_R,.,=N, (m=20).

Ha N egész és r nem osztja N -et, akkor a 2. lemma miatt
n nem trivialis valasztas, és ezzel a tételt igazoltuk.

2. Tétel bizonyitasa: A (2) egyenlet diszkriminansa

D, =n* +4(n+r)(n+2r)=2(n+r)) +(n+2r)" .

Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, =1*,ahol 1 egy pozitiv egész. Ezért [2(n+r),n+2r 1] pita-
goraszi szamharmas. Reprezentaljuk [2 ghg’-h.,g"+ hz]

g:

alakban. Ebb6l hasonléan az el6zohoz, azt kapjuk, hogy
n=Ry,Ry.-r=T,~r (mz1)

esetén ha 7, egész és r nem osztéja 7 -nek, akkor a (2)

egyenletnek racionalisak a gyokei és n nem trivialis valasz-

tas.

Megjegyzés: Ha az 1. tétel  Dbizonyitasaban
[Zgh, g -n.g +h2], illetve a 2. tétel Dbizonyitasaban
[gz —~h* 2gh, g" +h2] reprezentaciot tekintjiik, nem kapunk
Ujabb n-eket.

3. Tétel bizonyitasa: A (3) egyenlet diszkrimindnsa
D, =(n+r) +4n(n+2r)=5(n+r)’ —4ar* .
Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, = t?, ahol ¢ egy pozitiv egész és
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) 2 =5(n+r) =-4r® .
A tétel feltételei és (6) miatt
(G,) —5(Ry,,.,)" =—4r* (m=0) .
Ezért n=R,,., —r esetén, ha r nem osztdja R, -nek, (3)
gyokei racionalisak és n nem trivialis valasztas.

Megjegyzés: A 3. tétel feltételei nem minden r >1 egész
esetén teljesithetdk. Példaul » = 2 esetén (9) miatt
? ~5(n+2)" = -16.
Ez csak paros n esetén allhat fenn, igy racionalis gyokok
esetén » csak trivialis valasztas lehet. Ennek kovetkezménye,
hogy

x*—-5y?=-16.
Osszes egész megoldasa
(x:y) = (ﬁLZmH >i2F2m+t):
illetve
x* -5y’ =16

Osszes egész megoldasa
(x,y)=(2L,,,2F,,)
ahol F, illetve I, a k-adik Fibonacci, illetve Lucas szam és
m=>0 egész.
Masrészt ha r =11, akkor R, =3 és R, =13, vagy R =7, és
R, =17 esetén teljesiilnek a tétel feltételei.

Megjegyzés: A cikk leadasa utan (Fifth International
Conference on Fibonacci Numbers and Their Applications,
St. Andrews, 1992. jalius 22—24, konferencian elhangzott
el6adas nyoman) tudomasunkra jutott, hogy C. Long, G. L.
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Cohen, T. Langtry és A. G. Shannon a jelen cikkben
leirtakkal hasonl6 eredményekre jutottak.
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