Geometrial transzformacidk az
altalanos iskoldban

DR. PELLE BELA

RESUMEE: ,,Geometrische Transformationen in der Schule, Teil 3.“ Seit einiger Zeit
verstarken sich die Versuche, den geometrischen Unterricht in den Prozefl der Umgestal-
tung und Modernisierung des mathematischen Unterrichts dadurch einzubeziehen, daf§
den eindeutigen (geometrischen) Abbildungen der Ebene auf sich, den Transformationen,
der ihnen gebiihrende zentrale Platz eingeraumt wird. Dem Vorschlag liegt ein axio-
mensystem zugrunde, das aus dem Hilbertschen durch gewisse Anderungen entsteht. Die
Hilbertschen Kongruenzaxiome werden durch solche der Spiegelung ersetzt, durch Zusam-
mensetzung von Spiegelungen die Bewegungen (Kongruenztransformationen) gewonnen.
Mit diesen Transformationen untersucht man die Eigenschaften von Figuren der Ebene.
Diese Verhandlung mufl in der Grundschule gegriindet werden. Der propadeutische Unter-
richt erarbeitet wessentliche Inhalte der Hilbertschen Axiomengruppen der Verkniipfung,
Anordnung, Parallelitat sowie Sachverhalte der Kungruenzlehre (gleichlange Strecken,
gleichgrofle Winkel, Spiegelungen an Geraden).

Im Teil 1—2. habe ich lber die Lehrstoffe der Klassen 1—6. der Grundschule gesch-

rieben. Im Teil 3. fasse ich die Lehrstoffe der Klassen 7. zusammen.

Altaldnos megjegyzés:

A geometria targyaldsandl a sik ponthalmazahoz olyan transzformadci-
Skat rendeliink, amelyek a sikot énmagara képezik le. Az alakzatokat a sik
ponthalmazanak részhalmazaként fogjuk fel. Az alakzatok tulajdonsagait a
sik ponthalmazdhoz rendelt transzformacidk segitségével dllitjuk Ossze. A
targyalds sordn tehdt elészor megismerjiik az egyes transzformacidkat, ezek
alkalmazasit feladatokon gyakoroljuk, majd az alakzatok tulajdonsigait a
transzformacidk segitségével megvizsgaljuk.

Geometriai transzformascidk a 7. osztalyban
Eltolas és forgas a sikon

6. osztilyban megtanultuk az egy tengelyre torténé titkrozést. 7. osz-
talyban ezt folytatjuk. Két tengelyre fogunk egymdsutin tiikrézni. A két
tengely kolcsénos helyzete pdrhuzamos és metsz6 lehet. Tehat két parhuza-
mos és két metsz6 tengelyre torténd tiikrozéssekkel fogunk megismerkedni.
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6. osztalyban az alakzatok egyes tulajdonsagait a tiikrozés segitségével al-
lapitottuk meg. A tulajdonsdgok megéallapitdsdndl gyakran mérdeszkozo-
ket (ko6rzd, vonalzd) hasznaltunk. Ezek azonban nem mindig pontosak. A
geomatridban az alakzatok tulajdonsigait bizonyitassal szoktuk megal-
lapitani. Ez egyszeriien azt jelenti, hogy egy 1j tulajdonsigra mar ismert
tulajdonsagok teljesiilésébol kovetkeztettiink. Ezek utdn 13j tulajdonsigok
felfedezéséhez 1ugy jutunk el, hogy megmutatjuk, bizonyos tulajdonsigok
egyiittes teljesiilésébdl 1j tulajdonsdg jon létre.

Az eltolas a sikon

Tiikrozziink az ABC hiaromszoget a t; tengelyre, majd a ¢, tengelyre!
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1. dbra

Vizsgaljuk az eredeti A BC haromszoget és a kétszeri tiikrozéssel kapott
A'B'C' héaromszoget!

1. Az ABC eredeti hdromsz6g és az A’ B'C' képharomsz6g koriil-
jardsa megegyezik.
Indokoljuk meg! A t; tengelyre torténd tiikrozés az ABC hiromszog
koriiljirasat ellenkezdjére valtoztatja a ty-re torténd titkrozés az A B C
képhdromszog koriiljarasat ismét ellenkezdjére viltoztatja, tehat ABC
és A' B'C' haromszogek koriiljarisa megegyezik.

2. A megfeleld pontokat Ssszek6td szakaszok egyenlSk és parhu-
zamosak.
Ellenérizziik méréssel!
A tiikrozés tulajdonsagainak felhasznaldsaval igazoljuk az allitdsunkat!

ATl = le, ZTZ = TgA,; tehat AA’ = 2le+ 2ZT2 = 2T1T2

BT =T/B, BT,=T,B'; tehit BB =2T|T,
CT! =T)C, CTy =T,C'; tehit CC'=2T\'T,
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fgy: AA' = BB' = CC' és a tengelyek

tavolsaganak kétszeresei.

tovdbbd AA' merdleges a 1 és a i, tengelyekre, BB’ és C'C' szintén
merdleges mindkét tengelyre. Igy AA’, BB', CC' szakaszok parhuzamosak.

3. A megfelel szakaszok egyenlok és parhuzamosak
Ellendrizziik méréssel és igazoljuk az allitast!
A tengelyes tiikrozés tulajdonsagai alapjan:

AB=AB é AB=AB, igy AB=A'B.
BC=BC é BC=BRB'C', igy BC=BRBC"
AC=AC & AC=AC', fgy AC=AC.

A parhuzamossag belatasa: Ha az AB szakasz barmely pontjit tiikkr6z6m
ti-re és ty-re egymas utdn az eredeti és képpont tavolsiga a 2. tulajdonség
alapjan egyenld lesz AA' = BB' = CC’'-vel. Tehdt AB és A'B’ barmely
pontja egyenld tdvolsigra van egymdstdl, vagyis AB || A'B’. Hasonléan
lathaté be, hogy BC || B'C' és AC || A'C".

4. A képegyenesek és az eredeti egyenesek parhuzamosak.
Ez az allitas a 2. tulajdonsagbdl kovetkezik. Ugyanis, ha megfeleld sza-
kaszok parhuzamosak, akkor a szakaszok egyenesei is parhuzamosak.

5. Az eredeti haromszog és a képharomszog fedésbe hozhatd,
tehat egybevagé
A tengelyes tiikrozésekbdl ugyanis kovetkezik, hogy:

ABCA=ABCA é ABCA = A'B'C'A igy ABCA = A'B'C'A.

6. Az eredeti és a képharomszdg szogei egyenlok.
A 4. tulajdonsig alapjin a két haromszog fedésbe hozhatd, igy a meg-
feleld szogek fedik egymadst, tehat egyenldk.

Hasonlitsuk Ossze az egy tengelyre torténd tiikrozéssel kapott tulaj-
donsdgokkal! A két tengelyre torténd egymasutani tiikkrozésnél vannak
olyan tulajdonsdgok, amelyek nincsenek meg az egy tengelyre torténd
tiikrézénél. Pl.:

— A két haromszog koriiljarasa két tengely esetén megegyezo, egy tengely
esetén ellentétes.

— Az eredeti és képpontok tavolsiga két tengelyre torténd egymdsutdni
tiikkrozésnél egyenldk, egy tengelyre torténd tiikrézésnél nem egyenldk.
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A két tengelyre t6rténé egymdsutani titkrozést tehdt nem nevezhetjiik
tengelyes tiikrozésnek. Az 4j névhez a 2. tulajdonsig kiemelése vezet el. Két
tengelyre torténd tiikrozésnél az eredeti és a képpontok tivolsigai egyenlok
és parhuzamosak. Tehit az ABC haromszdgbdl az A'B'C' hiromszoget
ugy is megkapjuk, hogy az ABC héaromszég minden pontjit a tengelyek
tavolsaganak kétszeresével a tengelyre merdleges irdnyban eltoljuk. A két
parhuzamos tengelyre térténé egymasutani tiikr6zés eredményét
eltolasnak nevezziik. Az eltolast tehat az eddigi tulajdonsdgok alapjin
megadhatjuk:

a) két parhuzamos tengellyel, vagy

b) az eredeti és képpont irdnyitott tavolsigdval.

Az eredeti pontbdl a képpontba hizott szakaszt ellithatjuk nyillal és
eltoldsi nyilnak vagy vektornak nevezhetjiik. Az el6z6 dbrabdl l1athatd,
hogy adott eltoldsnal az AA’, BB', CC' eltolasi nyilak egyenlék parhuza-
mosak és egyiranyiak.

A

2. dbra

Akkor ezek koziil elegendd egyet megadni, és egy eltolasi nyil (vektor)
az eltoldst ugyanigy meghatdrozza, mint két parhuzamos tengelyre térténd
egymdsutdni tiikkrozés.

Az eltolds megaddsa vektorral egyszeriibbnek tiinik, mint két parhuza-
mos tengellyel, ezért dltaldban vektorral adjuk meg az eltolast.

Gyakorlds
1. Adott a sikban egy AA’ eltoldsi nyil. Szerkessziik meg a sik tetszdleges
pontjainak az eltolt képeit!
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3. dbra

2. Szerkessziik meg az 1-es feladathoz a t;, t; parhuzamos tengelyeket dgy,
hogy a sik pontjainak a képei ugyanazok legyenek, mint az AA’ nyillal
(vektorral) megadott képei!

Ugyeljiink a kovetkezdkre:

— az eltoldsi nyil a tengelyek tavolsiganak kétszerese;
— a vektorok merdlegesek a tengelyekre.

A tengelyeket az elSiras szerint vegyiik fel, barhol!

‘A f_ et
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4. dbra
Megolddashoz: t; tengelyt AA’-re merdlegesen barhol felvessziik. Az A—fi
tdvolsdgot AA’ irdnyban felmérjiik és megrajzoljuk a t, tengelyt.

3. Szerkessziik meg adott vektor esetén egy egyenes eltolt képét!

5. dbra

a) Az egyenes parhuzamos a vektorral.
b) Az egyenes meréleges a vektorra.
c) Az egyenes tetszGleges.

Azt az egyenest, amelynek képe 6nmaga, invaridns egyenesnek nevez-
ziik.
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4. Szerkessziik meg adott vektor esetén egy félegyenes eltolt képét!

5. Szerkessziik meg egy kor képét adott vektor esetén!
Megoldashoz: Elég a kér kozéppontjanak a képét megszerkeszteni, mert
az eltolas szakasztartd, a kor sugara nem véltozik.

Alakzatok tulajdonsagainak vizsgdlata
az eltolds segitségével

1. Szerkessziik meg az A B szakasz képét adott eltolds nyil esetén!

6. dbra

Megoldas: A szakasz végpontjaibdl parhuzamosokat hiizunk az eltolési
nyillal, és annak hosszat felmérjiik a parhuzamosokra. Igy kapjuk az A’, B’
pontokat.

Olyan négyszszoget kaptunk, amelyben AA’ pirhuzamos BB’-vel és
AB parhuzamos A’'B’-vel. Azt a négyszoget, amelyben a szemkozti
oldalak parhuzamosak, paralalogrammanak nevezziik.

Mivel az eltoldsi nyilak egyenldk, tovabba egy szakasz és eltoldssal ka-
pott képe egyenld, a paralelogramma szemkozti oldalai egyenlok.

2. Szerkessziik meg egy szog eltolassal kapott képét adott vektor esetén!
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Megoldds: A sz6g 0 csicsabdl parhuzamost hizunk az adott vektorral
és ramérjiik a vektor hosszat, igy kapjuk a szog 0 csidcsdnak 0’ képét. 0'-bdl
parhuzamosokat hizunk a szég szaraival megegyezd iranyba. Igy kapjuk az
a sz6g o képet.

Azokat a szogeket, amelyeknek szarai parhuzamosak és egyezd
irdnytak, egyallasi szogeknek nevezziik.

Mellékszog: Két szoget, amelyeknek a csicsuk és egyik szaruk kozos,
és egymast 180°-ra egészitik ki, mellékszogeknek nevezziik.

8. dbra

o+ § = 180°, vagyis Osszegiik egyenes szog. fgy a és ¢ szarak egy
egyenesre illeszkednek.

3. Metsziink el egy parhuzamos egyenespart egy egeyenessel'
Az igy akpott alakzaton keresslink egyenallasu szogeket és mellékszo-
geket!

4. Keressiink a kovetkezd dbran egyallasd és mellékszogeket!

BC
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9. abra

Forgas a sikon

Két egyenes kolcsdnds helyzete a sikban parhuzamos vagy metsz6. A
parhuzamos egyenesekre torténd egymasutani tiikrozések eredményét elto-
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lasnak neveztiik. Az eltolds tulajdonsdgait a tengelyes tiikrozés tulajdon-
sagaibdl allapitottuk emg. A kovetkezokben két metszd egyenesre torténd
egymasutani tikrozéssel foglalkozunk.

Jeloljiik a két metsz6 egyenest ti-gyel és t,-vel, metszéspontjukat O-
val. A sik tetszlleges P pontjat tiikrozziik elébb a ¢ egyenesre, majd a t,
egyenesre. A tiikorképeket jeldljiik Pj-gyel és P'-vel, az egyeneseken 1év6
metszéspontokat T -gyel és T'-vel.

A tiikrozés tulajdonsigai alapjdan ifrjuk le a két metszbegyenesre mint
tengelyre térténd tiikkrozés tulajdonsigait!

— P pont képe P’ pont.

— OP szkasz képe t-re torténd tiikrozéssel O Py, O Py képe ty-re torténd
tiikrozésnél O P’. Tehat: OP = OP; = OP’' vagyis OP = OP'.

Igy a két metszGegyenesre térténd egymasutani tiikrézés eredménye
szakasztarté transzformacid.

— Mivel OP = OPy = OP', a PP, P' az O kozépponti, OPF sugari
koron vannak. A két tengelyre torténd egymadsutdni tiikrézésnél a
tetszoleges P pont az O kozéppontu, O P sugari kéron fordul el ¢4,
irdnydban PO P’ szbggel. '

— O PP, haromsz6g egyenlészdri haromszdg és ennek a t; egyenes alap-
felezd merdlegese illetve szogfelezéje. Tehdt POTy 4 = T10 P J-gel.
O P, P’ hiromsz6g szintén egyenlGszard hiromszog és ennek a t, egye-
nes a szogfelezdje. Tehdt P,OT'g = T'OP'4.

A s26gek Gsszege:

POTi 4+ THOP 4+ PLOT'IF T'OP' Y = 21, 9.
Tehat POP’% = 2(t1 tg)q

A megdllapitott tualjdonsigok alapjin két metszé egyenesre torténd
tiikrozésnél a sik tetszlleges P pontjanak aképét gy is megkaphatjuk, hogy
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az egyenesek O metszéspontja koriil O P sugdrral, 2(¢1t,) szoggel, t; ¢, forga-
sirdnyban elforgatjuk. A két megsz6 egyenesre térténé egymdasutani tikrozés
tehit elforgatissal heleyttesitheto.

Vizsgaljuk meg, hogy a leirt tulajdonsagok a sik barmennyi pontjinak
két metszGegyenesre torténd egymasutani tiikrozésénél igazak-e?

Vegyiik fel a sikban pl. harom tetszéleges pontot. Jeloljiik ezeket A-,
B-, C-vel. tikkrézziik egymdsutan a t; és t, tengelyekre. Ellendrizziik, hogy
az el6z6 tualjdonsdgok igazak?

Hasonlitsuk 6ssze megallapitdsainkat a tengelyes tiikrozés és az eltolds
tulajdonsagaival! Lehet a két metsz6 egyenesre torténé tikrozések soroza-
tanak eredménye tengelyes tiikr6zés vagy eltolds? - Nem. Ennek a transz-
formdcionak 1j nevet adunk: forgas.

Foglaljuk &ssze a forgds tulajdonsagait!

Egy fixpontja van, a tengelyek metszéspontja.

A sik pontjaihoz a sikpontjait rendeli, klcsénosen egyertelmiien.
Tavolsdgtartd és szogtartd.

A tengelyek szogének kétszerese az elforgatas szoge.

A forgas az alakzatok koriiljardsit megtartja.

Ezek utin definidljuk a forgast: Egy siknak olyan énmagdra torténd
kolcsonosen egyértelmii leképezése, amely két metszo egyenesre vald, egymads
utan végrehajtott tikrozésbol all.

A forgds egyértelmiien adott:
1. két metszGegyenessel,
2. egy fixponttal, az elforgatis szogével és a forgds iranyaval.

Az elézéekben megfigyelés alapjan frtuk le a forgds tualjdonsigait. A
megfigyelést mell6zve, konkrét mérés nélkiil, prébaljuk igazolni a forgas tu-
aljdonsédgait a tiikr6zés ismert tualjdonsagai alapjin.

Ko6zéppontos szimmetria a sikon

Az elézdekben két metszdegyenesre torténd tiikkrzést forgdsnak nevez-
tiink. Ha a metszOegyenesek merdlegesek egymadsra, akkor a forgas szoge
2-90° = 180° , a forgas specialis forgas.

1. Szerkessziik meg egy P pont képét, ha a forgasszog 180° !
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11. dbra
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P Xépe az O P sugart kér PP’ 4tmérdjének a mdisik végpontja, vagyis .
az O-n atmend egyenesen OP = OP' és P; P’ szimmetrikusan helyezkedik
el O-hoz. A leképezést kbzéppontos szimmetrianak vagy kézéppontos
tiikrozésnek nevezzik.

2. Szerkessziik meg egy egyenes kozéppontos szimmetrikus képét!

[+ el
180° .
T , T
0
12. abra

A forgasnal tanultak szerint megszerkesztjiik az egyenes 180°-kal el-
forgatott képét, OT = OT', eTOJ = OTe'§ = 90°, TOT'J = 180°. A
TT' szakaszra merdleges egyenesek nem metszik egymadst, parhuzamosok.
Koézéppontos tikrdzésnél egyenes és képe parhuzamos.

Ne felejtsiik el, hogy a kézéppontos szimmetria, a kézéppontos tiikrozés,
a 180°-os forgds, a két merdleges egyenesre torténdé egymdsutani leképezés
ugyanazt a leképezést jelenti.

3. Vizsgiljuk meg egy félegyenes centrilis tiikrézéssel kapott képét!
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13. dbra

A félegyenes és képe egy egyenesre illeszkedik, vagy parhuzamos (egyéllasd),
és ellentétes irdny.

4. Elemezziik egy sz0g centralis tiikkrozéssel kapott képét!
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14. dbra

Két merdleges egyenesre torténd titkrézés vagyis a 180°-os forgds szog-
tartd transzformacid, tehat a szog és centralis tiikrozéssel kapott képe egyen-
16. Szarai ellentétes irdnytak.

Azokat a szogeket, amelyeknek szarai parhuzamosak és ellentétes ira-
nytak, valtész6geknek nevezzik.

Azokat a szogeket, amelynek csicsai egybeesnek, szarai egy egyenesre
illeszkednek és ellentétes irdnytak, csiicsszogeknek is nevezziik.

A csucsszogek és valtoszogek egyenlSk, ugyanis egymasbdl cent-
ralis tiikrozéssel szarmaztathatdk.

5. Szerkessziik meg egy szakasz centrdlis tiikkrézéssel kapott képét!

15. dbra

Szakasz és képe egyenlS és parhuzamos.
Az AB' szkasz képe A'B, tehat ezek is egyenlok és parhuzamosak.
A kapott alakzat paralelogramma.

6. Foglaljuk 6ssze a centralis tiikrozés tulajdonsagait!
Mivel a centrilis tiikrozés specialis forgds, a centrélis tiikrézés tulaj-
donsigainak egy része megegyezik a forgas tulajdonsagaival.

1. Egy fixpontja van.
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2. A sik pontjaithoz a sik pontjait rendeli koleséndsen egyértelmiien gy,
hogy PO = OP' és P, P’ az O kezdiipontd kiilénb6zd félegyeneseken
van.

3. Tavolgasgtartd és szdgtartd transzformacis.
4. Egyenes és képe parhuzamos.
5. Az alakzatok koriiljarisat megtartja.

A centrélis tiikr6zés (centrélis szimmetria) definicidja: A siknak olyan
dnmagara torténé transzformaciéja, amely 180°-os forgasbdl 4ll.

Alkalmazasok

1. Keressiink a haromszogon az « és (3 sz0ghdz egyallasu szoget, a szdghdz
cstcsszoget!

Mutassuk meg, hogy a haromszog belsé szégeinek Gsszege 180°!

D

X”/ “a E

16. dbra

2. Bizonyitsuk be,hogy egy hdromszog barmelyik kiils6 szdge egyenls a
nem mellette fekvS két belsd szog Osszegével!
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17. dbra

Bizonyitds: o = DCE<J, mert egydllasi szégek. § = ECBJ, mert
valtészdgek. DCBY = o + B.

3. Bizonyitsuk, be hogy egy négyszog belsé szogeinek dsszege 360°
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18. dbra

193

Bizonyitds: A négyszog egy atléval két haromszogre bonthats. Egy ha-
romszog belsd szogeinek dsszege 180°. A két haromszog belsd szégeinek

Osszege 360°. fgy a négyszog belsd szdgeinek Gsszege 360°.

4. Az dbran lathaté meroleges szaru szogek kozott keressiink 6sszefiiggést!

N 5
\T1 B s
S .
/, ,\—/-/ i A
s - T\.\ . i
/- AN A ™,
A T, A T, A
19. dbra

o+ o' = 180°, mert ABT; T, négyszogben két sz6g derékszdg. Rajzoljuk be

az a szog megfelels szogeit!

A merdleges szari szogek tehdt vagy egyenl6k, vagy egymast 180°-

ra egészitik ki!

5. Bizonyitsuk be, hogy egymdésra merGleges egyenesparok szdgei egyen-

16k!
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20. dbra

Bizonyitds: MetszGegyenesek sz6gén a nem tompaszdget értjik. Mivel
a merGleges szaru szogek vagy egyenlSk, vagy egymdst 180°-ra egészitik ki,
igy a szogszarak egyeneseinek szbgel az egyenldé nem tompa szogek.

Alakzatok tulajdonsagainak vizsgdlata centrdlis tiikrozéssel
Centralisan (kbzéppontosan) tiikrés négyszogek

21. dbra

1. Tiikrozziink egy AB szakaszt centralisan. A centralis tiikkr6zés alapjan
az AB oldal és A’B’' képe parhuzamos. Az A'B’ oldal BA' képe is
parhuzamos. Az alakzat paralelogramma. A paralelogramma central-
szimmetrikus alakzat.

A centralis tiikrozés alapjan irjuk le a paralelogramma tulajdonsigait.
1. A szemkdzti oldalak egyenlSk.
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Atléi felezik egymast. (Ugyanis AO = OA' és BO = OB'))

Szemkozti szogei egyenlSk. (Ugyanis a B'AB képe BA'B'q.)

A szomszédos szdgek sszege 180°. (Ugyanis pl.: B'ABJ = A'BCY,
mert egyalldsi szogek. Igy o + 3 = 180°.)

Ha a paralelogrammainak mind a négy szbge egyenls, akkor a parale-
logramma neve téglalap.
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22. dbra

A téglalap tulajdonsagainak egy része ugyanaz, mint a paralelogramma

tulajdonsagai, és még:

1.

@

Szogei 90°-sak. (Ugyanis a négyszog belsd szégeinek Gsszege 360°. En-
nek negyedrésze 90°.)

Két tiikortengelye felezi az oldalakat (A hurtrapéznal tanultuk.)

Atl6i egyenldk. (Ugyanis az AA’ 4t16 t;-re vonatkozé tiikérképe BR'.)
A téglalap kéré irhatd, aminek kézéppontja 0. (Ugyanis OB = OB/,
OA==04")

Ha a paralelogramma minden oldala egyenld, akkor a neve rombusz.

I
/ />°///
( /
s Y /
Y

s

""L/B

23. dbra

Foglaljuk 6ssze a tulajdonsagait:

1.
2.

Szemkozti oldalai pairhuzamosak és egyenlSk.
Szemkozti szdgei egyenldk.
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. A szomszédos szégek 180°-ra egészitik ki egymadst.
Atl6i felezik egymast.

Atléi felezik a szogeket, tehat tikortengelyek.
Centréalszimmetrikus.

> O o o

Ha a paralelogramma egyenl6 oldald és egyenld szdgi, akkor a neve
négyzet.

B A

AN

24. dbra
A négyzet tehat rombusz is és téglalap is.
Tulajdonsigai:

Szemkozti oldalai parhuzamosak és egyenlék.
Minden szoge 90°-o0s.

Atl6i egyenlSk és merélegesen felezik egymast.
Atléi felezik a szdgeket.

Négy tiikortengelye van és centralszimmetrikus.
A négyzet koré kor irhatd.

I N

Bizonyitsuk be, hogy a kor kézéppontosan tiikros!

25. dbra

A kérvonal tetszdleges pontjat jeloljik P-vel. Hizzuk meg a P ponton
atmend atmérét. Az 4tmérd masik végpontjat jeldljiik P'-vel A P pont P’-
be O koriili 180°-o0s forgdssal vihet 4t, tehat P és P’ kdzéppontosan tiikrds.
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Mivel P tetszéleges pontja a kérvonalunk, a kérvonal minden pontjanak van
szimmetrikus tarsa. Emellett a kér minden dtméréjére tengelyesen is tiikros.

A kornek végtelen sok tiikortengelye van és szimmetrikako-
zéppontja is van.

6. Beszélgessiink a szabalyos sokszogek tiikros tulajdonsdgairdl!

Haromszogek egybevagdsaga

Az eldzGekben belattuk, hogy a tengelyes tiikrézés vagy a tengelyes
tiikkrozések sorozata (pl.: eltolds, forgds, centrdlis tiikrézés) tavolsdgtartd
és szogektartdé transzformacié. Ezeket a transzformadcidkat egybevi-
gdsagi transzformacidknak nevezziik. Mdsképpen: a tengelyes tiikro-
zésbdl és tengelyes tiikrozések szorzatabdl el6dllé transzformacidkat egy-
bevagdsagi transzformacionak nevezziik. Két alakzatot egybevdgdnak
neveziink a sikban, ha tengelyes tiikrozéssel vagy tengelyes tiikrozések so-
rozatdval egyik alakzat a mdsikba vigehtd at. Szemléletesen ez azt jelenti,
hogy két alakzat ha egybevagd, akkor egymdssal fedésbe hozhatdk, ugyanis
az egymasnak megfelel6 oldalak és szogek egyenlok.

Egy héromszégben harom oldal és haroms szég van. Igy két haromszég
egybevigdsiagahoz hat adatnak kell megegyezni. A haromszogek egybevagé-
sdganak eldontéséhez azonban néha harom adat is elegendd.

1. Két haromszog egybevagd, ha két-két oldalanak adatai és koz-
bezart szogiik eygenlok.

C4
C ) - .. . -/__, -
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26. dbra

Legyen: AB = A'B’; AC = A'C'; CAB = C'A'B'4.
Keressiink az ABC haromszogh6z olyan egybevagdsagi transzformaci-
Skat, amelyek az A’ B'C’ hiromszogbe viszik at.
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Toljuk el az A BC hiromszdget az AA’ eltoldsi nyillal. Ekkor az A; B; C,
haromszoget kapjuk. Az Ay B; C; hdromszoget a kozos A’ pont kériil forgas-
suk el dgy, hogy az A; B; félegyenes az A’'B’ félegyenesre keriiljon. Mivel
AB = AB, = A’B’, ezért az AB oldal az A’ B’ oldalra keriilt. Tovibba: a
CABQq = C1A1B14 = C'A'B'J miatt az AC szégszir az A'C’ szégszdrra
keriilt, és az AC = A, B; = A'C’ oldalegyenl6ség miatt az AC oldal az A'C"’
oldalra. Igy az A csicspont az A’-be a B csiicspont a B'-be és a C' csticspont
a C'-be keriilt, vagyis az ABC hiromszoget az A’ B'C’ hiromszégbe vittiik
at. A két haromszog fedésbe keriilt, vagyis egybevagé.

2. Két haromsz6g egybevagsd, ha megegyezik egy oldalban és a
rajta 1év6 két szGgben.

A bizonyitdst az el6z6hoz hasonléan végezhetjiik el.
3. Két haromszdg egybevags, ha megfelelé oldalai egyenldk.
Legyen: AC = A'C'; AB = A'B'; BC = B'C".
Toljuk el, majd forgassuk el a haromszdget ugy, hogy az AB oldal az
A'B' oldalra keriiljon.
C cC c'

\

A B At B’
27. dbra

Hova keriil a C csics? Ha pl.: a ) pontba keriilne, akkor az ABC
haromszég az A’ B'Cy, haromszogbe keriilne és AC = A'C' = A'Cy tovabba
BC = B'C' = B'C) teljesiilne. A C,C' alapi C,C'A’ és C1C'B' hiaromszé-
gek egyenlS szirdak lennének és az alapfelez6 merdlegesiik dtmenne az A’
és B’ csticsokon, vagyis egy szakaszhoz T — CC'-h6z — két felez6merdleges

tartozna, ami nem lehet. Igy a C; pont csak C’-be keriilhet.

4. Két hdromszog egybevagd, ha két-két oldalukban és a nagyob-
bikkal szemkozti szégiikben megegyeznek.

Ennek az egybevigdsagi esetnek a bizonyitdsit tanulmédnyaink sordn
kés6bb végezziik el.

A négy egybevigdsigi esetbdl kovetkezik, hogy az igy megadott hdrom
adatbdl mindig egy hiromszdg szerkeszthetd.
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Alkalmazasként hiromszdgekkel kapcsolatos szerkesztési és bizonyitasi
feladatokat oldhatunk meg.
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