A fé6iskolai geometria anyag egy
lehetséges megalapozasa
II1. rész

SASHALMINE KELEMEN EVA

Abstract. (One of the possible establishments of the academic geometrical subject.
Part. I1.) This paper continues the theme that was published in the latest issue of Acta
Academiae Paedagogicae Agriensis (Vol. XXI. 199). It contains the marks of the central
symmetry and the translation and characterization of the coincidental transformations

on plane.

Ez a cikk az el6z6 kotetben megjelent anyag folytatdsa (Acta Aca-
demiae Paedagogicae Agriensis tom. XXI.). Tartalmazza a centrilis szim-
metria, eltolds tulajdonsigait és a sikbeli egybevigdsigi transzformdcidk
jellemzését. :

5.11. Ertelmezés. Két merOleges egyenesre térténd tikrozések szor-
zatat az O pontra vonatkozé centralis szimmetrianak vagy centralis
tiikrozésnek nevezziik, ahol O a két egyenes metszéspontja. Jele: Sy vagy
To.

5.13. Kévetkezmény.

Tulajdonsagok. Legyen To(A) = A’ és A # O.

1. Az 5.15 tétel alapjén az A, O A’ ponthdrmas kollinedris, s O az [4, A']
felezési pontja.d

2. Az O pontra illeszkedé egyenesek invaridnsak, s az O ponton kiviil
a leképezésnek nincs mas fixpontja.

3. A centrélis tiikrozést egy megfelelo pontpar vagy a centrum egyér-
telmiien meghatarozza.

Ha az A, A’ pontpar adott, az [A, A'] felezési pontja az O. Ha az O
adott, tetsz6leges P pont képe egyértelmiien meghatarozhaté az O, P egye-
nesen.

4. Az O pontra vonatkozd szimmetria minden egyenest vele egyallasi
egyenesbe visz at.

Ha O € e, akkor e mmvaridns.

Ha O ¢ e, akkor legyen O e-re valé merdleges vetiilete 7. Az 5.10.
kévetkezmény alapjan az e és O, T merbleges egynesek e’ és O, T" képe is
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merdleges lesz. Mivel T, O, 7" kollinedris, az 5.10. tétel alapjin e || €’

5. TooTy = I. A centrélis tiikrézés involutérikus leképezés.

Az 5.15. tétel és a tengelyes tiikrézés tulajdonsigai miatt: Ha Ty = Ty 0
T,, akkor ThoTy = TyoT,0ThoT, = TyoTpoTyoT, = TholoT, =T,0T, = I.

5.12. Ertelmezés. Egy geometriai alakzatot kézéppontosan vagy
centralisan szimmetrikusnak neveziink, ha van olyan pont, am;lyre tik-
rozve az alakzat énmagdba megy &t. N

6. Szakasz, sz0g

6.11. Ertelmezés. Két geometriai alakzatot egybevdgdnak neve-
ziink ha létezik olyan egybevigdsig, amely egyiket a masikba viszi at.
Jele: &

6.1. Tétel. Az alakzatok egybevigdsaga ekvivalenciareldcid.
BIZONYITAS.

1. Reflexiv — H = H. Az identitds az az egybevigdsig amely a H
alkazat minden pontjat fixen hagyva teljesiti az el6z& értelmezés feltételét.

2. Szimmetrikus — Ha a H; akazatot az F egybevigdsig viszi 4t H,-
be, akkor a 4.9. kovetkezmény alapjan az F inverze H,-t H,-be képezi le.
Igy ha Hy = H,, akkor H; = H;.

3. Tranzitiv — ha az F| egybevigdsig H;-t Hj-be, az F; a Hy-t a
Hj-ba viszi at, akkor ismét a 4.9 kovetkezményre hivatkozva, az fy o ] a

Hi-t a H3-ba viszi &t. fgy ha H, & H, és Hy, = Hs akkor H, = Hj.

Megjegyzés. A 3. fejezetben definidlt szakaszra is érvényes az el6z6
tétel, mert a 4.5 kovetkezmény alapjan az egybevagdsig szakaszt szakaszba
viszi 4t. A tovabbiakban a tavolsdgfogalom és a valds szdmok tulajdonsigai-
nak felhaszndldsaval néhany, szakaszokra vonatkoz Gsszefiiggést vizsgalunk
meg.

6.2. Ertelmezés. Az [A, B] hosszan a d(A, B)-t értjiik.

6.3. Ertelmezés. Két szakasz koziil azt mondjuk nagyobbnak, il-
letve kisebbnek, amelyikhez hosszként nagyobb, illetve kisebb szdm tarto-

zik.

6.1. Kovetkezmény.

1. Egybevigé szakaszok hossza egyenld.

2. Két szakaszra az =, >, < relacidk koziil egyszerre csak az egyik tel-
jesiilhet.

3. Ha egy szakaszt bels6 pontokkal véges sok szakaszra osztunk, akkor
a szakaszok hosszdnak Gsszege az eredeti szakasz hosszat adja.
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A X. axiéma alapjan d(A, B) = d(A1, As) + d(A;, An) = d(Ar, A2)+
+d(A2, A3) + d(Ag, An) = d(A1 R Az) + d(Az, Ag) + 4 d(An._l R An), ahol
A=A, B=A,,Ay---A,_; az [A, B] bels6 pontjai.

4. Ha egy [A, B]-nak valddi részhalmaza egy [C, D], akkor az (A, B]
hossza nagyobb a [C, D] hosszanal.

5. Ha egy (A, B]-t az A, B félegyenesre n-szer egymds utdn felmériink,
és a C pontot kapjuk, akkor az [A, C| hossza egyenld az [A, B] hosszdnak
n-szeresével. (A felmérés a X. axiéma alapjan azt jelenti, hogy az A, B
félegyenesen megjeldljiik a d(A, B) tavolsdgd pontokat.)

6.4. Ertelmezés. Ha egy szakasz hatdrpontjainak egyikét kezdo, ma-
sikat végpontnak nevezziik, irdnyitott szakaszrdl beszéliink.

6.5. Ertelmezés. Ha A, B az e irdnyitott egyenes két tetszileges
pontja, a kitiintetett pontja pedig O, akkor az [A, B] irdnyitott szakasz
hosszanak nevezziik és AB-vel jeloljik a kovetkezo szamot:

AB = f(B) - f(A).

Megjegyzés. AB = OB—0A, s ez az érték d( A, B)-vel, vagy —d(A4, B)-
vel egyenld, attdl fliggden, hogy A < B vagy B < A, igy nem fiigg az O
vélasztdsatdl. Ha az egyenesen levd rendezést a vele ellentétes rendezésre
cseréljiik, az eljel megvialtozik. Ha O-t rogzitjik, AB = a — b, ahol a és b
az A, B pontok abszcisszdjat jelenti.

6.6. Ertelmezés. Tekintsiik az o sikbeli kézés O kezd8pontd, kiilon-
b6zd a,, b, félegyeneseket, s legyen az a,-t tartalmazé egyenes a, a bi-t
tartalmazé b. Ha a # b, akkor jelolje az a altal meghatarozott b-t tar-
talmazd nyilt félsik és a b altal meghatdrozott a;-t tartalmazd nyilt félsik
metszetét Oy, s legyen a \ {O; Uay; Uby} = O,. Ha a = b, akkor O és O,
jelélje az igy adddd egyenes éltal meghatdrozott két nyilt félsikot. (7. dbra)
Az O, és O, ponthalmazokat az a; és by félegyenesekkel egyiitt szGgeknek
(sz6gtartomanyoknak) nevezziik. Az ay és by félegyenesek a sz0g szarai,
O a szdg csucsa, a; U by-szégvonal
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7. dbra

Megjegyzés. Az értelmezés alapjin egy szégvonalhoz két szdg tarto-
zik, s ezek koziil az egyik, az O;-t tartalmazd, konvex alakzat. A tovdbb-
iakban, ha olyan szdg szarait adjuk meg, amelyek nem alkotnak egy egye-
nest, és nem utalunk a szdgtartomanyra, akkor a konvex alkazatot tekintjik
adottnak.

Jeldlések.
e b1/ B // s
/ o 4
/ Y e
/ / s
0 04 (asb,)x ™ aoBg A @x
8. dbra

6.7. Ertelmezés. ha a; = by, akkor az O iires halmaz, az igy kelet-
kezett szég a nullszog. Az O, ekkor — az ¢y, by kivételével — a sik pontjai
az ap,b;-el egyiitt: teljesszog.

6.2. Kovetkezmény. Az egybevagdsig szoget szogbe visz at. (Félsikot
félsikba, félegyenest félegyenesbe visz at, s mivel a sz6g az értelmezés alapjan
ezek kozos 1észe, a szog képe is sz6g lesz.)

6.8. Ertelmezés. Azt a szoget, amelynek két szara nem esik egybe,
de egy egyenest alkot, egyenesszognek, amelynek szarai merSlegesek, de-
rékszognek nevezzik.

X.* axiéma. Minden sz6ghtz hozzdrendelhetd egy nem negativ valds
szdm, amelyet a szdg mértékszdmanak neveziink. Ha a szbgegység a fok,
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akkor a nullsz6ghéz a 0, az egyenesszéghtz 180 szamot rendeljiik. Adott, 0
és 180 kozé es6é mértékszam esetén barmely O kezddpontii a, félegyeneshez
a kijelolt nyilt félsikban egy és csak egy olyan O kezdSpontid b, félegyenes
taldlhatd, hogy az (a;b;)d mértékszdma az adott mértékszam. Egybevagéd
sz6gek mértékszama egyenlS. Barmely szoget a csicsabdl kiinduld, szégtar-
tomanyban haladé félegyenes két olyan szdgre bont, amelyek mértékszama-
nak Osszege az eredeti sz6g mértékszamaval egyenld.

Megjegyzés.

1. A sz6g mértékét megfogalmazé axiéma allitasai a X. axidéma alapjan,
eléggé hosszadalmasan, igazolhatdk.

2. Van rogzitett szogegység, a fok. Jele: °

3. Az egybevagdsag szoget vele egyenlé mértékii szégbe visz at, ezt
roviden ugy fejezziik ki, hogy szogtarts leképezés.

4. A tovabbiakban egybevagé szakaszok és szogek helyett egyenldket is
mondhatunk.

6.9. Ertelmezés. Két sz0g kozil azt tekintjilk nagyobbnak, illetve
kisebbnek, amelyikhez nagyobb, illetve kisebb mértékszadm tartozik.

6.3. Kovetkezmény.

1. Két szogre az =, >, <, relacidk koziil egyszerre csak az egyik teljesiil.

2. Ha két sz6g cstcsa kozos, és az egyik tartalmazza a masikat, de nem
egyenld vele, akkor a tartalmazé szég a nagyobb.

3. Ha egy szoget a szog csicsabdl kiinduld félegyenesekkel véges sok
részre osztunk, akkor a részek mértékszamanak Osszege az eredeti sz0g mér-
tékszamadval egyenld.

Mindhérom Aallitds a valds szdmok tulajdonsigainak és a X.* axiémédnak
a segitségével, egyszeriien beldthatd.

6.4. Kovetkezmény. A derékszég mértékszama 90°, a teljesszogé
360°.

Megjegyzés. A teljesszog 360-ad 1észének is tekinthetjiik a szégegy-
séget, a fokot. Az 1°60-ad része az 1 perc (1’), ennek a 60-ad része az 1
masodperc (17).

Ha az egyenesszoghtz a m valds szamot rendeljiik, akkor a szbgmérés
egysége aradidn, de ennek bevezetésére ebben a felépitésben a kor targyaldsa
utdn keriil sor.

6.10. Ertelmezés.

Hegyesszog — a nullszdgtdl kiildnb6z6, a derékszognél kisebb szdg.

Poétszogek — olyan két szog, melyek mértékszamanak Osszege a de-
rékszdg mértékszamaval egyenls.



168 Sashalminé Kelemen Eva

Kiegészit6 szogek — két olyan szog, melyek mértékszamanak Ssszege
az egyenesszog mértékével egyenlo.

Tompasz6g — azon szog, melynek kiegészits szoge hegyesszog.

Mellékszogek — két olyan szég melyeknek egyik szdra egybeesik, a
masik pedig ugyanannak az egyenesnek két kiilonb6z6 félegyenese. (Egyiitt
egy egyenesszoget alkotnak — kiegészits szogek.)

Konvex sz0g — mértékszama az egyenesszég mértékszamanil nem
nagyobb.

Konkav sz6g — a nem egyenes konvex szdg szdraihoz tartozd mésik
s26g. (Mértéke az egyenesszig és teljesszég mértéke kozott van.)

Csiucsszogek — olyan két szog, melyeknek szdrai két metszdegyenes
kiilénb6z6 félegyenesei.

6.11. Ertelmezés. Félegyeneseket egyezd iranydaknak neveziink,
ha parhuzamosak, és a kezd6pontjaikra illeszked6 egyenes &ltal meghatd-
rozott ugyanazon félsikban vannak, vagy egy egyenesre illeszkednek és az
egyik tartalmazza a masikat:

Két félegyenest ellentétes iranyuvaknak neveziink, ha parhuzamo-
sak és a kezdépontjaikra illeszked6 egyenes altal meghatdrozott kiilonbozd
félsikokban vannak, vagy egy egyenesre illeszkednek és egyik sem tartal-
mazza a masikat,

Ha két konvex szOg szarai paronként egyirdnyuak, akkor azokat egyal-
lds1 szogeknek nevezziik. Valt 6sz6geken olyan konvex szégparokat értiink
amelyeknek szarai paronként ellentétes iranydak. Tarsszdgeken olyan kon-
vex szogparokat értiink, amelyeknél az egyik par szar egyezd, a masik par
ellentétes irdnyd.

6.12. Ertelmezés. A sz6get meghatdrozé félegyenesparhoz tartozé
szimmetriatengelyt a sz6g felezGjének nevezziik.

6.5. Kovetkezmény. Minden szégnek pontosan egy szogfelezGje van.
6.2. Tétel. A csicsszogek egyenldk.

BIZONYITAS. A 9. dbra jel6léseit haszndlva, az a,b egyenespéarhoz az
5.12 tétel alapjan két szimmetriatengely tartozik, t; és t,.
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9. dbra

(a1b01)9 = (b2a2)q, mert a T3, ai-t by-be, by-t ay-be viszi 4t, s a két
megfelel6 félsik kozos részét is a képek kozds részébe viszi at. Hasonléan
beldthatd, hogy a masik csicsszogpar, az (azby )<, (b2a1)q is egybevigd, igy
mértékiik egyenlo.

Megjegyzés. Két metszC egyenes négy konvex szdget hatdroz meg, s
ezek koziil 2-2 egyenld (csicsszogek).

Mivel ¢; | %,, a centralis szimmetria értelmezése alapjin a csticsszogek
a csticspontra nézve tiikrosek.

6.13. Ertelmezés. Két metszd egyenes sz0gén a metszéspont altal
meghatdrozott félegyenesekhez tartozé nem tompaszoget értjik.

6.6. Kovetkezmény. A sik azon pontjainak mértani helye, amelyek a
sik két metsz6 egyenesétol egyenlS tavolsdgra vannak, az egyenesek szdgfe-
lezdi.

A szdgfelezd értelmezése és az 5.13 tétel alapjan igaz az allitds.

7. Eltolas, forgas

7.1. Ertelmezés. Két egyallasi egyenesre torténd tiikrozés szorzatat
eltoldsnak nevezziik. Jele: E. E = (T, o Ty,) (1 és {2 a két egydlldsi
egyenes).

7.1. Kovetkezmény. Az értelmezésbdl kézvetleniil ad6dé tulajdonsé-
gok:

1. Kolesénosen egyértelmii leképezés. Egybevigdsag.

2. Ha a két tengely egybeesik, akkor az eltolas identitas. Létezik inverze:
E-l' =T oTy,.

3. Rendezéstartd, szakasz- €s szogtartd transzformacio.
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4. Legyen t; || ta, és Ty, (A) = A”, T:,(A”) = A, ekkor az A, A", A’
pontok kollinearisak.

A, A" merdleges t;-te, s ez 5.10 tétel miatt merdleges ts-re is. A”, A’ me-
roleges ty-re, s mivel A”-bol ty-re csak egy meréleges éllithatd, ez egybeesik
A, A”-vel, s igy A, A", A’ kollinedris.

5. A tengelyekre meréleges egyenesek invaridnsak, s az ezen egyenesek
altal meghatarozott félsikok is invariansak.

Legyen A, A’ az €l6z6 pontban definidlt pontpar. Az A, A’ hatéregye-
nesti valamely félsikban levé P pont P’ képe az A, A’-vel parhuzamos egye-
nesen van (az 5.10. tétel alapjan), s igy nem metszi a hatdregyenest; P’ is
P-vel azonos félsikban van.

7.1. Tétel. Legyen az A pont képet a ¢;,{, parhuzamos egyenesekre
torténd tikrozések szorzatanal A'. Az A, A’ egyenes kitiintetett pontja le-
gyen 0. Ha Ty = A,A'Nty, Ty = A, A’ Nty, = az A pont abszcisszdja, és
2d(Ty,Ty) =| a |, akkor az (A, A’,0) rendszerben az z ~— z + a leképezés
azonos a ty,ts tengelyek altal meghatarozott eltolassal.

BIZONYITAS. Az A", A’, Ty, T, pontok abszcisszdi legyenek rendre z”,
z', y, yo. A 11 az [A, A”] felezési pontja, ezért a 6.5. értelmezés utdni
megjegyzés alapjan y; —z = 2" —y1, s ugyanigy yo—2" = z'—y,. Atrendezve:
2" =2 —z, 2 =2y — 37 =2y — 21 + 7 = 2(y2 — ) + 2. Az (4, A'0)
rendszerben az x — 2(yz — y1 )+ z hozzarendelés a tétel allitdsdnak megfeleld
eltolas, mivel | y2 — y1 |= d(T1,T3).

7.2. Kovetkezmény.

1. Ha a tiikrdzések sorrendjét felcseréljiik, akkor az a elGjele megvalto-
zik. ¢’ = 2(y1 — y2) + 2.

2. Ha az A, A’ egy rendezésében 11 < T3, akkor A < A',de ha T, < T3,
akkor A’ < A.

Ha ugyanis T < T3, akkor ¢’ = z4+a = z42d(1y,T3), mert y; —y; > 0,
s igy A is megelézi A'-t. (Ha T1 < T3, az O helyzetétdl fiiggetleniil az y, —
mindig pozitiv.)

Ha Ty > T3, akkor 2’ = z + a = z — 2d(T1,T3), mert y, — y; < 0.

7.3. Kovetkezmény. Az eldz6 tétel jeloléseit megtartva; egy A pontra
és az F = T, o Ty, eltoldssal kapott A’ képére teljesiil, hogy A, A’ meréleges
a tengelyekre, d(A, A") = 2d(T1,T3), s ha T} < T3, akkor A < A"

7.4. Kovetkezmény. A tetszéleges A pontot A'-be (A # A’) vivé el-
tolds végtelen sok olyan parhuzamos egyenesparra torténd tikrézéssel meg-
valésithaté, melyek merélegesek A, A'-re, és ha az A, A’-vel valé metszés-
pontjuk 77, 7%, akkor 2d(Ty,T,) = d(A, A'); ha A < A', akkor Ty < T3, ha
A > A', akkor Ty > T3 is teljesiil.
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Az el6z6 kivetkezménybol adddik az allitas.

7.5. Kovetkezmény.

1. Az eltoldsnak, ha nem azonossag, nincs fixpontja. Ha £ # [, akkor
ty # ta, s igy d(T1,T3) # 0. Ha lenne egy P fixpont, akkor d(P, P') =0 =
2d(Ty,T,) — ez utSbbi viszont nem egyenld nulldval.

2. Az eltolas invaridns egyenesei parhuzamosak, s a tengelyekre mer6-
leges egyeneseken kiviil nincs mds invaridns egyenese az eltoldsnak.

A 7.1. kovetkezmény utolsé pontja alapjan a tengelyekre meréleges
egyenesek invaridnsak, s egymassal parhuzamosak. Ha létezne olyan invari-
ans egyenes, mely nem meréleges a tengelyekre, akkor ennek egy tetszdleges
P pontjabdl a tengelyekre allitott merdleges is invaridns egyenese lenne az
eltolasnak. Mivel két invarians egyenes metszéspontja fixpont, igy P az el-
tolas fixpontja lenne, ami a kdvetkezmény elsé része miatt lehetetlen.

7.6. Kovetkezmény. Tetszoleges e egyenes és eltoldssal kapott e’ képe
egyallasi egyenespdr.

Ha e merdleges a tengelyekre, akkor e = €’. Ha e nem merdleges a
tengelyekre, akkor e || ¢/. A masodik eset bizonyitdsa indirekt.

Tegyiik fel, hogy létezik e Ne’ = P. Mivel P € e, igy P’ € e'. Az el6zd
kovetkezmény miatt P # P'(E # I). Ekkor viszont P, P’ = €' = e, ami
azt jelenti, hogy e invaridns, igy meréleges a tengelyekre, ami ellentmond a

feltételnek.

7.2. Ertelmezés. Ha egy eltoldsnal A képe A’, akkor a 8(A, A") irdnyt
és az A < A’ rendezést az eltolds irdnydnak a d(A4, A')-t az eltolds nagy-
saganak nevezziik.

7.7. Kovetkezmény. Az eltolast egy megfelel6 pontpar egyértelmiien
meghatarozza.

7.8. Kévetkezmény. Minden egyes eltoldshoz egyenl6 hossziisdgi, ira-
nyitott szakaszok tartoznak. Az eltolds a sik irdnyitott szakaszain osztalyo-
zast 1étesit: egy ekvivalenciaosztalyba tartoznak az adott eltoldshoz tartozé
szakaszok.

7.3. Ertelmezés. Egy adott eltoldshoz tartozé iranyitott szakaszok ek-

vivalenciaosztilydt szabad vektornak nevezziik. Jele: AB , ahol A a vektor
egy reprezentinsanak kezdépontja, B a végpontja. Az indentitast jellemzo
vektor, azaz amelynél A = B, a nullvektor.

7.9. Kovetkezmény. Minden ekvivalenciaosztilyt reprezentals vektor
meghataroz egy eltolast.
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7.2. Tétel. Két centrdlis szimmetria szorzata eltolds, é€s barmely eltolds
elcallithato két centrilis szimmetria szorzataként.

BIZONYITAS.

1. Az 5.15 tételbdl kovetkezik, hogy az O centrumu szimmetridt bar-
mely olyan merdleges egyenespar, melynek metszéspontja O, egyértelmiien
meghatéarozza. fgy az O, O, centrumu szimmetridkndl is tekinthetiink olyan
tengelyparokat, melyeknek egyike a két centrumra illeszkeds egyenes, a ma-
sik pedig az erre meréleges, az egyes centrumokra illeszkedé egyenes. A
tengelyek igy O1,0; = € és 11(01 € 1), valamint ¢,(0y € t3) Tog 0 To; =
(T, 0Te)o(TeoTy,)=Ty, 0 TeoTe 0Ty, =Ty, 0Ty, = E.

2. Legyen Ty, 0Ty, = E, a L t;, valamint a Nty = 01 és a Nty = Os.
E=Ty,o0Ty =Ty, 0T, 0Tg0Ty, =Toy0T0;.

7.3. Tétel. Hirom kiilonb6z6 centrélis tiikrézés szorzata mindig he-
lyettesithett egyetlen centrilis titkrozéssel.

BIZONYITAS. Legyen a hdrom centrum O, 03, 0;. Az el6z8 tétel sze-
rint Tpy 0 Toy = E, valamint E = Ty, o Ty, = Ty, 0 Try, (10. dbra), ahol t,
és t; az Oy és O;-re illeszkedd, O, O-re merleges egyenespar. m; az Oy-ra
illeszkedd Oy, O4-re sllitott merdleges, n az m;-re Oz-ban allitott merdleges.
Az O4 legyen az n egyenesnek olyan pontja, melyre 0;0; = 0403 O4-ben
az Oy, 0;-re merdSleges egyenes legyen m;.

Az el6z6 tétel bizonyitdsa alapjan Ty, 07, = Ty, 0Ty, , azaz Ty, 0Ty, =
T03 o] ng. Szorozzunk balrdl Tga-mal Toa 0 T()2 o T01 = TO;, 0 T03 o} T()‘1 = Tg‘.

0, 02 m2 M4

o] O3

t4 t;
10. dbra
7.10. Kovetkezmény. Két eltolas szorzata mindig egyetlen eltolas.

E20E1=T040T030T020T01 :T05°T01 = Fj

7.11. Kovetkezmény. Véges szamu eltoldsok szorzata egyetlen elto-
lassal helyettesithetd.
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7.12. Kovetkezmény. Haromndl tébb centralis tiikr6zés szorzata pa-
ros szam esetén eltolasra, paratlan szam esetén centralis tiikkrozésre vezet-

het6 vissza.
Ha pératlan szadmu centralis szimmetria szerepel, akkor el6dllithaté Eo

Ty alakban, azaz felithatd, hogy To; o T, o Tox = To;.

7.13. Kovetkezmény. Harom centralis titkrozés szorzatdnal a ténye-
z6k sorrendje felcserélhets. Ty, o Tp, o Ty, = Ty, — négyzetre emelve

(Toa o T02 o T01 )2 = (T04 )2 =1

— mivel a leképezés négyzete identitds, a 2.3. tétel alapjan megegyezik az
inverzével, azaz

Tg3 0 T02 o] Tg1 = To1 o T02 o T()a.

7.4. Ertelmezés. Ha a t; és t, tengelyek egy O pontban metszik egy-
mast, akkor az F' = Ty, 0T}, tiikrozések szorzatdt O pont koriili forgasnak
vagy forgatasnak nevezziik.

7.14. Kovetkezmény. Az értelmezésbdl ad6dé tulajdonsigok:

1. Kolcsonosen egyértelmii leképezés, egybevagdsag.

2. Megengedve t; = t,-t, a forgds azonossig. Az F inverze az F™! =
o] th

3. A ¢; Nty = O fixpont. Ha A képe A’, akkor d(O, A) = d(O, A’).

4. Rendezéstartd, szakasz és szbgtartd transzformadcio.

Ty

1

7.5. Ertelmezés. Ha egy szog szdrainak a sorrendjét megadjuk, ira-
nyitott szogrdl beszélink. Jelolése:

Y a,

kezdoszar végszar

11. dbra

Az irdnyitott szég mértéke elGjeles mennyiség, altaldban ha az abra-
zolds sordn a kezdd és végszar sorrendje az dramutatd jarasaval ellentétes
irdnyd, akkor pozitiv, ha megegyezd, akkor negativ a sz6g mértéke. Két
irdnyitott szog mértéke akkor egyenld, ha eldjeles mértékiik egyenls. Ha n
irdnyitott sz6g (n > 2) sszege abszoliit értékben nagyobb mint 360°, akkor
ez az Osszeg reprezentalhat6 egy megfelel$ irdnyd, 360°-nél kisebb széggel.
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Ha adott egy teljesszégnél kisebb iranyitott szog, akkor az reprezentilja az
Osszes o = a; + k360° szoget is, ahol a4 a tekintett szdg eldjeles mértéke, s

k € Z. Ebben az esetben o -t szokas forgasszégnek is nevezni.
i

7.4. Tétel. Ha az O pont koriili forgas az O-bdl kiindulé tetszéleges a,
félegyenest az a| félegyenesbe viszi 4t, akkor, irdnyitott szogeket tekintve,

(a101)9 = 2(t1t5 9).

BIZONYITAS. A sz6g nagysagara vonatkozé &llitds bizonyitasanal két
lehetséges esetet vizsgalunk meg, (12.a. dbra) a gondolatmenet mas esetek-
ben is hasonld.

A tiikrozés szégtartd, igy (e1t1)d = (t1ay)d és (a1t2)d = (f2a})d.
(a101)9 = (at1) I+ (tar 3£ (a1 2) I £ (t201)d. (tra; 3£ (a1 82)9 = (Li12)9.
Az elsé egyenldségsorozatot felhasznalva: (¢1t2)9 = (art1)J £ ((2a)9, igy
(ara1)d = 2(t1t2)9.

Az irdnyra vonatkozé dllitds igazoldsandl tegyiik fel, hogy (112)4 <
90°, s az irdnya negativ. (12. b, ¢ dbra)

1. Az a, félegyenest a {1, ?; egyenesek altal meghatarozott hegyesszog-
tartomdny tartalmazza. (12.b dbra) i;,t, jeldlje az a;-t tartalmazé szég
szarait, t{,t, a tengelyek O kezdSpontd madsik félegyeneseit, az a; egyenesé-
nek O kezdSponti kiegészits félegyenesét ay. Legyen: Ty, (t2) = t5, 7y, (a1) =

031”.

A tiikrozés és a csiucsszogek egyenlsége miatt (ait)d = (t5a1”)4
(t5ar)d. (t5t2)d = 2(t1t2)J és ez kisebb mint 180°. (a1”t5)d > (a1”t3)q,
azaz (a1”t5)d > (thar)d.

Az a,”-nek a t; egyenesére valé tikorképe, az af, a t, egyenese &ltal
meghatdrozott mdsik félsikban van, mint a {3, s az @,”,a] azon szogtar-
toméanydra, mely tartalmazza a t, félegyenest, teljesiil, hogy (a1”a})d =

2a"t)3 = 2ar”t5)3 + AFH). (@ a)g = Aa’th) + (51)3, e o
dsszeg viszont kisebb mint az (a;”a])d, s igy az a] az a egyenes ugyanazon
félsikjdban van mint a t,. fgy az (@)@} )d irdnya is negativ.

2. Az a, félegyenest a 1,1, egyenesek altal meghatirozott tompaszog-
tartomdny tartalmazza. (12.c dbra)

Legyen Ti,(t1) = tf. a1 vagy a t,,t} félegyenesek, vagy a i7,t; féle-
gyenesek szdgtartomanyaban van. (A ¢;,t, félegyenesek dltal bezirt tom-
paszogtartomdany esetén a gondolatmenet hasonlé lehet.) Mindkét szég ira-
nya megyegyezik a (¢113)<J irdnyaval. Az 1.-ben leirtak alapjan viszont az
(a1a{)q irdnya azonos a (%217, illetve a t7¢]) hegyesszégek iranyival.

3. Ha t; L ty, akkor az (a;a}) egyenesszdg tartomdinya az a félsik,
amely a tengelyeket tartalmazza, s ekkor az irdnyitas szintén egyenld.



A féiskolai geometria anyag egv lehetséges. . .

175

£ ay t,
1 l". N
. ' a,
a1\__ Il'\. x// a4
N, “\
N f'"/ o
Q
ay M a X t
1
txz \ /ot - / t
"".\. '.I" ! _/f ".\'.,I
N /s
hY - i ¢ e
7 \/
N, b ' \ e
" — a
//’ \ —
.r'/ /‘ / ,".
7 /N
t, / / a4 t / Aty
b) c)
12. dbra

7.6. Ertelmezés. Forgasnal a tengelyek szogének a kétszeresét a for-
gds mértékének, a tengelyek forgasszogének iranyiat a forgds iranyanak

nevezzik.

Megjegyzés. A bizonyitds sordn nem haszndltuk ki a tengelyek hely-

zetét. A (t1¢2)<d nem

tompaszog, igy 2(t1t2)d < 180°. Az a; atvihetd az

aj-be 360° — 2(t1t;) szogii és ellentétes irdnyd forgassal is. Forgasszogként

egyenesszdgnél nagyob

b sz6g is megadhatd, de ez mindig helyettesithetd az

azt 360°-ra kiegészito szogu és ellentétes iranyu forgassal. Gyakran hasznos,

ha az elforgatas szdge
lyeknek kezdoszara ay

alatt mindazokat az iranyitott szogeket értjik ame-
, végszara aj, tehdt az (aya})g + k360°-t (k € Z).

Az elforgatis szoge eszerint egy széghalmaz, amelyet tetszSleges elemével

reprezentilhatunk.

7.15. K6vetkezmény. Minden F' = T}, o Ty, forgdshoz és 2(t;t,)J-hoz
végtelen sok O-ra illeszkedd egyenespar tartozik, amelyekre torténé tiikro-
zéssorozat az F forgast eredményezi.
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7.16. Kovetkezmény. A forgdsnak, ha nem azonossag, csak egy fix-
pontja van, invaridns egyenese pedig csak akkor van, ha vagy azonossag,
vagy a két tengely merdGleges egymasra.

Ha A fixpont lenne, (A # O) akkor az (AOA')J = 0, de 2(t1¢3)< # 0,
s ez ellentmond a 7.4. tételnek.

Ha nincs fixpont, pontonként fix egyenes sincs.

Invaridns egyenes az azonossagndl és a {; L f; esetben létezik. Ha egy
ezektd] killonbéz6 forgasnak az A, A invaridns egyenese lenne, akkor mivel
O ¢ A A é dO,A) = d(0,A"), az (AQ A'){ felezbjére titkrozve A képe A/,
igy a szogfelezd az [A, A'] felezémerdlegese. fgy az invarians egyenes barmely
pontparja szimmetrikus lenne a felez6merélegesre, s ekkor annak A, A'-vel
valé metszéspontja fixpont lenne.

7.17. Kovetkezmény. A forgast a fixpont, az elforgatds szége és ird-
nya egyértelmilen meghatarozza.

7.18. Kovetkezmény. A kézéppontos tiikrézés specidlis forgas, a for-
gas szoge 180°.

8. A sik egybevigdsagi leképezései

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy a sik egybevagdsagi leké-
pezései hogyan allithatdk el6 tengelyes szimmetriak szorzataként. Be fogjuk
bizonyitani, hogy minden — egy a sikot énmagéra leképezd — egybevags-
sag vagy azonossig, vagy egy, vagy két, vagy harom tengelyes szimmetria
szorzata.

8.1. Tétel. Az « sikot dnmagira leképezd olyan F' egybevigdsag,
amelynek van legaldbb hirom nem kollinearis fixpontja, azonossag.

BIZONYITAS. Legyenek A, Ay, Az fixpontok, s tegyiik fel, hogy ' # I,
azaz létezik olyan P pont, hogy F(P) # P'. F egybevigésag, igy d(P, A1) =
d(F(P),Ay), ami azt jelenti, hogy A; illeszkedik a [P, F(P)] felezémerd-
legesére. Ez az A,, A; pontokra is igaz, igy A, Az, As kollinearisak, ami
ellentmond a feltételnek.

8.2. Tétel. Minden olyan F' egybevigdsag, amely az o sikot Snmagdara
képezi le és van legalabb két kiilénb6zd Ay, Ay fixpontja, vagy azonossag,
vagy A;, A; tenelyid tengelyes szimmetria.

BIZONYITAS. Ha F' # I, akkor van olyan P € «, hogy F(P) # P. Az
el6z6 tétel bizonyitdsa alapjan A; és A, illeszkedik a [P, F(P)] szakaszfelezd
merdlegesére, s igy Ay, Az, P nem kollinedrisak. Legyen T; az f szakaszfelezo
merdlegesre torténé tikrézés. A Ty o I leképezésnek A;, A,, P fixpontja,
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igy a 8.1. tétel alapjan T; o F' = I. Balrdl Ty-el megszororzva az elébbi
egyenldséget;
TioTfoF =Tfol, ebbdl F=Ty.

8.3. Tétel. Minden olyan az o sikot énmagara leképezd egybevigdsig,
amelynek van legaldbb egy A fixpontja, vagy azonossag, vagy olyan tenge-
lyes szimmetria, melynek tengelye tartalmazza A-t, vagy két, A-t tartalmazé
tengelyi tengelyes szimmetria szorzata.

BiZONYITAS. Ha F # I, akkor létezik olyan @) € «, hogy F(Q) # Q.
Az eléz8ek alapjin az [F(Q),Q] m szakaszfelezd merélegese tartalmazza
A-t. Aés Q a T, oF leképezés kiillonb6z6 fixpontjai, igy vagy T, o F = I,
amibdl T.,-el balrdl szorozva Ty, o T, o F = T, o [ innen F = T,,, vagy
TmoF =Ty, ahol f=Q,A. Tp-el balrdl szorozva T\, 0 T, 0 F' = T, 0 T,
sigy F' =Ty oTy.

8.4. Tétel. Minden olyan F' egybevigdsidg, amely az a-t &nmagira
képezi le, legfeljebb hirom tengelyes szimmetria szorzataként all eld.

BizONYITAS. Ha F # I, akkor létezik R € o, hogy R # F(R). Legyen
g az [R, F(R)] felez merélegese. R a T, o F' leképezés fixpontja. Az el6z6
tétel alapjan (a jeloléseket megtartva):
vagy Ty o F' = I ahonnan F =T\,
vagy Ty o ' = Ty, amelybdl F' =Ty 0T,
vagy Tgo F' =Tp oTy mib6l F =Ty0T,, 0Ty,

(Mindhédrom esetben balrdl szoroztunk T,-vel, s igy adédtak F-re az
egyenldségek.)

Megjegyzés. A sik 6nmagéra torténo egybevagdsigi leképezései: a ten-
gelyes szimmetria; két tengelyre torténd tiikrozés szorzataként az identitds,
az eltolas és forgas; valamint hiarom tengelyes szimmetria szorzata.

A tovdbbiakban a bizonyitdsok sordn t6bbszér hivatkozunk majd a ko-
vetkezs tételre.

8.5. Tétel. Létezik tengelyes tiikrozéseknek olyan sorozata, amely egy
adott kezd6ponti adott félegyenest, valamint ennek egyenese dltal meghata-
rozott adott félsikot egy adott kezdSponti adott félegyenesbe és ezen utébbi
egyenese altal meghatarozott adott félsikba visz at.

BIZONYITAS. Az el6z6ek alapjin ez maximum harom tiikrézéssel meg-
valésithaté. (13. dbra)
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t a"1

13. dbra

A Ty, o Ty,, illetve ha sziikséges, még a t3-ra vald tiikrozés a kivint
leképezés.

8.1. Kovetkezmény. Ha két tiikrozéssorrozat az o sik adott oy fél-
sikjat és annak hataran adott félegyenest az o sik egy adott a, félsikjiba és
annak hatdran adott félegyenesbe visz at, akkor a két leképezés egyenld.

A szakasz- és szOgtartdst folhasznalva az 4llitds egyszeriien igazolhaté.

8.6. Tétel. Harom kiilonb6z6 egyenesre torténd tengelyes tiikrozés
szorzata mindig helyettesithetd egy egyenesre torténé tiikrozés és egy el-
tolds szorzatival.

BiZONYITAS. A hirom egyenes felvételének lehetdségei alapjin a ké-
vetkezs eseteket vizsgdljuk.

a.) ty || ta || ts. Ekkor Ti3 0Tt, o Ty, = F o T;. (14. a 4bra)

b.) t; Nty Ntz = O. Ekkor a Ty, o Ty, forgds helyettesithetd a T3z 0 Ty
forgdssal, ahol O € t4 és (t4t3)d = (t1t2)d, valamint a forgdsszogek irdnya
is megegyezik. fgy

Tt3 O,I;)on'tl :Tt3°Tt30Tt4 :IOTt3

Itt az eltolds az indentitds. (14. b 4bra)

c.)ty Lityésty | ts. Ekkor Ty3 0Ty, 0Ty, = Ti30Ty, 0Ty, = EoTy,
(14. c dbra)

d.) A hirom egyenes paronként metszi egymast. Megfelelo tengelyek
valasztdsival a c) esetre vezetjiik vissza. (14. d 4bra)

A 15,13 tengelyekhez tartozé forgds helyettesithetd a t),t; tengelyekre
vonatkozé forgdssal, ahol ¢, L t; és a forgdsszogeik egyenldk. A ¢; L 1)
tengelyekre torténd tiikrozés pedig megvaldsithaté a ¢,” L t3” tengelyekre
térténd tiikrozéssel, ahol még t,” L t} is teljesiil. Tgy:

TizoTi, 0Ty, == Ty 0Ty 0Ty, =Ty, 0T 0 Tyn
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s ez a c) esetnek felel meg.

ty| ) t5 e

oo X

/ \ t;

AN
.

14. dbra

Megjegyzés. A 7.4. kovetkezmény alkalmazdsaval igazolhaté, hogy
az a) eset egy tengelyes tiikrozéssel helyettesithetd, igy jogos a kévetkezd
értelmezés.

8.1. Ertelmezés. Az egy egyenesre torténd tiikrozés és egy eltolds
szorzatabdl el64lié transzformiciét cstsztatva tiikrozésnek vagy csiszé
szimmetridnak nevezziik, ahol a tengely és az eltolds irdnya egyalldsdak.
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