Algoritmikus gondolkodasra nevelés

SZILAK ALADARNE

Abstracto. (Bazoj de kalkultekniko en la matematikainstruadon integrale) La skri-
bleciono modelon montras bazoj de kalkultekniko por aplikado en la matematikainstru-
adon integrale. En la bazgrado instruado aplikado de la algoritmadoj akcelas elformon,
evoluigon de la algoritmada pensado. Ci tio grava edukada tasko dum la matematikaj

studhoroj ankau.

Néhany bevezet6 gondolat

A szamitégéptudomany az elmilt évtizedekben dridsi fejlédésen ment
keresztiil. Az igények ndvekedése sziikségszeriivé tette a szdmitastechnika
alap- és kozépszintli oktatasat, mely szakkordn, fakultdcidn, tanéran (sza-
mitdstechnika, informatika, matematika, technika) az iskoldk tébbségében
bevezetett. A kozépiskoldkban kisérletileg megalapozott tankonyvek, didak-
tikailag jél kidolgozott megoldadsrendszerek (kézikdnyvek, példatarak) segi-
tik a tanarok, tanuldk munkajat.

A kotelezd iskoldzds szintjén (6—16 éves kor) a matematikatanitdsba
integrdlva lehetne a szdmitadstechnikai ismereteket megalapozni. A mate-
matikatanitas alapvets feladata a logikus, a rugalmas, a fegyelmezett gon-
dolkod4sra, problémamegolddsra nevelés. A szdmitistechnika elemeinek az
oktatdsa és alkalmazdsa az algoritmikus gondolkoddasmdéd kialakitasa-
val és fejlesztésével segitené a fenti feladatok teljesitését. Hasonldan a
matematikai logikdhoz, a halmazelmélet alapjaihoz, a kombinatérikdhoz —
melyeket nem tanitunk 6ndllé témakorként — eszkoz, fejlesztd, elékészitd
jellegiiek lennének a szdmitistechnikai alapismeretek.

Sokan kételkednek a matematika és a szamitdstechnika pozitiv kolcson-
hatdsdban ezen a szinten. Az biztos, hogy csak hatdrozott megkdzelitéssel,
az otletek és a médszerek kidolgozasa, finomitdsa utdn (kisérletezéssel) vér-
haté egyértelmi eredmény. A szamitastechnika olyan gyorsan fejlédik, hogy
nem nagyon érdemes ,holnapra mar elavulé” ismeretekre helyezni a hang-
stlyt. Els6sorban a ,kiszolgalt tantargy” (matematika) igényeit figyelembe
véve altalanos szamitdstechnikai kultira addsa legyen a cél: Az alapszintii
osztdlyokban az algoritmusok tanitasa, alkalmazdsa, a szamitégép oktatdsi
segédeszkozként torténd hasznilata a feladat. Az emelt szintli matematika-
tanitdsban a fentieken kiviil megfogalmazdédhatnak olyan kovetelmények is,
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amelyek valamely programnyelv elemeinek az elsajatitdsdhoz kapcsolédnak.

A tovibbiakban egy modellt szeretnék mutatni a szamitastechnikai is-
meretek mddszertani feldolgozasdhoz a matematika tanitdsiban.

Algrotimusok alkalmazasa az alapszinti
matematika orakon

1. Alapismeretek

— Algoritmus: (a sz6 tervszeriiséget jelent; a kozépkorban élt tizbég
matematikus, al-Kvarizmi nevébdl szdrmazik.) Az algoritmikus eljards nem
a szamitégép tudomannyal sziiletett (Euklidész, ékori goérég matematikus
nevéhez fiizédik pl. az euklidészi algoritmus).

Definicié: Az algoritmus olyan egymdst kévetd elemi lépések véges
sorozata, amely valamely probléma egyértelmit és teljes megoldé,sé,r; al-
kalmas. A keresett eredményt létrehozd elemi lépéseket utasitdsoknak ne-
vezzik.

Egy algoritmustdl a kovetkezé tulajdonsagokat varjuk el:

1. Végesség: az algoritmusnak véges szamu lépés utan meg kell tudni
hatdrozni a kiinduldsi feladat megoldasat, vagy meg kell mutatni a probléma
megoldhatdsagat.

2. Meghatarozottsdg: az algoritmus — azonos kérilmények kézott
végrehajtva — mindig azonos eredményre vezessen (egyértelmiiség).

3. Altaldnos érvényii: az algoritmus nemcsak egy konkrét probléma
megoldasat szolgalja, hanem a problémak egy egész halmazat oldja meg.

4. Bemenet: a kiindulasi adatokat jelenti, melyeket , beépithetiink” az
algoritmusba, vagy a problémamegoldé &ltal , kiviilr6l megadhatunk”.

5. Kimenet: a keresett megoldast, eredményt szolgéltatja.

6. Hatékonysdg: az algoritmus a keresett eredmény(ek )hez a megadott
feltételrendszer mellett folosleges 1épések nélkiil jut el (a lehetd legrévidebb
id6- és helyigénnyel).

— Probléma:

Definicié: Pélya Gyorgy: ,,A probléma olyan szituacid, kérdés, feladat,
amelyre a vilaszt nem tudjuk azonnal emlékezet, észlelés, tapasztalas tjan

megadni, hanem csak kézvetett iton: gondolkodasi és logikai miveletvégzé-
sen keresztiil.”
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Algoritmusleiré médszerek
a) Folyamatdbra (blokkdiagram):

A feladat (probléma) megolddsi lépéseinek sorrendjét — utasitastipu-
sonként kiilonb6z6 geometriai alakzatok (szimbdlumok) felhasznaldsaval —
szemléltetd dbra, melyben a ,folyamat irdnyat” nyilak mutatjik.

Egyszerii folyamatdbra szimbdlumok, jelentésiik

@ Q az algoritmus (fohramat) elejét és végét
jelzi

beolvasgo, Kiiré utasitas (adatokat, ered-
meényeket szolgaltat)

feltétel nélkil végrehajtando utasitas

elagazas: a feladatvégrehajtas a rom-
buszba (hatszogbe) irt feltételtdl fig-
gben eqyik vagy masik iranyba folyta-
todik (i-igen kimenetel, n-nem kime-

netel)
,fethé" : amit ide irunk tovabbi elemi
lépésekre tagolhato

1. dbra

b) Mondatszerd leirds:

Az algoritmus lépéseit mondatokkal vagy ,mondatszerii szerkezetek”
egymasutanjaval irjuk le.

A mondatszeri leirdssal , Verbdlis” vagy ,,félig formalizdlt ” algoritmu-
sokat készithetiink.

— Szdmitdgep:

Olyan szamitdstechnikai eszkéz, amely a gép nyelvére leforditott algo-
ritmust végrehajtja.

A szamitégép kiilonbozo alkalmazdisaira gondolva azt is mondhatjuk,
hogy a szamitégép olyan (elektronikus) informdaciétarols- és feldolgozé be-
rendezés, amely a feladatok algoritmusdnak és a sziikséges adatoknak az
ismeret Than elGéllitja a probléma megoldasét.
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Mikor keriiljon sor a fenti fogalmak,
ismeretek tanitdsara?

Tanév elején (5. osztalytdl) legaldbb két Srat célszerli biztositanunk
konkrét feladatokhoz kapcsolva a folyamatabra, algoritmus fogalmak tisz-
tazdsara, egyszeriibbek megkonstrudldsara. A tanuldk viszonylag nehézség
nélkiil ,,jatszanak el”, mondanak el olyan egyszerii cselekvéssort (folyama-
tot), amelyek életkézelbdl szarmaznak (pl.: reggeli felkeléstél az iskoldba
induldsig tarté tevékenységek, nyilvanos telefonfiilkébél telefonalds, f6zés,
bevésarlds, atkelés a zebran, piszkos tAnyérok mosogatdsa, almak méret sze-
rinti osztdlyozdsa stb.). E példédkon keresztiil rendezhetjiik is az algoritmu-
sokat aszerint, hogy tartalmaznak feltételt (eligazé algoritmus), ismétlést
(ciklus), vagy nem tartalmaznak feltételt (linedris algoritmus). Természe-
tesen az utdébbival kezdjiik az ismerkedést. Itt mutassunk ra az algoritmus
jellemzd tulajdonsagaira (végesség, egyértelmiiség, dltaldnos érvényii) is.

Ezek utdn keriiljon csak sor az egyszert matematikai algoritmusok ké-
szitésére, leirdsara (folyamatdbraval, mondatszeriien), algoritmussal mega-
dott tevékenységsor elvégzésére (pl.: irdsbeli miiveletvégzés, geometriai sza-
mitasok, egy szerkesztési feladat megolddsa stb.).

E téma elemi szintii tanitisdhoz jé példdkat taldlunk Varga Tamds:
Jatsszunk matematikat! 1. cimii kényvében, tovibba Lukics Otté munka-
jdban, amely az Utazdsok Matematikaorszigban sorozatban Gyerekmatek
cimmel jelent meg.

2. A tanult ismeretek rogzitésérol, alkalmazasarol

Sajnos a tapasztalat az, hogy a tanulék tobbsége nem jut el 13-14
éves korra sem oda, hogy egy ismeretlen, nem til bonyolult matematikai
probléma algoritmusat (folyamatdbrijit) onalléan el tudnd késziteni. Ezt
sem a rafordithaté idS, sem a tanuldk életkora nem teszi lehetdvé. Eppen
ezért, ne ,raboljuk” el a matematikatdl az id6t azzal, hogy algoritmusok,
folyamatabrak készitésével (még segitséggel sem) foglalkozzunk!

Helyette:

— Kész folyamatabrét (algoritmust) ,,elemeztessiink”! (Kévesd a fo-
lyamatébra utasitdsait! Mit csindltat (old meg) a folyamatébra?)

— Hiédnyos folyamatdbrat (algoritmust) ,,egészittessiink” ki!

— Hibés folyamatdbraban (algoritmusban) ,kerestessiik meg a hi-
bat”, majd ,javittassuk”!

— Konkrét folyamatdbra-utasitdsok applikdciés modelljeibdl , ké-
szittessiik el” a folyamatébrat!
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Id6t takarithatunk meg azzal is, ha az algoritmusokat, folyamatabra-
kat (folyamatdbra részleteket) tandra elétt felirjuk a tdblara, frasvetitvel
vetitjiik, applikdljuk, szamitdgéppel megjelenittetjik stb.

3. Eszkoz, fejleszts, elokészits jellegii alkalmazas,
koncentracids lehet8ségek a matematika tantdargyon beliil

Hol és mikor alkalmazzuk a matematikatanitdsban az algoritmusokat
(folyamatdbrakat), szamitogépet, zsebszamolégépet?

Az oktatasi folyamat barmely mozzanatdban, és akkor, amikor
segitik, gyorsitjak, szemléletesebbé, érdekesebbé teszik az 1ij anyag
feldolgozdsat, a rogzitést, gyakorldst, ismétlést, rendszerezést, szimonkérést,
fejlesztik a tanuldk algoritmikus gondolkodasat.

Mivel egy algoritmussal azonos tipusu feladatokat tudunk megoldani,
igy barmely olyan anyagrészhez ,hozzakapcsolhaté”, ahol azonos tevékeny-
ségnek a készségfejlesztését végezziik.

Dyen algoritmusok lehetnek példaul:

— Trésbeli miiveletvégzések a természetes szamok halmazaban.

— Két pozitiv tort Gsszehasonlitdsa.

— Tortek 6sszeaddsa, kivondsa, egyszeriisitése, bovitése.

— Alapszerkesztések (szakaszfelezés, szogfelezés, , tiikorkép” szerkesz-
tése stb.).

— Egy pozitiv természetes szam Osszes osztéjanak a megkeresése.

— Egy Osszetett szdm primtényezSkre bontdasa.

— Két vagy tobb természetes szam legnagyobb kéz6s osztdjanak, leg-
kisebb koz6s tobbszorésének a meghatarozasa.

— Egy sz6veges feladat megolddsanak 1épései.

— Egy geometriai szerkesztési feladat megold4sanak épései.

sth.
Vannak olyan vélemények, hogy az algoritmusok alkalmazisa kdros, mert
»lesziikiti” a tanulék gondolkoddasat, ,,uniformizilja” azt. , Alkoté munkara,
kreativitdsra kell nevelni — mondjdk —, mi pedig algoritmusokat okta-
tunk.” A matematikatanitdsban fontos helyet foglal el azoknak a készségek-
nek a kialakitisa, amelyeknek lehetség szerint minél automatizdltabban
kell lefolyniuk (Ilyenek példaul a szébeli, irdsbeli miiveletvégzések; alapvetd
geometriai szerkesztések stb.). Ezek a készségek nemcsak énmagukban fon-
tosak, hanem elengedhetetlen tényez6i mindenfajta alkoté folyamatnak. Ha
az algoritmusokat az oktatds megfelelé fizisaiban alkalmazzuk a tanuléink
gondolkodadsit nem uniformizdljdk! Helyette kialakulhat egy olyan algorit-
mikus gondolkoddsméd, amely a matematikai gondolkoddst pontosabba,
logikusabba, teljesebbé, igényesebbé teszi.
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A fenti feladatok kapcsan tisztazhatjuk azt is, hogy milyen mélységig
kell egy algoritmust elemi lépésekre bontani!

Pl.: egy szerkesztési feladat megoldasakor egy alapszerkesztés elvégzése
nelemi lépése” az algoritmusnak.

A szamitégépet a matematikadrakon elsGsorban a tandri bemutatés esz-
kézeként érdemes alkalmazni, ugyanis sok iskoldban nincsenek meg a felté-
telei annak, hogy a tanulék mindegyike gépkézelbe keriiljén. A szamitégép
tanitdsi 6ran val6 alkalmazdsakor két alapvetd célt kell figyelembe venniink:
Az egyik a tanuldselméleti cél, vagyis mennyire haszndlhaté a szamitégép
az oktatdsi folyamat mozzanataiban. A masik a tananyagtaxondmiai cél,
azaz milyen kritériumrendszer alapjin valaszthatd ki a tantervi anyagbdl a
szamitogép alkalmazdasaval feldolgozandé anyagrész.

A szamitastechnikai szakirodalom szamos olyan programot k6z6l, ame-
lyek j6l hasznédlhatdk a tanitdsban. A matematikatandrok is el tudnak készi-
teni olyan programokat, amelyek konkrét céljaik megvaldsitasit szolgdljak.
A szidmitégépet hasznalhatjuk példaul:

— Uj anyag feldolgozasakor (sikbeli egybevigdsagi transzformacidk ér-
telmezésének szemléltetése, hozzarendelések szimuldldsa stb.).

— Gyakorlaskor (geometriai szamitasok elvégzése, primszadmok keresése
stb.)

— Valésziniiségi kisérletek, jaték szimulalasira (kockadobds, pénzfel-
dobds, lottéhizés stb.).

— Statisztikai szdmitdsokra (4tlag, szérds, korrelacids egyiitthatd), mé-
rési adatok grafikus megjelenitésére, abrazoldsara.

— Ismeretek szémonkérésére (feladatlap, teszt, toté stb.).

A zsebszdmolégép hasznalatdt 13-14 éves korig akkor érdemes megen-
gedni, ha a tanuldk biztosak a miiveletvégzésben racionalis szimok halmaza-
ban, ha gyorsitani akarjuk a szdmolast (nem a miiveletvégzés gyakoroltatdsa
a célunk), ha a tanuldk jél ismerik a zsebszamolégép miikodését, tulajdon-
sagait.

A 14—16 éves kort tanuléknak miar kovetelmény egy valasztott zseb-
szdmoldgép miikodésének ismerete és hasznalata.

4. Példdk a 2. és 3. pontokban leirtak konkretizdldsara

1. példa

— A hatvényozds tanitdsakor a kévetkezd folyamatabrarészlet az elsdd-
leges 10gzités, az dltaldnositds eszkdze lehet.

— Gyakorldskor a megadott feltételekkel rendelkezd hatvanyok elGjel
szerinti rendezését segitheti (a gyengébb tanuldknal, ha tudnak folyamat-
dbra- utasitdsokat kdvetni, értelmezni, j6l bevilt segitség).
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— Ismétléskor a folyamatabrarészletet hibdsan is megadhatjuk, melyet
a tanuldkkal javittatunk, vagy applikaciés modellekkel kirakatjuk a folya-

matot.
— A folyamatdbrarészlet ,finomithaté” (kiegészithetd) a feladatban

megfogalmazott feltételekkel.

Feladat: Mi lesz a hatvany elGjele? A hatvinyalap nem nulla egész szam,
a kitevé nem nulla természetes szam.

A hatvanyalap n KE: A& hatvany elojele

N negativ pozitiv
i
N
& hatvanykitevo
paros? /

v
n
Kl: A hatvany eldjele / .
negativ / 7
2. dbra

2. példa

— A tort kétféle értelmezését tobbféle modell, eszkdz alkalmazisaval
tanithatjuk. Az alabbi értelmezés ,szamitastechnikai modell” segitségével
torténik.
Feladat: a) Egy képzeletbeli automatdba papircsikokat lehet bedobni. A
gépbe ezt az utasitissort (programot) tapldljuk be. Dolgozz te is a ,prog-
ram” szerint (3. dbra)!

b) Egy masik automata ismét papircsikokkal dolgozik.
»Programja” (4. dbra).
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Megoldas: tanuldi tevékenység

/ BE: (papircsik]/

BE:
A kapott csikot oszd be
4 egyenld részre!
Ki: {eredmény)
Vagj le a csikbol 3 rész
hoggz(sagu darabot és
azt dobd ki!
3. dbra

Megoldas:

/ BE: (papircsik/ BE:

A papircsik helyett vegyél
haromszor hogszabbat

A ,,megmijtott” csikot
oszd be 4 egyenlo részre,
és dobd ki a negyedét!

@ Ki: (eredmény)

4. dbra
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¢) Az automatdk altal kidobott papircsikok hosszat hasonlitsd &ssze!
Mit tapasztalsz?

3. példa

— A trapézok, deltoidok tengelyes szimmetria szerinti rendszerezését
végeztethetjiik az aldbbi folyamatabrarészlettel. Minden ,agat” kévetve a
tanulék rajzoljdk a kimenetet (eredményt) jelzé blokkba a feltételeknek meg-
felels egy-egy négyszoget.

— Kis kiegészitéssel , barkochba jatékra” is alkalmas az algoritmus.

— Nehezebb a feladat, ha egy-egy vizsgilatot (feltételt) mas (de helyes)
vizsgalattal kell helyettesiteni.

Feladat: Rendszerezziik a trapézokat, deltoidokat a tengelyes szimmetria
szerint!

Kl: Téglalap

n
/“_‘_>;\ - Py - -~ P
/ Van szimmetria~, 1 /Szemkozticsa-~, N Egy csucson at nem
St ? 7\ cson megy at? mend szimmetriaten-
engelye s c ay en
o i gelye van?

Két obyan szim- N
metriatengelye / Kk huartrapéz L

Egy parhuzamos
oldalparja van?

van, ami szem-
kozti cgldcson
meqy at?

/Kl: paralelog- KI: Deltoid

/
i KI: Trapéz P ramma

Minden szdge™ i s
KI: Rombusz n ggyenl()?g W Ki: negyzet

.

5. dbra

4. példa

— Az ismeretek alkalmazdsit, gyakorldsat segiti a kévetkez6 mondat-
szerii leirdssal késziilt algoritmus, mely egy széveges feladat megoldasat adja
meg:
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Feladat: a) Az algortimus lépései szerint szadmolj!
Tébb egész (raciondlis) szdmra is végezd el a feladatot! (A megoldast
lasd a kovetkez6 oldalon!)

Az algoritmus tobbszori elvégzése utdn a tanulék megsejtik, hogy min-
den gondolt egész szadm esetén, ha jol szamoltak 1-et kaptak eredményiil.

b) Irj nyitott mondatot (egyenletet) az algoritmushoz, prébéld megol-
dani! Mit tapasztalsz?

5. példa

— T&bb olyan feladat van, melyek 6sszes megolddsait altaldban nem ke-
resik meg a tanulék. Ha egy tervszeri eljarast (algoritmust) kévetve oldandk
meg a problémdat, nem kévetnének el ilyen hibat. A kévetkezd feladat egy
televizids vetélkedodn (,,Aki mer az nyer”) volt, melynek minden megoldasat
egyetlen versenyzd sem adta meg.

Feladat: Egy haromszogrél a kovetkezdket tudjuk:
— Oldalai hossziisaganak mérGszdmai egymast kévetd primszamok.
— Keriiletének mérészama 50-nél kisebb primszam.
Mekkordk a haromszég oldalai?

— A megoldds lépéseit igy is lejegyezhetjiik:

1) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 (50-nél kisebb prim-
szamok )

2) 24+3+5=10 nem primszam

)
4) 5+7+11=23 primszdm; 5+7>11; 7+11>5; 54+11>7
5) 5, 7, 11 megolddsok
6) 7+11+13=31 primszam; 7+11>13; 11+13>7; 7+13>11
7) 7, 11, 13 megolddsok
8) 11+13+17=41 primszam; 11+13>17; 134+17>11; 114+17>13
9) 11, 13, 17 megoldasok
10) 13+17419=49 nem primszam
11) Vége: nincs tobb a feltételeknek megfelel6 szimhdarmas.

6. példa

— A kovetkezd probléma megoldasara tobbféle eljarast (algoritmust) is
tanitunk. Az aldbbi folyamatabrat azért is érdemes megmutatni a tanuldk-
nak, mert erre a megoldasra nem szoktak gondolni. Mésrészt gyakoroltat-
hatjuk vele a folyamatabra ,olvasdsat” is.

Feladat: Keressiik meg egy A pozitiv egész szdm Osszes pozitiv osztSjit!
Szdmoljuk is meg az osztdkat!
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1. Gondolj egy szdmot! 2 1 0 -1 -2

2. Adj hozza 5-6t! 245=7 | 145=6 | 0+5=5 |-145=4 |-245=3 |x+5

3. Az Gsszeget szorozd meg 2-vel! 7-2=14 | 6:2=12 | 5-2=10 | 4-2=8 | 3-2=6 (x+5)-2

4. Vonj ki az eredménybdl 8-cat! 14-8=6 | 12-8=4 | 10-8=2 | 8-8=0 |6-8=-2 | (x+5)-2-8

5. A kapott szamot oszd el 2-vel! 6:2=3 |4:2=2 |2:2=1 |0:2=0 |-2:2=1 (—ﬂ%ﬁ:—a

6. Vond ki az eredménybdl a gondolt szdmot! |3-2=1 |2-1=1 [1-0=1 |0-(-1)=1 |-1-(-2)=1 %2;8 -z
7. Ha 1-et kaptal eredményiil, akkor menj a i i i i i (x+—53'2——8 =

. Ha nem 1-et kaptdl eredményiil, akkor

hibaztal, vedd djra a gondolt szamot és
menj a 2.-ral

. Vége: jol szamoltal, menj az 1-re!

6. dbra
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Adjuk meg A-t

N osztdja A-nak A S N | @ | Kkoszték
Kl:
AT 6 | 1| 1 1
i 2 2 3 2
——HN=A
3 3 2 3
/‘/ﬁ: g /N 4 4 1
e
5 1
H=H+1 3
6 1 6
rd
\.sToP/
R 3 1 1 1
[a=a:N|  [s=5+1] 2 | 2| 4
3 1 3
A i
A=Q-N
v—

7. dbra

— Segitséget ad az algoritmus elemzéséhez a fenti tabldzatos médszer,
melyben felirjuk a ,,valtozdk” neveit, és 1épésrol lépésre haladva kovetjiik az
értékvaltozasokat.

— Vetessiik észre a tanuldkkal, hogy a szdm négyzetgyskéig (az osztéd
négyzete nem nagyobb az A szimndil) minden osztét megtaldlunk. ,Fino-
mitsuk” ennek figyelembe vételével a folyamatabrat!

— Adjunk meg mésféle algoritmust a probléma megold4sara! Irjuk le
az algoritmus 1épéseit (sz6veggel)!
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