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TOMACS TIBOR

Abstract. (Avarage order of the terms of a recursive sequence) For a fixed positive
integer kK > 2 let the sequence Gk(n) of natural numbers be defined by Gk(O) = 0 and
Gr(n) = n— Gy (Gk( .. (G’k(n — 1)) .. )), (n > 1) with k iterations of G'g on
the right-hand side. Denote by a1 = «, &xg, (3, ..., (g the roots of the characteristic
polynomial f(z) = gk — gkt
known that these roots are distinct and that there is a positive root among them with

— 1 of the generalized Fibonacci sequence by. It is

the greatest modulus, thus we can suppose that & > || > |ag| > -+ > |ag| > 0

(see e. g. [1]). In [2] P. Kiss proved that for any positive integer 7, large enough, and
N .

k > 2 we have % E::l Gk(z) =N + vaf +v30f + 0(01721) + 0(1), where

N= bn+1 and vy, Vg, U3 are constants depending only on k. In this paper we generalize

this result.

Legyen k > 2 rogzitett egész szam. Definidljuk a természetes szamok
egy Gk(n), n=10,1,2,... sorozatit a G4(0) = 0 kezd$ elemmel és a

Ge(n) =n — Ge(Ge(-. . (Gr(n = 1)) ..))

rekurziv formuldval n > 0 esetre, ahol a jobb oldalon G;-nak k-szoros itera-
cidja van. Beldthatd, hogy a sorozat minden tagja jol definidlt természetes
szdm (ldsd Zay B. [4]).
Legyen
b A{n, han=1,2,...,k,
"7 | bpet + bk, han>k

a Fibonacci sorozat k-adrendd altalanositott sorozata. Egy m pozitiv egész
esetén tekintsiik azt a legnagyobb i; egész szamot, melyre b;, < m teljesiil.
Legyen my = m — b;,. Ha my # 0, vilasszuk a legnagyobb i, egész szamot,
melyre b;, < my. Legyen my = my — b;,. Ha my # 0, folytassuk az eljarast.
Ez az algoritmus véges sok lépésben befejez6dik. fgy minden pozitiv egész
szdm egyértelmiien felirhatd b, sorozatbeli elemek Gsszegeként

(1) m:Zaibi
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alakban, ahol a; = 1 vagy 0. Jeldljik ezt réviden
m=a;G;_1...03

médon. Definidljuk a Tx(m) sorozatot Tx(0) = Ty(1) = 0 kezdd értékkel és
a

J
(2) Tk(m) =a;aj-1...03 = Zaibi_l (m > 1)
1=2

formul4val, ahol az a; szamok m-nek (1)-ben difinidlt eld4llitdsdban szerepld
egyiitthatoi.

A Gi(n) és Ti(n) sorozatok szoros kapcsolatban vannak egymdssal,
D. S. Meek és G. H. J. Van Rees [3]-ban bizonyitottik, hogy

(3) Ge(n) =Tk(n-1)+1 (n2>1).

Jeloljik oy = a,az,@3,...,0r-val a b, sorozat karakterisztikus poli-
nomjanak — az z¥ — z¥~! — 1 polinomnak — a gyckeit. Ismert, hogy van
a gyokok kozott egy legnagyobb abszolit értéki pozitiv valds gyok, ezért
feltehetjiik, hogy

(4) a > |az| > lag| > -+ > |ag]| > 0,

ahol @ > 1 valés szam (1asd K. Dilcher [1}).
Kiss Péter [2]-ben a Gx(n) sorozat tagjainak dtlagat vizsgalta, és bizo-
nyitotta, hogy elég nagy n egészek esetén

N
1 .
(5) N > Gi(i) = N + va3 + vsaf + o(ag) + O(1),
1=1

ahol N = b, és a vy, v,, v3 csak k-t6l fliggd valés konstansok.
Ezen dolgozat célja megmutatni, hogy nemcsak N = b, alaki egészek
esetén igaz az (5) formula.

A kovetkezo tételeket bizonyitjuk:

1. Tétel. Legyenek k > 2 és t rogzitett pozitiv egészek. Ekkor elég
nagy pozitiv n egészek esetén

N
1 N n n n
= ; Gild) = (le +vpal + vgal + O(1) + o(e] )) o)
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ahol N = b,41 +t és a vy, v,,v3 csak k-tdl fiiggd konstansok.

2. Tétel. Legyenek k > 2 és t > k rogzitett egészek. Ekkor elég nagy
pozitiv n egészek esetén

N
1 . n n n 1
3 2o Ouli) = (15N + vja + viag + O(1) + olof)) 1y,

ahol N = bpy1 + bp—t41, és a v1, vy, v csak k-tdl és t-t4l fiiggd konstansok.

Megjegyzés. Az 1.tételben a vy,v,;,v3 konstansok megegyeznek az
(5)-ben taldlhaté konstansokkal.

N
1. TETEL BIZONYITASA. Vizsgdljuk a ) G(7) 6sszeget. Bontsuk fel
i=1
két tagra az aldbbi mdédon.

N brt1 N
(6) ZGk(i) = Z Gi(1) + Z G (7)
=1 o1 i=bp 141

Az elsd Ssszeg [2] szerint

bn+1
1) Z Gi(2) = ra’® + roa"ay + r3aay + T4Ot§"+
=1

+ rsad™ + reajay + O(a™) + O(a™ay)
alakban frhaté fel, ahol r; (¢ =1,2,3,4,5,6) k-tdl fiiggé konstansok. (3)-
bél

N
> Gi()) = Tulbryr) + 1+ Te(bppr + 1) + 14+ T4(N - 1) + 1 =

1=bp41+1

N-1 bngr+t—1
=N-bo+ Y T(@)=t+ > T(i)
i:b,.+1 ":=bn+1

kovetkezik. Elég nagy n esetén teljesiil, hogy ¢ < b,_k42, ezért N < byys.
Igy Tx(¢) definiciéja miatt minden b,41 < ¢ < byyy + 1 — 1 egész esetén
Tk(?) = bn + Tk(i — bpt1). Ebbol kovetkezik, hogy

N t—1
Y Gili)=t+thy + ZTk(i).

t=bp 4141



34 Témadcs Tibor

Ebben az 6sszegben az n-tdl fiiggetlen tagok Gsszegét jeloljiik fy ,-vel. Tehdt

t—1

fep =14 > T(d).

=0
Ismert, hogy a b, sorozat tagjai felirhatdk
(8) bn = c1a" + caay + -+ cray

alakban, ahol ¢; (i =1,2,...,k) csak k-tdl fiiggé komplex konstansok (K.
Dilcher [1]).
Ezért

N
Z Gi(@) = frr + t(aa”™ + caay + -+ - + cpa}).
1=bp41+1
Az o > 1 valés szdm, mdsrészt (4) miatt

feg+tlea™ + 0y + -+ epay) < frpo o’ +ieay + -+ togay <
< (fr,e +ter +teg + -+ teg)a™.

Ebbél kovetkezik, hogy

N

(9) Y. Gli) = 0(a").

i=bp41+1

(6), (7) és (9)-b8l adédik, hogy

N
E Gi(i) = ra®™ + rya™ay + r3a”af + read"+

i=1

(10)
+ rsai™ + rgajay + 0(a™) + O(a™a}),

tovabba (8)-bdl
(11) N =bpp +t=s10" + 8305 +---+spag +t=s0a" +0(a3) +1,

ahol s; = ¢;o; (1 =1,2,...,k). Felhaszndlva (11)-et

N N N
L X ' ; G(4) 1_; Gi(3) igl Gi(7)
N2 O = e e T T r (1+ ey Fsram (T4 (1)

spo™
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adédik, amibdl (10) alapjan kapjuk az

N
1 . n n n a\" az\"
I Zli Gr(1) = (pla + p2ay + paay + pa (:) oy + ps (;) oy +
)

(12

4 g (aezaaa)n + 0 (af)+ O(l)) ﬁlo(—l)
becslést, ahol p; = $- (¢ =1,2,.. ., k). De
pa® = (s1a™ + spah + -+ spof + t)i—i — Z;—iszaz
- Z—Issa:, - —-i—i Spay — Z—it

Mivel s;a™ + spaf + -+ + sgaf +t = N, tovabba (4) miatt

P ¥ n 4! n
—§s4a4 - ;ssas — = ;skak = O(ay),
és
——t =0(1)
S1 O(
igy vy := %—, dy = _%82’ ds := —%:-Sa jel6léssel
(13) pra” = v N + dzay + dsa3 + O(ag) + O(1)

adédik.Tudjuk még, hogy

(14)  ps (%)na? + ps (%)nag + Do (azaa;;)n + 0 (ag) = o(a3).

Ezért (12), (13) és (14) alapjan

N
1 y n n n
N;Gk(z) = (le + vaay +v3ai + O(1) + o(aj )) T3 o(l)’

ami a tételiinket bizonyitja. A bizonyitds sordn a konstansok értékét nem
befolyasolta ¢, igy valéban igaz a megjegyzés allitasa is.
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2. TETEL BIZONYITASA. (1), (2), (3) és (7) alapjan

N bng1—1 bp—eg1—1
Y G = D Tu@)+ N +buspabat Y, Tu(i)=
=1 i=1 i=1

=z,0°" + T30y + z30™af + 2405 + z5ai"+
+ zgayay + O0(a™) + O(a"ag)+ N + bpbn_t41,

1 . 1

i Qs

1 , 1
Ty = Tp 1+7 €s ITg = Tg 1+——-—t rl
Q3 Oy 0g

A tovabbiakban

S1 S2 Sk

bpbp_ty1 = (0104” + Cza? + -+ CkaZ) —a" + —a? +--- 4+ —aZ =
t i t
(81 az ak

= 210"" 4 za™af + z3a™af + 240d" + 205" + zgajaf + O (a™a})

felhasznaldsaval, ahol

2 S1 5 8182 8189 5 8183 8183
attl’ aak  atay’ aal = atoy’
2 2
74 = So 7 = S3 7 = 5983 8283
- b - b - b
aitt abtt ol alog

a tétel hasonléan bizonyithatd, mint az el6z6.
Megjegyzés. Kiszdmolva v, és v] konstansokat

52

v,:TI(l‘f‘ﬁ)*‘ﬁT
st (1+ %)

ot

tovabba

1-4k k .o Zlc_l 1
v = E}a__+a"4k (Z __g_q_) _+_a‘4ka___+ —_

a-—1

adédik. Beldthat6 behelyettesitéssel, hogy k = 2 és k = 3 esetén v; = v;. A
sejtés az, hogy ez minden £ > 2 esetén teljesiil, vagyis a 2. tételben definislt
N-re is igaz az (5) formula.
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Az 1. tétel bizonyitasabdl lathatd, hogy v; = C—{;—, Ezért v, = v; akkor
1

és csak akkor teljesiil, ha c?a = 2r;. Visszairva ri-et v;-be kapjuk, hogy a
sejtés ekvivalens a v, = 51; allitassal.
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