Fiiggetlen metszorendszerek II.

ROKA SANDOR

Abstract. (Independent intersection systems) Definition 1 gives the meaning of
independent intersection systems, which is similar of the meaning of separating systems
(theorem 5), which is discussed by others (see for e.g. [2-8]).

If the number of the elements of the intersection systems on the n-element set is
m, then ¢; log, n<m<can?. There bounds can not be sharpened. Theorems 3 and 4 are

related to uniform systems.

1. Definicid. Ay, A2, ..., A,, az n-elem{i H halmaz részhalmazai fiig-
getlen metszérendszert alkotnak, ha

(1) Vz € H eléall A; metszeteként;

(2) Az Ay, A, ..., A,, rendszerbdl barmely A;-t elhagyva (1) nem tel-
jesiil.

1. Tétel. A, A,,..., A,, pontosan akkor fiiggetlen metszérendszer, ha

Ay, A, ..., Ay, is fiiggetlen metszérendszer.

Bizonyitds. Legyen H = {z1,22,...,2n}, X; = {2}, =1,2,...,n.
Tegyiik fel, hogy Ai, As,...,A,, figgetlen metszérendszer. Megmutatjuk,
hogy példdul X, eldallithaté az A;, A,,..., A,, halmazokbdl néhinynak a
metszeteként.
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Mivel X, egyetlen elembdl 4lié6 halmazt jelentett, igy az unié tagjainak
valamelyike egyenlé X-gyel.

Lathatd, hogy az Ay, Ay,..., A, és az Ay, Ay,...A,, rendszerek egy-
szerre rendelkeznek az (1) tulajdonsdggal, és ebbdl adéddan a (2) tulajdon-
sdggal is. m
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Kovetkezmény. Az Ay, A,,..., A, fiiggetlen metszérendszeren nem
oldhaté meg az

i€l
egyenlet. '

Bizonyitds. A definiciébdl kévetkezik, hogy A; = 'léJI A;, tovabba I C

{1,2,...,m} és az |I| # 1 egyenlet nem oldhaté meg, s igy az el6bbi tétel
miatt nem oldhaté meg a (3) egyenlet sem. m

2. Tétel. Az Ay, A,,..., A, az n-elemii H halmazon fiiggetlen metszo-
rendszer, akkor ¢ log, n < m < can?, és ezek a korldtok nagysigrendjiikben
pontosak.

Bizonyitds. Legyen X; = eUI A, | Xkl = 1, k = 1,2,...,n. Az
1€ 1y
L,I,...,I, C{1,2,...,m} rendszer Sperner-rendszer, igy a Sperner-lem-
ma [1] miatt n < ([2]), azaz m > ¢ log, n. Megmutatjuk, hogy az alsé
2
korlat pontos, vagyis, ha ([g]) < n, akkor van egy legfeljebb m halmazbdl
2

allé Ay, A,, ..., A, fiiggetlen metszérendszer az n elemii / halmazon.
Tekintsiik azt az A m X ([2])-es 0-1 matrixot, amelynek oszlopai az
2

{1,2,...,m} halmaz egy-egy [%]-elemﬁ részét reprezentaljak. Az A mat-
rix soraival megadott m db halmazbdl néhinyat vilasztva az ([;]) elemti
halmaz barmely elemét kimetszhetjiik.

A fels6 korlat igazolasa. Legyen z € H, s tekintsiik azon A;-ket, me-
lyek sziikségesek az (1) és (2) szerinti el6allitashoz. A;-kbdl hagyjuk el az =
elemet. Az igy kapott halmazokat jelslje A;. Ezen A}-k szadma s. Most bar-
mely s — 1 db A’ metszete # (), mig az &sszes A’ metszete = §). Igy minden
Al-hez hozzéirendelhetiink egy olyan elemet a H \ {z} halmazbdl, mely a
Aobbi A%-nek nem eleme. Ezért s <n—1. fgy leszamolva az Ay, Aa, ..., An
halmazokat, azt kapjuk, hogy m < n(n — 1).

Megadunk olyan fiiggetlen metszdrendszert a H = {z1,%3,...,%,} hal-
mazon, mely c;n? halmazbél 4ll. Legyen r = [2], R = {z1,22,...,2},
Ai =R\ {.’lt,’}, t=1,2,...,7 A = {1‘1} UAdj,i=r+1,r+2,...,n
7=12,...,r.

Az A;; halmazok fiiggetlen metsz6rendszert alkotnak, s a-halmazok
szdma t6bb, mint %nz -1 nm '

Vizsgaljuk most azon fiiggetlen metsz6rendszereket, melyek uniform
rendszerek.
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Legyen A, As,...,A,, az n-elemii H halmazon fiiggetlen metszérend-
szer, és |A;| = k,i =1,2,...,m. Jelolje m értékének legkisebb értékét fi(n),
legnagyobb értékét Fi(n).

Az 1. Tétel miatt fr(n) = fo-k(n) é Fi(n) = Fn_k(n). Ezért fi(n)
értékét elegendd 1 < k < § esetekben meghatarozni.

3. Tétel.
(a) fi(n) S, 1<k <2
(b) Ha k < v/2n, k| 2r és k péros, akkor fi(n) = 3.

(c) » (5-'5,"'—‘1) =k +1, azaz ha n = 254 akfor fy(n) = 22.

Bizonyitas. Legyen Ay, As,...,Apn a H = {z1,22,...,&,} halmazon
figgetlen metszérendszer, |A;| = k, 1= 1,2,...,m,é B; = {k:z; € A},
t=1,2,...,n. Ekkor |B;| < 2.

m n

Mivel mk = 3 |A;| = 3 |B;| < 2n, fgy m < 22

=1 Jj=1

Beldtjuk, ha k < v/2n, k | 2n és k péros, akkor fr(n) < 22 Innen (a)
felhasznéldsaval adédik a (b) &llitds.

Készitsiink egy grafot. Legyen a G graf csicsainak szama m = z—k’k,
és szdmozzuk meg a graf csicsait az 1,2, ..., m szdmokkal. A grif minden
cstcsara k €l illeszkedjen. Ekkor a grafnak n éle van. Ilyen graf az Erd6s—
Gallai-tétel [9] szerint készithetd. Alljon most az n elemii H halmaz a graf
éleibdl, az Ay, As,..., A,, halmazokat pedig a kévetkez6 mdédon kapjuk: A,
a graf azon éleibdl all, amelyek illeszkednek a graf i-edik csiicséra.

Legyen most n = (kgl). A H halmaz az abrdn lithaté pontokbdl &ll,
az Aj, Aj, ..., Agyr halmazokat pedig a haromszdg 4tléjan levé pontok ha-
tarozzdk meg, egy-egy ilyen ponttal kézos halmazba tartoznak a vele egy
sorban és a vele egy oszlopban levé pontok, valamint egy tovdbbi halmaz van
még, mely az 4t16n levd pontokbdl dll. Ezen konstrukcié miatt fi(n) < k+1,
am (a) miatt fi(n) > k+ 1, ezzel igazoltuk (c)-t is. m
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4. Tétel. k(n — k) < Fi(n) <kn, 1 <k <

|3

Bizonyitas. Legyen
H ={z1,29,...,2,}, R={z1,22,...,2x}, A; = R\ {z:}, 1 =1,2,...,k;

Ai,jZ{(Bi}UAj, i=k+1L,k+2,...,n, 7=1,2,...,k.

Az A;; halmazok fiiggetlen metszérendszert alkotnak, a halmazok szdma
k(n — k), és |A; ;| = k igy valéban Fi(n) > k(n — k).

A fels6 korlat igazoldsa. Legyen Ay, A,, ..., Ay, az n-elemii H halmazon
fiiggetlen metszdérendszer, |A;| = k,71=1,2,...,m. Legyen = € H, s tekint-
siik azon A;-ket, melyek sziikségesek az (1) és (2) szerinti el6allitasdhoz.
A;-kbél hagyjuk el az z elemet. Az igy kapott halmazokat jelolje A!. Ezen
Al-k szdma s. Most barmely s—1 db A’ metszete # 0, mig az Gsszes A} met-
szete = (). fgy minden A}-hez megadhaté olyan elem, mely neki nem eleme,
de a tébbi A’-nek igen. Rogzitett A} mellet sorra véve a tobbi Al-t, Aj-nek
s — 1 kiil6nboz6 eleme jelolhet6 igy ki, azaz s — 1 < |A3| = k — 1. Tehat H
egy tetszdlegesen kivilasztott z eleméhez legfeljebb k db A] rendelhetd, igy
m< nk. n

Mar eddig is t6bb fiiggetlen metszérendszerre lattunk példat, most még
tovabbi két rendszert konstrualunk.

1. konstrukcid. Tekintsiik egy N pontd teljes grafot, s minden élére
helyezziink jabb pontot. A H halmaz ezen ,régi” és ,d4j” pontokbdl all,
tehdt |H| = N + (;V) A metszérendszer a ,fél-élekbsl” &ll, tehat olyan
kételemii halmazokbdl, melyek egyik eleme egy ,régi” és egy ,4j” pont, és
kozbs az az él a teljes grafban, melyre ez a két pont illeszkedik. A metszo-
rendszer elemeinek m szdma itt nagysdgiban 2| H |-hoz kozelit.

2. konstrukcié. Vegyiink egy N elemii X halmazt, ennek elemeit ne-
vezziik ,régi” pontoknak, az ,4j” pontok az N elemil halmaz [%]-elemﬁ
részei. fgy elkészitettiik a H halmazt, mely ezen ,régi” és ,1ij” pontokbdl
all, tehat |H| = N + ([Z]) A metsz6érendszer egy-egy halmaza egy ,,4j”

2
pontbdl és a hozzd tartozé [%] ,Tégi” pontbdl [%] — 1 vélasztva — ezt az
Osszes lehetséges médon megtessziik — &ll. Itt m = [%r_] ([g]), vagyis m
nagysagaban |H|log | H|-hoz kozelit.

A dolgozatban megadott fiiggetlen metsz6rendszerek mindegyike Sper-

ner-rendszer volt. Ez azonban nem sziikségszerii, mint az alabbi példa mu-
tatja.
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A kovetkezd konstrukcié mutatja, hogy egy fiiggetlen metszérendszer
nem feltétleniil Sperner-rendszer. (A tabldzat sorai jelolik ki egy 6-elemii
halmaz részhalmazait.)
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Az pedig nyilvanvald, hogy egy Sperner-rendszer tébbnyire nem lesz
fiiggetlen metszdrendszer, még akkor sem, ha telitett (egy Sperner-rendszert
akkor neveziink telitettnek, ha a rendszer nem bovithetd tovabbi halmaz-
zal gy, hogy a Sperner-tulajdonsiga megmaradjon). Erre mutat példat a
masodik dbra.

Varhatnank, hogy ha S és S§* is Sperner-rendszer, akkor S fiiggetlen
metszdrendszer. (A = {A;, As,..., An}, A; € H,ahol H = {z1,2,...,2,}.
Ekkor A* = {B;,B»,...,B,}, ahol B; = {k:z; € Ay}. Lithatd, hogy
(A7) = A)

[ ] ]
] [ ]
o |e
. .
® [ ] ]
2. Definicié. Ay, Ay, ..., A, az n-elemli H halmaz részhalmazai fiig-

getlen t-metszdérendszer alkotnak, ha

(1’) H barmely t-elemii része el84ll néhany A; metszeteként;

(2') Az Ay, A,,..., A, rendszerbdl barmely A;-t elhagyva (1’) nem
teljesiil.
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A fiiggetlen metszérendszer fogalma kapcsolédik egy régen ismert fo-
galomhoz, a kélcsonésen szepardlé rendszerekéhez. Legyen H egy n elemii
halmaz, A;, A,,..., A, ennek részhalmazai. Ez utébbi rendszer szepardld$
rendszer, ha H barmely z,y elemeihez van olyan A;, hogy vagy z € A; és
y ¢ A;,vagy © € A; és y ¢ A;. Ezt a fogalmat Rényi [2] vezette be, és
Katona [3] megmutatta, hogy m > [log, n]. Dickson a szeparalé rendszer
definiciéjat médositotta. Az Ay, A,,..., A, rendszert kdlcséndsen szepard-
I6 rendszernek nevezi, ha H barmely z,y elemeihez van olyan A; és A;, hogy
T € A; ésy ¢ A;, tovdbbd = ¢ A; és y € Aj. Dickson [4], majd Spencer
(6] megmutatja, hogy erre a rendszerre is m > log, n. Katona fogalmazta
meg a teljes szepardls rendszer fogalmat. Az Ay, A, ..., A, rendszert akkor
tekintjiik ilyennek, ha H barmely z,y elemeihez van olyan A; és A;, hogy
€A ésyec A, és A;N A; = . Erre a rendszerre az elébbiekhez hasonlé
becslést ad Yao [7] és tle fiiggetleniil Cai Mao-cheng [8].

Lathatd, hogy egy teljesen fiiggetlen rendszer egytttal klcsondsen sze-
parald, és egy kolcséndsen szepardld pedig szepardld.

5. Tétel. A fiiggetlen metszérendszer (1) feltétele azonos a kélcsonds

2 s

Bizonyitds. Ha egy halmazrendszerre teljesiil az (1) feltétel, akkor az
kolcsondsen szepardlsd. Ugyanis vegyilkk H két z,y elemét. Ekkor z is y is
el6all néhany A; metszeteként. Ezért van olyan A; melynek z eleme, de y
nem, és van olyan A; melynek y eleme, de z nem. Ha egy halmazrendszer
kélesénosen szepardls, akkor kielégiti az (1) feltételt, hiszen mar az a kikétés,
hogy H barmely z,y eleméhez van olyan A;, hogy =z € A; és y ¢ Aj,
garantalja azt, hogy z eldillithaté néhdny A; metszeteként. m

Ezt a tételt figyelembe véve nevezziik az n-elemli H halmaz A;, A,, ...,
A, 1észhalmazait t-szeparalonak, ha kielégiti az (1°) feltételt.

_ Lathatd, hogy egy t-szepardlé rendszer egyittal t'-szepardld is, ahol
t>t >1.

Az is kénnyen ellendrizheté, ha a H halmaznak A;, As,..., A, 1-sze-
paralé rendszere, akkor az iLéiI A;, 1 CA{L,2,...,m}, [I| = t halmazokbdl 4ll6
rendszer t-szepardld.

Ha az n elemii H halmazon A;, A,,..., A,, t-szeparild rendszert alkot,
akkor ([g]) > (7;) Ez ugyanigy bizonyithat4, mint ahogy a hasonlé allitast
igazoltuk a 2. Tétel esetén.

Haldval tartozom Katona Gyuldnak a téle kapott segitségért és bizta-
tasaért, melyet eziton szeretnék megkdszénni.
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