Két kombinatorikail identitas altalanositasa

FEHER ZOLTAN

Abstract. (A generalization of two combinatorial identities) In this paper we for-
mulate and prove two combinatorial identities for Gauss’ binomial coefficients which are

generalized forms of known combinatorial identities.

Legyen n természetes szdm és ¢ = 0,1,...,n — 1, akkor érvényesek az

@ > (D)= ()=

g (@) -

egyenl6ségek (lasd [2], 6. old., lasd [3]).

Ez a cikk az (1) és (2) identitasok dltaldnositdsat tartalmazza a Gauss-
féle binomiélis egyiitthatdk felhasznalasdval.

Gauss-féle binomidlis egyiitthaténak (lasd. [1], 35. old.) nevezziik az

[n} _ (" ="t - 1) (g - )
k (-1 1) (¢" - 1)

kifejezést, ahol n és k a 0 < k < n feltételt kielégitd egész szamok. A ¢

olyan valds SZé.m, melyre > —1 # 0 (a =1,2,. ,k) Tovabba [3} =1

és [Z] = 0, ha nem teljesiil a 0 < & < n egyenldtlenség. A Gauss-féle

binomidlis egytitthatékra teljesiil, hogy ha ¢ — 1, akkor [Z] — (:)

A kovetkezd két tétel altaldnositja az (1) és (2)-t, mert ha ¢ — 1,
akkor a tételben szerepld allitdsok megegyeznek a Newton-féle binomidlis
egyiitthatéra fent megadott két kombinatorikai identitdssal.
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1. Tétel. Legyen n természetes szdm. Akkor minden 1 < ¢ < n termé-
szetes szamra érvényes

(3) kzn:[z] m gUk=(k=i=1)/2 _ m ﬁ(1+qj-1)_

=1

Bizonyitdas. A definicié segitségével kénnyen beldthats, hogy
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Mivel

n
(1asd [1], 36. old.), akkor z = 1 valasztdssal kapjuk a (3) egyenlSséget.
A 2. tétel bizonyitdsdhoz felhasznaljuk a kovetkezd segédtételt. .
Lemma. Legyen k nemnegativ egész szam €s z valds szam. Legyen

Pi(z) = {gw -1)z-¢q) - (z _qk—l)’ ﬁz:i(l)’

?

+ Akkor

(4) Pi(z) = Z( 1)k~ l[ ]q(k D(k=i=1)/2 i

i=0
Bizonyitds. Legyen Pi(z) = pxo + pk12 + - - + Pk 2" és hatdrozzuk
meg a p; (1 =0,1,...,k) egyiitthatSkat.
Felhasznaljuk az -

(z - ") Pu(qz) = (¢"z — ¢* 1) Pe(c)
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egyenloséget. Tehdt

(16 - qk—l)(pk,o + pragqr 4+ Pk,qumk) _
= ((]kq; — qk—l )(pk,O + k1T 4.+ pk,kﬂfk).

Innen ¢ = 1,2,...,k esetben kapjuk
¢ pkict — T P = ¢ prict — ¢ ok
vagyis

qk—i+1 -1

Pk,i = (—qi—k) Pk,i—1-

¢ -1
Ezzel a rekurzids formuldval valamennyi egyiitthaté meghatarozhaté az ab-
szolit tagbdl kiindulva. Az abszolit tagot a polinom felirdsabdl kapjuk meg.
Tehat

pro = (~1)FgHEI
és minden : = 1,2,...,k — 2 szamra
k—i+1
g -1 ik k Nk—id ] (k—if1)(k=i)/2 _
Pk,: = qi—l ( q )[2_1]( 1) q -

[k] (=1)kigk—(k=i=1)/2,
2

Tovabba pe x = 1és pir—1 = — [/c f 1] . Ezzel a (4) egyenlGséget igazoltuk.

2. Tétel. Legyen n tetszlleges természetes szam €s ¢ olyan egész szam,
hogy 0 < 1 < n. Akkor

(5) Zn:(-1)’“-i [Z] [’;] gE=Dk=i=1/2 _

k=1

Bizonyitas. Jeloljiikk (5) bal oldaldn 4ll6 &sszeget a,, i-vel, akkor

- 3|7 n —i)(k—i—
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Vegyiik észre, hogy ¢ = 0 esetben

n n .
_ kLR kk-1)/2 _ NT vk | ] R(e—1) /2
©) ano= 31 1] [§] 0 = Sy 3] 0
k=0 k=0
Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy
n = n—1 e KD .
ani= | . . ~1)igii-0/2 = .Jan_,- , ahol 0< i< n.
: [ ] jgo [ ] ] (-1)'q i 0 hS
Elegendd belatni, hogy axo = 0, k =1,2,...,n esetben. Mivel

HEIRA]

ezért a Pi(z) polinom értéke z = 1 esetben
k

Pk(]. Z 1)k i [ ] q(k—i)(k—i-l)/z —

=0

_i( )k [ } (k=k=i=1)/2 _ Z( 1)3[ ] #-1)

A kapott klfe_]ezest dsszehasonlitva (6)-tal, kapjuk Px(1) = axo. Viszont
z = 1 értékre )

Pu(l) = (1= 1)(1- ) (1 - ") =0.
Tehdt axo = P(1) =0, (k =1,2,...,n).
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