
Két kombinator ikai ident i tás á l ta lánosí tása 

FEHÉR ZOLTÁN 

Abstrac t . (A generalization of two combinatorial identities) In this paper we for-
mulate and prove two combinatorial identities for Gauss' binomial coefficients which are 
generalized forms of known combinatorial identities. 

Legyen n természetes szám és i = 0 , 1 , . . . , n — 1, akkor érvényesek az 

S G X i ) ' = ( " > " ' • 

(2) 
D - D 
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k—i 

= 0 

egyenlőségek (lásd [2], 6. old., lásd [3]). 
Ez a cikk az (1) és (2) identitások általánosítását tartalmazza a Gauss-

féle binomiális együtthatók felhasználásával. 
Gauss-féle binomiális együtthatónak (lásd. [1], 35. old.) nevezzük az 

(qn - 1 ){qn~l —!)••• (qn~k+l - 1) 

(q -1)(?2 - 1) • • • (<?* - 1) 

kifejezést, ahol néska0<k<n feltételt kielégítő egész számok. A q 

olyan valós szám, melyre qa — 1 / 0 (a = 1 ,2 , . . . ,&) . Továbbá = 1 

es = 0, ha nem teljesül a 0 < k < n egyenlőtlenség. A Gauss-féle 

binomiális együtthatókra teljesül, hogy ha q —• 1, akkor 

A következő két tétel általánosítja az (1) és (2)-t, mert ha q —> 1, 
akkor a tételben szereplő állítások megegyeznek a Newton-féle binomiális 
együtthatóra fent megadott két kombinatorikai identitással. 



6 4 Fehér Zoltán 

1. Tétel . Legyen n természetes szám. Akkor minden 1 < i < n termé-
szetes számra érvényes 

(3) É M " 5 1 9 < t - i , ( * - i - i ) / 2 = [ • 1 n a + i j ~ i ) -

k = i L J L J L J j = 1 

Bizonyítás . A definíció segítségével könnyen belátható, hogy 

Ebből adódik, hogy 
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Mivel 

+ i(n-l)/2 n 

(lásd [1], 36. old.), akkor £ = 1 választással kapjuk a (3) egyenlőséget. 
A 2. tétel bizonyításához felhasználjuk a következő segédtételt. 

Lemma. Legyen k nemnegatív egész szám és x valós szám. Legyen 

_ I (x - l)(z - q) • • • (x - qk~l), ha k > 1, 
ha k = 0. 

»Akkor 

(4) = É t - 1 ) ' " 
{=0 

q(k-i)(k-i-l)/2xi 

Bizonyítás . Legyen Pk(x) = 4- Pk,+ •••+• Pk,k%k és határozzuk 
meg a pk>i (i = 0 , 1 , . . . , k) együtthatókat. 

Felhasználjuk az 

(* - qk~l)Pk{qx) = (qkx - qk~l)Pk(x) k-1 
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egyenlőséget. Tehát 

{x - qk~1){Pk,o + Pk,iqx + • • • + Pk,kqkxk) = 

= (qkx - qk~1 )(pk,o + Pk,\x + • • • + Pk,kXk). 

Innen i — 1 , 2 , . . . ,k esetben kapjuk 

q{ 1pkti.1-qk+i 1pk,i — qkpk,i-i — qk lPk,i, 
vagyis 

.k — i+1 2 
Pk,i 

Ezzel a rekurziós formulával valamennyi együttható meghatározható az ab-
szolút tagból kiindulva. Az abszolút tagot a polinom felírásából kapjuk meg. 
Tehát 

Pk, o = ( - 1 ) V ( * - 1 ) / 2 

és minden i = 1 , 2 , . . . , k — 2 számra 

fc-i+l * r , 

- 1 k 1 }
 % - 1 

PM = 

Továbbá = 1 és = 1 . Ezzel a (4) egyenlőséget igazoltuk. 

2. Tétel. Legyen n tetszőleges természetes szám és i olyan egész szám, 
hogy 0 < i < n. Akkor 
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Bizonyítás . Jelöljük (5) bal oldalán álló összeget an);-vel, akkor 
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(6) an,o = 1) 
k=0 

Ezt felhasználva kapjuk, hogy 

i = 0 esetben 

n ' k k(k-1)/2 
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(_l)Ígj(Í-1)/2 _ an_^o, ahol 0 < i < n. 

Elegendő belátni, hogy a^o = 0, fc = 1 , 2 , . . . , n esetben. Mivel 
it 

k — i 
ezért a Pfc(^) polinom értéke x = 1 esetben 

ft(i) = E t - 1 ) " " ' 
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i = 0 

ifc 
k — i 

(k-i)(k-i-l)/2 _ 

i=o 
JU-1)/2 

A kapott kifejezést összehasonlítva (6)-tal, kapjuk Pfc(l) = Viszont 
a: = 1 értékre 

Tehát akto = Pfc(l) = 0, (* = 1 , 2 , . . . , n). 

Irodalom 

[1] PÓLYA GY.—SZEGŐ G . : Feladatok és tételek az analízis köréből I., 
Tankönyvkiadó, Budapest, 1980. 

[2] M. KMET'OVÁ, T . SALÁT, Metóda mrezovych bodov v kombinato-
rike, Matematické Obzory 40 (1993), 1-10. 

[3] N. J . VLLENKIN: Kombinatorika. (2. kiadás), Műszaki könyvkiadó, 
Budapest, 1987. 

UNIVERSITY OF EDUCATION 
DEPARTMENT OF MATHEMATICS 
FARSKÁ 1 9 
9 4 9 7 4 N I T R A , SLOVAKIA 


	PHONG, B. M., A characterization of the identity function����������������������������������������������������������������
	KALLOS, G., The generalization of Pascal's triangle from algebraic point of view���������������������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A., On, some connections between Legendre symbols and continued fractions������������������������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A., Remark on Ankeny, Artin and Chowla conjecture .��������������������������������������������������������������������
	JONES, J. P. and Kiss, P., Some congruences concerning second order linear recurrences���������������������������������������������������������������������������������������������
	LIPTAI, K. and TÓMÁCS, T., Pure powers in recurrence sequences���������������������������������������������������������������������
	ZAY, B., A generalization of an approximation problem concerning linear recurrences������������������������������������������������������������������������������������������
	SZALAY, L., A note on the products of the terms of linear recurrences����������������������������������������������������������������������������
	MÁTYÁS, F., The asymptotic behavior of the real roots of Fibonacci-like polynomials������������������������������������������������������������������������������������������
	FEHÉR Z.: Két kombinatorikai identitás általánosítása������������������������������������������������������������
	RÓKA S.: Független metszőrendszerek II���������������������������������������������
	KlRALY, B., Residual Lie nilpotence of the augmentation ideal��������������������������������������������������������������������
	SZAKÁCS, A., Unitary subgroup of the Sylow 2-subgroup of the group of normalized units in an infinite commutative group ring�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	HOFFMANN, M. and VÁRADY, L., Free-form curve design by neural networks�����������������������������������������������������������������������������
	GÁT, G., On the Fejér kernel functions with respect to the Walsh-Paley system������������������������������������������������������������������������������������
	CERETKOVÁ, S., FULIER, J. and TÓTH J. T., On the certain subsets of the space of metrics
	GRYTCZUK, K., General solution of the differential equation ...����������������������������������������������������������������������
	DR. OROSZ GY.-NÉ: A tanulók viszonya a matematika tantárgy tanulásához�����������������������������������������������������������������������������
	SZÍLAK A.-NÉ: Vírusok a tanulók matematikai gondolkodásában������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������
	103����������
	104����������
	105����������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������


