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Abstract. In this paper we give two new criteria connected with well-known and

still open conjecture of Ankeny, Artin and Chowla.

Introduction

In the paper [2] Ankeny, Artin and Chowla conjectured that, if p = 1
(mod 4) is a prime and ¢ = 1/2(T +U,/p) > 1 is the fundamental unit of the
quadratic number field &' = Q(,/p) then p|U. It was shown by Mordell [5] in
the case p =5 (mod 8) and by Ankeny and Chowla [3] for the remaining
primes p = 1 (mod 4) that p | U if and only if p{B¥, where B;, is
2n-th Bernoulli number. Another criterion has been given by T. Agoh in
[1]. Beach, Williams and Zarnke [4] verified the conjecture of Ankeny, Artin
and Chowla for all primes p < 6270713. Sheingorn [6], [7] gave interesting
connections between the fundamental solution (zg,yo) of the non-Pellian
equation

(1) 2> —py*=—-1, p=1 (mod 4), p is a prime

and the manner of the reflection lines on the modular surface and also of
the ,/p Riemann surface. We prove the following two theorems:

Theorem 1. Let p=1 (mod 4) be a prime and p = b% +c?. Moreover,
let \/P = [90;T1, 0z, - - -, G5 be the representation of \/p as a simple continued
fraction and let (zq,yo) be the fundamental solution of (1). Then p | yo if
and only if p | ¢Q, +bQ,_y and p | Q, — ¢cQ,_1, where r = 5;1 and P,/Q,
is n-th convergent of ,/p.

Theorem 2. Assume that the assumptions of the Theorem 1 are sa-
tisfied. Then p | yo if and only if p | 46Q, Q-1 — (=1)"!, where r = 53
and P, /Q, is n-th convergent of \/p.

Basic Lemmas
Lemma 1.-Let Vd = (90;G15, -5 Gs) be the representation of Vd as a
simple continued fraction. Then

q0+bn

Cn

:I 5 bn + bn+1 = Cnfqn, d= b,21+1 + CaCnt1

() n = [
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(3) if s = 2r+1 then minimal number k, for which cxy, = ¢ is k = 5;1 ,

(4) dQn—l =b,Pn_1 + CnPn—Z;
(6) P, 1= ann—l + chn—Z,
(") PPy~ @iy = (-1)en,

where P, /Q, is the n-th convergent of V.

This Lemma is a collection of well-known results of the theory of con-
tinued fractions.

From Lemma 1 we can deduce for the case d = p =1 (mod 4) and
r = £51 the following:

Lemma 2. Letp=1 (mod 4) be a prime and let \/p = [g0;q1,-- -, Gs),
where s = 2r 4+ 1 then

(8) p=bl+cd=b"4c% by =b, ¢,=c
(9) pQr = bP + cPr
(10) P =00, + cQrar
(11) Py =cQr —bQr1

12)  PQr_1 —Q.Py = (-1)

Pl —pQt = (-1)"*e

14) Pr2—1 ‘szq =(-1)"c

15) Pf—l + Pr2 = P(Qiq + Qi)

=y
w
~—

Lemma 3. Let v/d = [q0;T1,.--,05) and s = 2r + 1, then Q;_; =
2i—_1__1 +Q2;1 and
2 2

Ps_1 = PQr+ P11
Proof. First we prove that for k=1,2,..., % we have
(16) Qs—1 = QrQs(ry1) + Qr-1Qs—(k+2).
Really, since gs—1 = q1, Q1 = g1, Qo = 1 then we obtain )57 = ¢s—1Qs—2+

Qs—3 = Q1Qs-2 + QoQs—3 and (16) is true for £ = 1. Suppose that (16) is
true for k£ = m, i.e. '

(17) Qs—1= QmQs—(my1) + Qm-1Qs—(m+2)
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Then, for k = m + 1 in virtue of Q,_(m+1) = Gs—(m+1)@s—m—-2 + Qs—m—-3
and gs—(m+41) = gm+1 We get Qs_(m+1) = Im41Qs—m—2 + Qs—m—-3. By (17)
and the last equality it follows that Q;—1 = Qm+1@s—m-2 + @mQ@s—m—3
and inductive proof of (16) is finished. Putting k = 25 and ovbserving that
s—k—-1= sgl’s—k—2: sgl — 1, we obatin ;1 :Q?S_:L_l'l'Q?;;_}l'
In similar way we obtain that P;_; = P.Q, + Pro1Qr—1 a.nd2 the proof of

Lemma 3 is complete.

Proof of Theorems

Proof of Theorem 1. Suppose that p | yo. Then by (13) of Lemma 2
we have

(18) ¢ = (=1)""(P? - pQ?).

From Lemma 2 we also obtain

(19) b= (-1 (pQ,Qro1 — PrPri1),

Let I = cQ, + bQ,_,. Then by (18) and (15) it follows that

(20) L= (=1 (P(PrQr — Pr1Qror) — pQ-(Q2 — Q2_y)).

On the other hand from Lemma 2 we have

(21) PrQr - Pr-lQr—l = b(Qi + Qi—l)'
Substituting (21) to (20) we obtain
(22) L= (-1 (0P(Q2 + Q21) — pQ(QF — Q_y)).

By Lemma 3 it follows that yo = Q,—1 = Q% + Q2_, and therefore from
(22) we get p | L. From (10) and (11) of Lemma 2 we have

(23) Pl 4 Ply = (bQr + Q1) + (cQr = bQr-1)”.

On the other hand it is well-known the following indentity:

(24) (bQr+cQr_1)* +(cQr —bQr1)* = (cQr+5Qr-1)" +(6Qr — cQr—1)".
From (23) and (24) we obtain

(25) P24 PE = (cQr +0Qr_ 1) + (bQr — cQr1 ).
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From (15) of Lemma 2 and the assumption that p | yo we obtain

(26) PP+ PRy

By (25), (26) and the fact that p | L,L = ¢Q, + bQ,_; it follows that

p | bQ, — cQr-1. Now, we can prove the converse of the theorem. Assume
that

(27) pleQr +0Qr1, plbQr — cQr1.
From (15) of Lemma 2 and Lemma 3 we obtain
(28) Pl 4+ Py =p(QF + Q1) = pQs—1 = PYo-

By (27) and (25) it follows that p? | P2 + PZ_, and therefore from (28) we
get p | yo- The proof of the Theorem 1 is complete.

Proof of the Theorem 2. From Lemma 3 we have P,_; = P.Q, +
P,_1Qr—1. Substituting (10) and (11) of Lemma 2 to this equality we obtain

(29) Poo1 = 5(QF = Q2_y) +2¢Q,Q 1.

By (29) easily follows that

(30) PIy+1=0%(QF-Q7_1)" +4bcQ,Q--1(Q7 - Q7_1) +4*Q1Q7 1 +1.
‘On the other hand from Lemma 2 we can deduce that

(31) (QF = QF_1) + (1) = 2Q, Q1.

From (30) and (31) we obtain

(32) F(PL,+1) = (b +?) (405 + )Q2QE_, — 4b(~1)*1QrQroy +1)

Since (zo,y0) = (Ps—1,Qs-1) then P2 | +1 = chzr—l‘ Suppose that p | yo.
Then we have ’

(33) PP L
By (33) and (32) it follows that

(34) Y4 | 4erQr——1 - (_1)r+1,
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because p = b? + c%. Now, we can assume that the relation (34) is satisfied.
Using (32) we obtain

(35) p* | APy +1).
Since p = b% + ¢? and (p,c) = 1, by (85) it follows that
(36) p*| Pl +1

But P2, +1 = pQZ%_; and consequently from (36) we obtain p | Qs_1,
@ s—1 = Yo. The proof of the Theorem 2 is complete.
From Theorem 1 we obtain the following:

Corollary. Let (z¢, ) be fundamtental solution of the equation z? —

py? = —1, where p =1 (mod 4) is a prime such that p = b? + ¢? and let
VP = 90,7, G2, - -5 Gs)» 8 = 2r + 1 be the representation of \/p as a simple
continued fraction. If p | yo then ord,(cQ, — bQ,—1) = 1 or ord,(bQ, —
CQ'I‘—I) =1

Proof. If p | y then by the Theorem 1 it follows that a = ord,(cQ, +

bQr-1) > land 8 = ord,(b@Q, —cQr—1) > 1. Suppose that & > 2 and 3 > 2.
Then we have

(37) p2 | CQT + er—l, pz ’ bQT - ch—l-
From (37) we obtain p? | ¢2Q, + bcQ,—1 and p? | b2Q, — bcQ,—1. Hence
(38) PPl + Q.

Since p = b% 4 ¢? then by (38) it follows that p | Q,. By yo = Qs—1 =
Q%+ Q%_, and virtue of p | yo, p | @, we get p| Q,—1. On the other hand
from Lemma 2 we have P, = bQ, + ¢Q,_1 and therefore we obtain p | P,.
Hence we have p | P, and p | @, which is impossible because (P, Q) = 1.
The proof is complete.

Remark. If the representation of v/d as a simple continued fraction
has the period s = 3 then dlyy, where (z¢, yo) is the fundamental solution
of the non-Pellian equation z2 — dy? = —1. Really, putting s = 3 in Lemma
3 we obtain

(39) vo=0Q5+QI=1+¢.



-
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On the other hand it is well-known (see, [8]; Thm. 4, p. 323) that all natural
numbers d, for which the representation of v/d as a simple continued fraction
has the period s = 3 are given by the formula:

2
(40) d((qf+1)k+%) +2q1k + 1,

where ¢; is an even natural number and k£ = 1,2,3,... Suppose that d | yo,
then we have d < y. By (39) and (40) it follows that d > yo and we get a
contradiction.

From this observation follows that A-A-C conjecture is true for all
primes p =1 (mod 4), having the representation in the form (40).

References

1] T. AGOH, A note on unit and class number of real quadratic fields
Acta Math. Sinica 5 (1989), 281-288.

[2] N. C. ANKENY, E. ARTIN and S. CHOWLA, The class number of
real quadratic number fields Annals of Math. 51 (1952), 479-483.

[3] N. C. ANKENY and S. CHOWLA, A note on the class number of real
quadratic fields, Acta Arith. VI. (1960), 145-147.

[4] B. D. BeEacH, H. C. WILLIMS and C. R. ZARNKE, Some computer
results on units in quadratic and cubic fields, Proc. 25 Summer Mitting
Canad. Math. Congr. (1971), 609-649.

[5] L. J. MORDELL, On a Pellian equation conjecture, Acta Arith. VI
(1960), 137-144.

[6] M. SHEINGORN, Hyperbolic reflections on Pell’s equation, Theory 33.
(1989), 267-285.

[7] M. SHEINGORN, The ,/p Riemann surface, Acta. Arith. LXIII. 3.
(1993), 255-266.

(8] W. SIERPINSKI, Elementary Thory of Numbers, PWN-Warszawa,
(1987) |

ALEKSANDER GRYTCZUK

INTITUTE OF MATHEMATICS .
DEPARTMENT OF ALGEBRA AND NUMBER THEORY
T. KOTARBINSKI PEDAGOGICAL UNIVERSITY

PL. SLOWIANSKI 9, 65-069 ZIELONA GORA
PoLAND



	PHONG, B. M., A characterization of the identity function����������������������������������������������������������������
	KALLOS, G., The generalization of Pascal's triangle from algebraic point of view���������������������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A., On, some connections between Legendre symbols and continued fractions������������������������������������������������������������������������������������������
	GRYTCZUK, A., Remark on Ankeny, Artin and Chowla conjecture .��������������������������������������������������������������������
	JONES, J. P. and Kiss, P., Some congruences concerning second order linear recurrences���������������������������������������������������������������������������������������������
	LIPTAI, K. and TÓMÁCS, T., Pure powers in recurrence sequences���������������������������������������������������������������������
	ZAY, B., A generalization of an approximation problem concerning linear recurrences������������������������������������������������������������������������������������������
	SZALAY, L., A note on the products of the terms of linear recurrences����������������������������������������������������������������������������
	MÁTYÁS, F., The asymptotic behavior of the real roots of Fibonacci-like polynomials������������������������������������������������������������������������������������������
	FEHÉR Z.: Két kombinatorikai identitás általánosítása������������������������������������������������������������
	RÓKA S.: Független metszőrendszerek II���������������������������������������������
	KlRALY, B., Residual Lie nilpotence of the augmentation ideal��������������������������������������������������������������������
	SZAKÁCS, A., Unitary subgroup of the Sylow 2-subgroup of the group of normalized units in an infinite commutative group ring�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	HOFFMANN, M. and VÁRADY, L., Free-form curve design by neural networks�����������������������������������������������������������������������������
	GÁT, G., On the Fejér kernel functions with respect to the Walsh-Paley system������������������������������������������������������������������������������������
	CERETKOVÁ, S., FULIER, J. and TÓTH J. T., On the certain subsets of the space of metrics
	GRYTCZUK, K., General solution of the differential equation ...����������������������������������������������������������������������
	DR. OROSZ GY.-NÉ: A tanulók viszonya a matematika tantárgy tanulásához�����������������������������������������������������������������������������
	SZÍLAK A.-NÉ: Vírusok a tanulók matematikai gondolkodásában������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������
	103����������
	104����������
	105����������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������


