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A 2"-EDRENDU FIXPONTOKROL
Balint Szepessy (EKTF, Hungary)

Abstract: (On the fix point of order 2")

Let f(x) be a continuous real valued function on the interval [a, b] which maps the
interval onto itself. If ¢ € [a, b] and for the n'” iterated function of f we have f,(c) = c,
but fr(c) # ¢ for 1 < r < n, then we say that ¢ is a fix point of f of order n. In
the paper we prove the following result. Suppose that a < d < b, f(a) = a, f(d) = b,
x < f(z) < bfora <z < d, f(x) is monotonicaly increasing in the interval [f(b), d] and
f(x) is monotonicaly decreasing in [d, b]. Furthermore we suppose that n is the smallest
natural number for which fan(b) > d_(gn_1), where d_j denotes k™" inverse iteration of
d. Then there exists a fix point of order 2" in the interval [a, b] and if there is another fix
point, then its order is at most 27 t1.

Bevezetés

Legyen f(x) iteracios alapfiiggvény az [a,b] (a < b) zart intervallumon, azaz
olyan egyértéki valos fliggvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
1. f(z) az adott intervallum minden bels6 pontjaban folytonos, a kezds-, illetve
a végpontban jobbrol, illetve balrol folytonos;
2. f(z) az [a,b] intervallumot 6nmagara képezi le;
3. Nincs olyan részintervalluma az adott intervallumnak, amelyben f(x) =
konstans teljestil.
Az fo(.’L‘) = l‘,fl(l‘) = f(l‘), fZ(x) = f(f(x))’ R 7fn(x) = f(fn—l(x))v ce
fiiggvényeket az f(xz) figgvény nulladik, elss, masodik, ..., n-edik, ... iteralt
fiiggveényeinek (iteraltjainak) nevezziik. Ezek a fliggvények is mind rendelkeznek
az 1., 2., 3. tulajdonsagokkal.
Ha f(c¢) = c teljesiil, akkor a ¢ pont az f(x) fliggvény elsérendd fixpontja.
Ha f.(c) # ¢, n = 1,2,...,n — 1 esetén, de f,(c) = ¢, akkor a ¢ pont az
f(z) fuggvény n-edrendd fixpontja. Ekkor, amint az ismeretes, f(c) = ¢y, f(c1) =
C2y. .., flen—1) = ¢, iteralt pontok egy n-edrendi ciklust alkotnak.
Iteracidelméletbsl megjelend dolgozatok az utébbi id6ben a magasabb rendi
fixpontok eloszlasaval, a szingularis, reguléris és irregularis pontok és intervallumok
vizsgalataval, ezenkiviil bizonyos lokalis tulajdonsagok vizsgalataval és kiilonbz6
alkalmazasokkal foglalkoznak. (Az xo, (x0 € [a,b]) pont szingularis, ha (z,)
végtelen iteracids pontsorozat csak véges szamu paronként kiilonbo6z6 pontbol all,
reguléris, ha (x,) iteracids pontsorozat paronként kiilonb6z6 pontokbol &ll, és a
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pontsorozatnak véges szamu torlodasi pontja van, végiil xg irreguléaris pont, ha az
(z,,) pontsorozatnak végtelen sok torlodasi pontja van.)

A [2] és a [3] azt a kérdést vizsgalta, hogy milyen iteracios alapfiiggvény esetén
vannak tetszélegesen magas rendszamu fixpontok; a [4] azt taglalja, hogy milyen
feltételek mellett alkothatnak intervallumot az elsé és a magasabb rendd taszito
fixpontok. Ebben a dolgozatban azt az elméleti és gyakorlati vonatkozasban is
felmeriil6 kérdést vizsgaljuk, hogy milyen iteracios alapfiiggvények esetén adhato a
fixpontok rendszamara felsé korlat.

A 2"-edrendii fixpontokrol

Tétel. Haoa < d < b és f(x) olyan iterdcids alapfiiggvény az [a,b] szakaszon,
amelyre f(a) = a, f(d) =b, a <z < d esetén x < f(x) <b, és f(x) az [f(b),d]
intervallumon monoton névekvd, a [d,b] intervallumon monoton csokkend, valamint
n az a legkisebb (természetes) szam amelyre fon (b) > d_(an_yy teljesiil akkor f(x)
fiigguények az [a,b] intervallumban vannak 2"-edrendi fixpontjai, és legfeljebb 27T -
edrendi fixpontjai lehetnek.

Megjegyzés. Amint az ismeretes n > 1 esetén d_(on_1) = m[ax](x), ahol
ze([d,b

Jon-1(x) = d_(2n-1_1) azaz d_(2n_1) a legnagyobb abszcisszaérték a [d, b] interval-
lumban, amelyre fon-1(x) fliggvény d_(on—1_1) értékd.

Bizonyitas. n-re vonatkozo teljes indukcioval.

n =0 esetén f(x) az 1. abran lathato alaku, ahol f(b) = by > d.

Mivel f(z) az [a,d] intervallumon folytonos és minden [a,b] intervallumbeli
értéket felvesz ezért létezik ebben az intervallumban a d pontnak legalabb egy
inverz iteralt pontja. Tekintsiikk a d pontot inverz iteraltjai koziil — az (a,d]
intervallumban — azt, amelynek abszcisszaja a legnagyobb, jeldljik ezt d_i-
gyel; d_1 = argji(d(x), f(z) = d. Ezutan az el6bbi eljarasnak megfelelGen a
d_o = max (z),f(z) =d-1,d_3,...,d_p,... inverz iteralt pontokat.

a<z<d_1

A (d_(it1),d—s] (i = 0,1,2,...,n,...) intervallumok egyszeresen és teljesen
lefedik a (a,d] intervallumot, igy az (a,d] intervallum barmely pontjabol kiindulo
iteracids pontsorozatnak csak véges szamu pontja marad ebben az intervallumban,
és ez legfeljebb i, ha a kiindulasi pont a (d_(;41),d—;] intervallumban van. Lesz
tehat olyan x; (j > 1) iteralt pont, amelyik a (d,b] intervallumba esik. Ezt az
intervallumot f(x) énmagéara vagy 6nmagaba képezi le, igy x; minden iteraltja
ebben az intervallumban marad, ezért magasabb rendi fixpontok csak ebben az
intervallumban léphetnek fel.

Ismeretes, hogy ha egy intervallumot a benne monoton csékkend iteracios
alapfliggvény 6nmagara vagy énmagaba képezi le, akkor ebben az intervallumban
legfeljebb masodrend( fixpontok lehetnek ([3]).
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1. dbra

Tehat (n = 0 esetén) az [a, b] intervallumban van elsérendd (c) és nem lehet
mésodrendiinél magasabb rendszamu fixpont, azaz teljesiil az allitas.

n = 1 esetén is az el§z6ekhez hasonléan megmutathaté, hogy magasabb rend
fixpontok csak az [f(b) = b1, b] intervallumban lehetnek (2. abra).

Tekintsiik fo(x)-et iteracios alapfiiggvénynek a [b1, b] intervallumon. Monoton
novekvs (csokkens) fliggvény monoton csokkend (novekvs) fliggvénye (iteréaltja)
monoton cs6kkend, valamint monoton cstkkend fiiggvény monoton csékkend fiiggvényell
monoton névekvs [3], ezért fa(x) a [by,d] intervallumban monoton csékkend, és
fa(d) = b1 < d miatt egy pontban metszi a g(x) = x egyenest, a [d,d_1]
intervallumban monoton névekvs, és fa(d—1) = b, igy ebben az intervallumban
lehetnek mésodrendi fixpontok; a [d_1, b] intervallumban monoton csokkend, tehat
lesz egy méasodrendii fixpont (2. abra).

Ha a [d, d_1] intervallumban vannak masodrendi fixpontok, akkor legyen e =

, max (x), fo(zx) és elsd iteraltja e;. Az [e1,e] intervallumot a benne monoton
<z<a—i

novekedd fo(x) fiiggvény dnmagara képezi le, igy fo(x)-nek csak elss, azaz f(x)-
nek csak masodrendd fixpontjai lehetnek. Az [e, b] intervallumban fo(z)-nek (n =
0 eset alapjan) lesznek elsérendd, de legfeljebb masodrendd fixpontjai lehetnek,
tehat f(z)-nek van masodrendd, de negyedrendiinél magasabb rendid fixpontjai
nem lehetnek ebben az intervallumban.
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2. dbra

A [b1, e1] intervallumban sem lehet negyedrendiinél magasabb fixpont, mert ha
¢ ilyen, akkor ¢; iteralt pont ¢ € [e, b] is ilyen lenne (¢, ¢, ugyanabban a ciklusban
van), ami az el6z6ek szerint lehetetlen.

Ha a (d,d_1] intervallumban nincsenek masodrendii fixpontok, akkor a [c, b]
illetve a [b, ¢] intervallumban (¢ els6rendii fixpont) az el6z6ekhez hasonléan lathato
be, hogy vannak mésodrendt, de nincsenek negyedrendiinél magasabb rendt fix-
pontok.

Tegyiik fel, hogy n — 1 (n > 1) esetén igaz az allitds (indukcios feltevés).
Megmutatjuk, hogy n esetén is teljestl.

Mint az el6z6ekben most is megmutathato, hogy magasabb rendt fixpontok
csak a [by, b] intervallumban lehetnek. Ebben az intervallumban (n = 1 esethez ha-
sonldan képezett) fo(x) iteracios alapfliggvénynek az indukcios feltevés értelmében
vannak 2" 2-edrendd fixpontjai, de legfeljebb 27 !-edrendd fixpontjai lehetnek,
ami azt jelenti, hogy f(x) iteracios alapfiiggvénynek a széban forgo intervallumban
van 2"-edrendd fixpontja, azonban 2"*!-edrendinél magasabb rendii fixpontjai
nincsenek. Indirekt uton (n = 1 esethez hasonléan) konnyen belathato, hogy a
[b1, ¢] intervallumban sem lehetnek f(z) iteracios alapfiiggvénynek 2" !-edrendiinél
magasabbrendd fixpontjai.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Adott n természetes szamhoz konstrualhato tehét olyan iterdcios alapfiiggvény,
amelyre vannak 2"-edrend fixpontok, de 2" !-edrendiinél magasabb rendf fixpon-
tok nincsenek.
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