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A MATEMATIKAI ANALIZIS OKTATASA SORAN TAPASZTALT
PROBLEMAKROL ES HIBAKROL I1.

Rados Mihaly (Eger, Hungary)

Abstract. Those problems are illustrated which are studied in the first part of this paper
(Acta Acad. Paed. Agriensis, Sectio Mathematicae 26, 1999. 115-120.) with some typical mistakes

[9]-

1. Bevezetés

A cimben és az absztraktban jelzett problémakér kimerithetetlen, a teljes
feldolgozas lehetetlen, mivel didkjaink leleményessége ezen a téren nem ismer
korlatokat. Célunk csak az lehet, hogy egy kis ,,gyomlélast” végezve a hibak kozott,
vilagosabban lassuk, mi van még héatra. Nekiink, tandroknak iigyelniink kell arra is,
hogy ha a hibakat a hallgatok el6tt nyomatékosan ismertetjiik, nehogy ezen hibéak
bevésésének megerdsitését eredményezze!

A feladatok és megoldésok soran a kittizott {6 cél kiemelése érdekében sokszor
eltekintiink példaul a fliggvények preciz megadasatol, a fiiggvény és fiiggvényérték
(f, illetve f(x)) kovetkezetes megkiilonboztetésétsl, vagy annak vizsgalatatol, hogy
a kijelolt mivelet mely halmazon, intervallumon végezhet§ el.

2. Primitiv hibak, durva tévedések

Ezeket meg sem kellene emliteni, ha nem fordulnanak el6, mert nem az
altalanos iskolara, hanem szinte az alsé tagozatra vonatkoztathatok:

— egyenlGtlenségek szorzasa negativ szdmmal, reciprok képzése;
— koz0s nevezore hozés (1);

— tOrt osztasa egész szdmmal, osztas torttel;

— a hatvéanyozas azonossagai stb.

Egyes hallgatok vagy abszolut képzetlenségiik vagy teljes feliiletességiik miatt
kovetik el ezeket a nem elnézhetd hanyagsigokat, de erésen kétséges, hogy lesz-e
belsliik matematika szakos tanér!
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3. Elemi hibak

3.1. Fiiggvények paritasa

Ha elhangzik a tanéri kérdés: ,Amennyiben egy fiiggvény nem paros, ekkor
paritas szempontjabol milyen?” — sokszor jon automatikusan a véalasz: ,akkor
paratlan” Elég konny ravezetni 6ket, hogy vannak se nem paros, se nem paratlan
fliggvények. Példaul:

fx)i=a? +52+7
g(x):=
h(z):=sinz + cosx
i(x):=Inz

A logaritmusfiiggvény példaul negativ valés szamokra és x = 0-ra nincs is
értelmezve. Most kovetkezhet az Osszetett fliggvényekkel valdé bonyolitas, s ez
visszavezet a definicié alkalmazasanak sziikségességére.

(a) f(z):=In(z® ++va2 +1); Dy = R péros vagy paratlan? f(—z) = f(z), tehat
péaros!

(b) f(z):=In(z + Va2 4+ 1) péaros vagy paratlan?
Megoldas: f(—z) = In(—x + Va2 +1) = {\/_VZHJF"” (Wl +14x)| =

In (%) = —In(x + V22 + 1) = — f(x) Tehat a fliggvény paratlan! Megje-
gyezziik, hogy ez a fliggvény az area sinus hiperbolicus fiiggvény.

(c¢) Bizonyitsuk be, hogy minden fiiggvény, amely egy O-ra szimmetrikus inter-
vallumon van értelmezve, megadhaté egy paros és egy péaratlan fiiggvény
Osszegeként!

Megoldas: f: 1 — R, f(x):=L{@tCn) | J@lf(Ce),

Legyen ¢(x) := M és Y(x):= M. Mivel ¢ paros, ¥ paratlan, ezért
igaz az allitas.

3.2. Tortek

Feladat: Egy tort értéke novekszik vagy csokken, ha szamlaldjahoz és nevezs-
jéhez ugyanazt az a € R* szamot hozzaadjuk?

Megoldas: A hallgatok univerzalis valaszt akarnak megfogalmazni azonnal,
pedig itt egy diszkussziéra van sziikség!
Legyen az adott tort: £, ahol p,q € Z; q # 0,q # —a. Vizsgaljuk a tort értékének

4 »|p+a7g:a(q j2)
novekedését! ata 4 = alaTa)

(o) hag>0¢ésq>p.

pta P
> 0, azaz o g
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(8) hap<qg< —a.
(7) ha —a < g<0ésq<p.
Megjegyzés: a = 1l-re () nem teljesiilhet. Hasonloan kivalaszthato, hogy mikor

csokken a tort értéke.

3. Feladat: Abrazoljuk a Descartes-féle derékszogi koordinatarendszerben a
kovetkezd sikgorbét:
[+ [yl =10, z,yeR

Megoldas: sokszor 6tletszertien abrazolnak alakzatokat, nem tudatos az abszolit-
érték jelének elhagyésa siknegyedeként!

A megoldas:

10

—10 10 €

—10

4. Feladat: Mennyi az f(x):=2? fiiggvény gorbéje és az xz-tengely kozotti
sitkidom teriilete a [0, a] intervallumon? a € R*

a
Nyilvan: T = [ 2?dx = %3. Eshaa=3cm? T = 23—7 cm?®; Ezt a probléméat
0
szokas dimenzionalis csapdanak is nevezni; az integral csak egy valos szamot ad
eredményiil. Példaul
r; 6
5 a L 6 6
x’dr = — T=--3"-cm
[ s =5 ;
0

lenne az eredmény?

5. Feladat: Elemezziik az alabbi fiiggvénysorozat konvergenciajat!

x
14 n2x2’

Jn(z): Dy =[0,1], neN
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A hallgatok nehezen tesznek kiilonbséget a pontbeli, intervallumon pontonkénti,
illetve az egyenletes konvergencia kozott!

Megoldas:
() Nyilvan: nh_}rgo fnlx) = nh_}rgo Tz =0, 1gy f:[0,1] = R, f(z)=0.
x _ x < x 1
14+ n2x2  14n222 " n2z2  n2z

Vizsgéljuk a kiiszobszamot!

1
T—O‘<5, r#0, ecR"
n2x

1
n>4/—— =: N(e,z)
x-€

(8) Tehat ez a konvergencia teljesiil, f,(x) — f(x) = 0 pontonként.

Nem teljesiil-e az egyenletes konvergencia is?!

0< fn(x) = % . 1fg§m2 < %, mivel (nz — 1)2 > 0. Ezzel fn(x) — 0 < ¢, ha

n > N(g). Osszefoglalva: lim f,(z) = f(z) egyenletesen konvergens, ahol f(x) =
n— oo

0 Vz € [0,1] esetén.

4. Differencialszamitas

Nem foglakozunk azokkal a hibakkal, amelyekben a hallgatok nem tudjak az
elemi fiiggvények derivaltjait, illetve hanyaveti modon alkalmazzak a megismert
derivalasi szabalyokat. Tipikus esetként megemlitjiik, hogy gyakran Osszetévesztik
a hatvanyfiiggvény és az exponencialis fliggvény fogalmat, ebbdl eredGen ezek
derivalasat! Egy példa csak erre:

fiRT — R, f(z):=5"2%

Hibés megoldaés:
f(z) = In2g . 5(n22)-1

Jo6 megoldas:

/ / 1
f:RY" —R, f(x):5h‘2’”-ln5-ﬂ~2.

[7]-55. o.
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Kiilon kiemelheti a tanar, hogy a derivalast ezzel befejeztiik, de célszerd a
derivalt fliggvény értékét a lehets legegyszertibb alakban felirni. Egy példa erre:

1

:R— R, r)i=r4+ —

/ )=t T
-1—= 2z

Fo)=1+— 224l Vaitl r

(z4+vV22+1)2 Va1

1. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény derivalt fliggvényét!

11—z, ha —co <z <1
ffR—R, f@):=¢ 1—-2)2—2), hal<z<2
—(2 —x), ha 2 <z < 40

Megoldas: Nyilvan, a probléma az z = 1 és © = 2 helyeken van, sok a tanacstalan-
Sag.

f(1)=0=f(2)
i SO IOy, 20 g
nggnwf( ;:{(1) zlirrln%1+0(17x)x(2_ilm)io ——1=f.(1)

Tehét létezik f (1), és f (1) = —1. Hasonléan belathato, hogy f'(2) = 1. Igy

) / -1, haxz <1
f :R—R, f(x)::{Qx—S, hal<z<2
1, ha2 <z

[4]-95.0.
A tanarnak kiilon ki kell térnie a kovetkez6 kérdések tisztazasara:
— folytonos-e a fliggvény;
— derivalhato-e a fiiggvény (hol);
— a derivalt fliggvény folytonos-e (hol)?

2. A formalizmus veszélyére figyelmeztet példaul a kovetkezd feladat:

f(z):=In <ln Tlxz) .

Mivel egyenls f’ (z)?
A képzelt megoldas, amelyik hibés:
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’ 1 —2x
x) = (14 2?) s
lnﬁ (1+22)2

f az x = 0 kivételével mindeniitt (R \ {0}) értelmezhets, viszont Dy = (!

3. Egy érdekes feladat (Eulertsl szarmazik): Melyik a nagyobb: e™ vagy 7¢?

A hallgatok nem tudjak, hogy matematikai rutin ismereteikhez hogyan kap-
csoljak ezt a kérdést.

Megoldas:
f:(0,40) — R, f(z):=z—e-lnx
fle)=0
’ e r—e
= 1 —_ - =
foy=1-<=2
" e
[ ()=
Mivel f"(z) > 0, ezért f névekvs! f (e) = 0
Ha O<z<e S f(x) <
e<z Cf (x) > 0 tehat f ekkor novekvé:
fl@) > f(e ) azaz z —e-lnx >0
ha T=m m—e-Inm>0

T > Inm¢
e™ > ¢ a valasz!

Mar dicséretet érdemel az, aki zsebszamologépével megvizsgalja a kozelité
értékeket:

e™ ~ 23,1406,
m¢ =22,4591  (Aristo M 85.)
Ok is érzik azonban, hogy ez nem teljes megoldas, sziikség van a fenti bizonyitasra.

4. Feladat: A T' = 4 egység teriilet téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a
keriilete?

Megoldas:

>0, 1>0.A keriilet: k(z) =2+ (z + 1)
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A fiiggvénydiszkusszio segitségével konnyt eldonteni, hogy ennek a fiiggvény-
nek az x = 2 értéknél van minimuma, azaz ha a téglalap négyzet.

A kiegészit6 kérdéseknél keriilnek zavarba a hallgatok: — Es melyiknek a kerii-
lete a legnagyobb? Kiilonbozs, bar részigazsagokat tartalmazé valaszok hangzanak
el: ,nem tudom megallapitani”, ,bizonytalan”, ,akarmi lehet”, stb. Nem vildgos
elsttiik, hogy a feladatot, a problémat megoldottam, ha azt mondom, hogy ,nincs
ilyen téglalap”, azaz a megoldas az, hogy nincs megoldés!

Segit a megértésben az, ha abrazoljuk az y = k(x) sikgérbét a koordinatarend-
szerben, vagy ha elemezziik a fiiggvény hatarértékét:

4
lim 2 (x + —) = +00
x—0+0 x

mivel a fliggvény folytonos a (0, +00)-on.

5. A fiiggvények szélsGértékeinek derivalas segitségével térténé meghatéroza-
sakor félreértés miatt érdekes problémaval taldlkozott egy diak.

Feladat: Két, egymasra merGleges egyenesen egymaés felé mozog egy-egy pont.
Induléaskor az elsé ,a”, a méasodik ,,b” tavolsagra van a két egyenes O metszéspont-
jatol. Az els6 v1 = 307, a masodik vy = 507 egyenletes sebességgel halad. Mely
id6pillanatban lesznek a legkozelebb egymashoz7

Megoldas: (a) Ha a tavolsidgot az egyenesek mentén értjik, a kovetkezs
eredményre jutunk.

(o) t id6 milva a tavolsag:

y:=f(t) = (a —30t) + (b — 50t) = a + b — 80t

£ () =—-80
Mivel f'(t) # 0, a fiiggvénynek nincs szélsfiértéke!(?)

(B) Tételezziik fel, hogy 55 > %, 55 <t < 35- Ha a méasodik (b-bél) mér
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athaladt O-n, az els6 még nem, akkor a kozottiik 1évs tavolsag ¢ id6 mulva:
y:=g(t) =50t — b+ a— 30t = 20t + a — b.

Mivel ¢'(t) = 20 # 0, ekkor sem lehet szélsértéke a fiiggvénynek!(?)
(v) Ha mindkeét pont athaladt az O ponton (t > %), a kozottiik 1évs tavolsag:

yi=h(t) =50t —b+30t —a =80t —a—b
K (t) =800
miatt ismét nem lehet a fiiggvénynek szélsGértéke!(?)

Tehat «, 8,y eset alapjan nem létezik olyan id6pont, amikor a két pont kézotti
tavolsag minimalis? Abrézoljuk a két pont kozotti tavolsag grafikonjat vazlatosan.

a+b

Ezen a rajzon y-nak mutatkozik minimuma a t = % id6pillanatban! Mi lehet
a probléma oka? Ez vezeti ra a hallgatokat arra, hogy vizsgalni kell a fliggvény
(f(t),g(t), h(t)) differencidlhato-e a t = & ésat = 35 pontokban! Kideriil, hogy

50
nem! Ettsl fiiggetleniil létezik minimuma és a feltétel miatt 5 > % at = %
pontban, ahol értéke:
3
t=a— b
5

Ez is illusztralja, hogy az tgynevezett ,toréspontokban”; | kényokpontokban”, s6t
szakadési helyeken is lehet a fiiggvénynek szélsGértéke, csak nem az adott pontbeli
differencidlhanyados segitségével kell és lehet ezt elemezni.

(b) Természetesen a valodi feladatot az

F(t) = /(a —30t)2 + (b — 501)2
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fliggvény diszkussziojaval lehet megoldani.

6. Feladat: f:R xR — R, f(z,y):=|z| + |y| — |z + y|. Létezik-e a két
parcialas differencidlhanyados a (0, 0) pontban, és ha igen, mivel egyenlGek?

Megoldas: Mivel a hallgatok megjegyezték, hogy az abszolutértékfiiggvény a
0 pontban nem differencidlhato, szinte automatikusan adjak a vélaszt: ,ezek a
parcialis differencialhanyadosok nem léteznek”.

A helyes valasz az ellenkezs, amelyet a definici6 alkalmazéasaval sikeriil
belatnunk.

OF (0.0 — 1 210 = Iz 010 = 0] 0+ 0]
ox z—0 x—0
= lim 1 = 2] =0.
x—0 x
Hasonléan kapjuk:
of
—(0,0) = 0.
ay( ’ )

Megjegyzés: az f:R x R — R, f(z,y):=|z| + |y| fliggvény folytonos a (0,0)
pontban, de ott nem léteznek parcialis derivaltjai ([2]-250. o.).
7. Feladat:

ffRxR —R, f(x,y)::{ :rrgaTyy?’ ha 22 +y* # 0,
0, ha =y =0.
(a) folytonos-e a (0, 0) pontban?
(b) f-nek léteznek-e parcialis differencialhanyadosai a (0, 0) pontban?
Megoldas: (a) Konnyt belatni, hogy f folytonos mindeniitt, mig a problémés
(0, 0) pontban nem. Alkalmazzuk példaul az atviteli elvet:
(al) Hay, =0, z, — 0, akkor

2x, -0
nyYn) = =0
F(@n, yn) 210
Tlir_I}O f(zn,yn) =0.
Ym=0
Hasonloan
ylirBO f(@n,yn) =0.
xp=0

(a2) Ha z, = yn, n #0, 2, >0

T

(@, yn) =

2 2
T + Xy

lim  f(zn,yn) = 1.

Tn=Yn—0
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Mivel (al) és (a2) nem egyezik meg, a fiiggvény valoban nem folytonos a (0,0)-ban.

(b) Egyvaltozos fiiggvények esetében annak idején a hallgatok megtanultak, hogy a
folytonossag sziikséges feltétel egy adott xg € Dy pontbeli differencialhatosag-
hoz. Ezért gyakran kapjuk a feliiletes valaszt erre a kérdésre: ,mivel a fiiggvény
itt nem folytonos, nem is defferencialhato parcialisan”. Pedig a helyes valasz:

ooy F@0) = £(0,0) o ZEF-0 0
fx(0,0)—ill}rb x—0 7911—&% x—0 73111&)1‘70
Hasonloan: )

5. Integralszamitas

Miutan megismerkednek bonyolult integraldsi modszerekkel is, a hallgatok
adott példa esetében hajlamosak a parciélis integralés, a helyettesitéssel valo in-
tegralas, vagy a racionalis fliggvények integraldsa modszereket erdltetni, feleslegesen
([7]—83. o.).

1. fﬁdw =7

) Megoldas: f(z):= =, gl(x)::%, innen f'(z) = xT&’G g(z) = Inz.
Igy [—=dz = 1+ [—L-dz. Mivel visszajutottunk az eredeti integralra,

tanicstalansdgukban abbahagytak a tovabbi probalkozasokat.
A helyes megoldas:

1 1
/ dx:/ L dr=In|lnz|+C, CeR.

z-Inx Inx

2. f—cosf(mz,)dx =?
Parciélis integraléssal probalkozva:

g(m)zzm, f@) =z

/ 4z - (sin(z?)) x?
g(x):W, fla) =~
Igy [ i = % . COSQ(x - /% z . 430:?(9” )dz. Ez a megoldas nem latszik

célravezetének, mert egy 1j, bonyolultabb 1ntegralra jutottunk.
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A helyes megoldas:

T 1 2z 1 9
/ cosQ(xz)dx T2 / cosz(xQ)dx T2 te(a7) + C

3. [ ket gy

eT —e—<T

Tobben az integralt Gj valtozo bevezetésével, majd racionalis fliggvény in-
tegralasara jutva prébaljak kiszamitani.

1
t:=e%; xz=Int; dzx= Edt'

t+1 1 2 +1
[l [y,
t—1 ¢ t(t2 —1)

Kovetkezik a parcialis tortekre vald bontés:

Ezzel

241 A B-t+C
— = 4+——— AB,C.eR.
TSy AT €

Innen az ismert médon: A = —1, B=2, C =0. Igy
1 2t 9
I:—/gdt—l—/ﬂdt:—lnw—l—ln\t -1|+C=

2

=In

‘+C:ln|em—em|—|—€*, C*eR

Az eredmény jo, de sok a felesleges munka!
A rovidebb, de korrekt megoldas a kovetkezs. Alkalmazzuk az ismert szabalyt:

f/ ('T) = 1n X
/f@f”lu<ﬂ+a CeR

Tehat
I=Inle* —e™®| + C.
Ugyancsak meglepi a hallgatokat, hogy egy kis figyelmesség milyen frappans
lehetGséget ad a sikerhez.
Sokan helyettesitéssel oldjak meg a feladatot. sinz:=z; dxr =cosz-dz.

sin z

/\/%—xzdx:/cosz ~cosz~dz:/sinzdz:
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=—cosz4+C=—-V1-sin’24C=—-V1-22+C, C eR.

Kis odafigyeléssel sokkal elegansabban megkapjuk ugyanezt a helyes eredményt!

/\/%_xzdxz/u—x?)%l.xdxz—%/(l—xz)%l-(—Qx)dx:

_o2ts
—*%~%+C:f(lfx2)+%+C:f\/1fx2+C.
2
5. [ Zdx=?

Mivel a hallgatok ismerik, vagy meg fogjak ismerni, hogy az [ %dw integral
nem elemi fiiggvény, mechanikusan valaszoljak, ez sem az! Pedig a megoldas
parciélisan integralva:

%dx:/xf*mdx:fx~e*‘"”+/e*c”dx:fx~e*‘””fe*m+C, CeR
e

f@)i=z ¢@)=e"

F@)=1 gla)=—e"

Egy fliggvény Riemann-integralhatosdga és primitiv fiiggvényének létezése sok
nyitott kérdés tisztazasat teszi sziikségessé a hallgatok elGtt.

6. Legyen

g
I
l
=
=
©
I

2 o1
{x -sin 5, haz #0,

0, haz=0
és

f:[-1,1] —R
/ o1 2 1
F(x):Qx-smﬁ—;-cosﬁ, haz # 0
, o oz2.sind -0
F(0)=lim —*——=0, haz=0

z—0 z—0

fi=F

Igy f-nek F primitiv fiiggvénye, de f nem Riemann-integralhaté, mert nem
korlatos. Nehezebben ugyan, de lehet konstrualni olyan f fliggvényt is, amelynek
egy [a, b]-ban van primitiv fliggvénye, korlatos, mégsem Riemann-integralhato ([8],
295. o.).
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7. Létezik olyan f fliggvény, amelyik Riemann-integralhato valamely [la, b!]-on
és integralfiiggvénye differencialhato, de nincs primitiv fliggvénye. Példaul:

fi-1,1] — R, f(x):=sign’x

Az f korlatos, egy hely kivételével folytonos, tehat Riemann-integralhat6, ugyan-
akkor nincs primitiv fliggvénye ([8], 77. o0.).

8. Ha az f fliggvény Riemann-integralhatd és létezik primitiv fiiggvénye az
[a, b]-on, kovetkezik ebbdl, hogy f folytonos [a, b]-on?
Megoldéas: nem!

Legyen
) _J2x-sini —cost, hax#0,
P R, fla)i={ 37 e mems ez €

(o) f az x = 0 pontban nem folytonos
(8) f korlatos, és egy hely kivételével folytonos, tehat Riemann-integralhato
(v) f-nek van primitiv fliggvénye is:

2

2% -sind, haaz #0,
F:[-1,1] — R, F(a:)::{o z haxio

9. Az integraléas soran problémat okoz, ha példaul a forgéstest térfogatat az x
tengely, illetve az y tengely koriili forgatas esetében szamoljuk.

Feladat: Az y = 22 Neil-féle ,szemikubikus parabolat” az z € [0, a] intervallu-
mon megforgatjuk mindkét tengely koriil. Létezik-e olyan a € RT, amelyre a két
forgéstest térfogata egyenls?

Megoldas:

a a4
V,00.4] Zﬂ-/x?’da::w- -
0
A hiba itt kévetkezik, mert a V), szamitasakor is ugyanezen integréalasi hatarokat

veszik:
a

Vy:W~/x2~dy (7

0
Helyesen:
3 3
a2 a?
V. s@) = [edy=r- [ylay=3 xa?
0 0
V,[0,a] = V,[0,a?] teljesiil, ha 7 - % = 2r. . Tekintsiink el a trividlis a = 0

esett6l. Mivel a # 0, a megoldés: a = 22 ([4], 199. 0.).
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Rajzban:

<
<
I
8

N

10. Az integralasi modszerek ismertetése soran kitériink arra, hogy vannak
olyan fliggvények, amelyeknek nincs primitiv fiiggvényiik, példaul:

e’ sin x 1
/ xda:, / - dx; /lnxdx (1], 306. o.)

Viszont érdekesség céljabol megemlitjiik, hogy itt is lehet&ség van az elemi fliggvé-
nyek korének kibovitésére. Az [ ﬁdz fliggvényt — amely a matematika kiilonbo6z6
fejezeteiben gyakran elfordul¢ fiiggvény — szokas integral logaritmus fiiggvénynek
nevezni, és értékét Li(x)-szel jelolni. De azzal, hogy a

Li(z):= de

Inz

jelolést hasznéljuk, nem valik az integral kiszamitasa egyszertibbé, csak egyszeriib-
ben jel6lhetGve.

Hasonloan [ Sh%dx legyen az integral szinusz fiiggvény, és jelolése:

Si(x)::/smxdx.

T

SFelvetédik a kérdés: adott elemi fiiggvényrsl hogyan lehet eldonteni, hogy
primitiv fliggvénye elemi fliggvény vagy sem? Pontosabban megfogalmazva: olyan
eljarast keresiink, amelynek alkalmazasaval tetsz6leges elemi fliggvényre a fenti kér-
dés véges sok 1épésben megvalaszolhaté. Egy nem egészen 10 éves eredmény szerint
(a jegyzet 1977-ben irddott) ilyen eljaras nem létezik! Ehhez természetesen sziikség
van az eljaras, vagy maés szoval algoritmus fogalmanak preciz meghatarozasara.
Szemléletesen olyan eljarasokrol lehet itt szo, amelyek szamitogéppel (mégpedig
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sdealis”, azaz végtelen memoriaju szamitogéppel) elvégezhetsk” ([8], 104. o.).
Ugyanakkor megadott intervallumon létezik Riemann-integralja a fiiggvénynek,
mert példaul azon folytonos:

5 eC”

[5e

1

de ezek szerint nem szamithatoé ki a Newton—Leibniz-formulaval, csak kozelité
modszerekkel.

11. Példa: szamitsuk ki a kévetkez§ kettds integralt az adott T tartomanyon:
z-siny
fwy)i==—"=: Dy:={(x.y) € R?y # 0}
T:={(z,y) eR:0< <1,z <y <1}

Szemléltessiik a T tartoméanyt:

f folytonos a T-ben a (0, 0) pont kivételével, de korlatos, igy integralhato a T
normal tartomanyon.

1 1 1 1

I:/ /x'smydy dx:/a:- /Smydy da
] Yy Yy

x 0 x

Erdeklsdést kelt a hallgatok korében, hogy az integralas sorrendjének felcse-
rélésével eredményre jutunk.

1 Y

1
/ /x smyd dx:/ /x~smyd$ dy —
0 0 \o Y

x
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1

1 Y
i 1
:/sm /xdx dx = —/y~sinydy
y 2
0 0

0

<

Parcialisan integralva:
sinl —cos1

2

Még itt is sokan tanacstalanok! Mivel egyenls a sin 1?7 Sajnos gyakran kapjuk a
valaszt, hogy F-vel, vagy sin 1°-kal!
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