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Some identities and congruences for a special
family of second order recurrences

JAMES P. JONES* and PETER KISS**

Abstract. For a fixed integer a with |a|>2let Y(n) and X(n) be second order linear

recursive sequences defined by
Y(n)=aY¥Y(n-1)-Y(n-2) and X(n)=aX(n-1)-X(n-2)

respectively, where the initial terms are Y{0)=0, Y(1)=1, X(0)=2 and X(1)=ga. In this
paper we prove identities for these sequences which yield some congruences for the terms

th

Y(kn) and X(kn), where the modulus are a power of the n*® terms.

Let Y(n), n = 0,1,2,..., be a second order linear recursive sequence
defined by
Y(n)=a¥(n-1)-Y(n —2),

where a is a given integer with |a| > 2 and the initial terms are Y(0) = 0
and Y (1) = 1. Its associated sequence will be denoted by X (n) which is
defined by

X(n)=aX(n—-1)—-X(n—-2)

and by initial terms X (0) = 2, X (1) = a. It is well known that the terms of
these sequences can be expressed as

& v =0 awd Xy =an 4,
a—f
where
7 _ S
a_a+ a 4 and ﬁ:a a 4
2 2

are the roots of the polynomial z% — az + 1.

* Research supported by National Science and Research Council of Canada, Grant N2
OGP 0004525.
** Research supported by Foundation for Hungarian Higher Education and Research and

Hungarian OTKA Foundation, Grant N2 016975 and 020295.



4 James P. Jones and Péter Kiss

The sequences X (n) and Y (n) have important applications to Diophan-
tine equations and Hilbert’s tenth problem since they give all solutions to
the polynomial identity

X?P—(a®—4)y* =14

(see [4]). These sequences are special cases P = a and = 1 of more
general linear recurrent sequences V,, and U, of Lucas which was defined
by the recursion U, = PU,_; — QU,_,. Consequently many identities and
congruence properties are know for our sequences X, Y and also for more
general sequences (see, e.g. (1], [2], [3] and [5]). For example it is well known
that

Y(kn) =0 (mod Y(n))

for any natural numbers & and n. Lucas [3] also showed many properties
of these sequences, e.g. he showed that Y (2n) = X(n)Y (n) and X (2n) =
X(n)? — 2 and so

X(2n) = -2 (mod X(n)?).

The purpose of this paper is to prove some congruences involving Y (kn)
and X (kn), where the modulus is a power of the n'* term. In the proofs
we use formulas of (1) but sometimes we give other methods not using the
Binet formula. Specifically we prove the following congruences:

Theorem 1. Let k& be an even positive integer. Then
k 3
Y(kn) = 5Y(2n) (mod Y (n)”)

for any integer n > 0.
Theorem 2. Let & be an odd positive integer. Then

Y (kn) = kY(n) (mod Y (n)®)

for any integer n > 0.
Theorem 3. Let k£ be an odd positive integer. Then

X(kn) = k(-1)7 X(n) (mod X (n)?)

for any integer n > 0.

Theorem 4. Let k be an even positive integer. Then

X(kn) = 2(-1)*?  (mod X (n)?)
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for any integer n > 0.

We prove some summation identities for the sequences which will be
used for the proofs of the above theorems.

Lemma 1. If £ is an even positive integer, then

Vi) = gY(Qn) = (0" = 4Y(2) ) Y(n (g ~ 2+ 1>>2

1<i<[4]

for any natural number n.

Proof. Since k is even, we can write k = 2t.
Let first ¢ be an odd integer. By (1), using a—f = va? — 4 and o8 = 1,

we have

a2tn _ /BZtn

Yikn) = —0—5—
_ aln — p2n <a2n(t—1) 4otn(t=Dgem Ly 62n(t—1))
a—

= Y(2n) 1+ ZT: <a2n(t—2i+1) + ﬁ2n(t—2i+1))

1

—_— T ) ) 2
=Y(2n) |1+ 2% + Z (an(t—21+1) _ ﬂn(t—21+1)>

=Y(2n) i—:a - 4)Y t—2z+1))

From this the lemma follows in the case ¢ is odd.
Now let t be even, i.e. t = 25 for some j. Then

( o2M=1) | g 2r(t=2) gan __'+ﬂ2n(t—l)>

t/2
— <a2n(t-—2i+1) +ﬂ2n(t—2i+1))
i=1
t/2
—92- 4 Z (an(t—21+1) gt 22+1))
i=1
t)2
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and so, similarly as above

t/2
Y(kn):Y(Qn)( (a® — 4) ZY t—2t+1))>

follows which implies the lemma.

Lemma 2. If k£ is an even positive integer, then

Y (kn) — gY(2n) (a® — 4)Y Z Y (ni)Y (ni + n)

for any natural number n.

Proof. The identity will be proved by induction on k. The lemma
holds for k£ = 2 since both sides of the identity are 0 in this case. Now let
us suppose that the identity holds for an even positive integer k. We prove
that then it holds also for k£ + 2. To this and by the induction hypothesis,
it is enough to prove that

(Y ((k + 2)n) -"ﬁy(z )) - (Y(kn) - gy(%))

=(a’ — )Y (n)Y (gn) Y (-I;-n + n) ;

Y (kn + 2n) — 2 (kn) — 2 (2n)
= 2(a? - )Y (n)Y (gn) y (gn ; n) .

To prove this we need the equations

or equivalently

(2)

(3) Y (2n) = X(n)Y (n),

4) X(@2n)= (' -4Y(n)' +2=X(n)" -2,
6) ¥ (n + m) = ¥ (0)X (m) + X (n) (m)

and

(6) 2X(n 4+ m) = X(n) X (m) + (a® — 4)Y (n)Y (m).
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These are old identities known to Lucas [3], which can be proved easily using
(1) and the fact that (o — B) = a? — 4.
To verify (2), by (3), (4) and (5) we get

2Y (kn + 2n) — 2Y (kn) — 2Y (2n)
=Y (kn)X(2n) + X (kn)Y (2n) — 2Y (kn) — 2Y (2n)
=Y(2n)(X(kn) —2) + Y(kn) (X(2n) — 2)
= Y (n)X(n) (X (kn) — 2) + Y (kn)(a® — 4)Y (n)®

= Y(n)X(n)(a® = 4)Y <§n>2 +Y <§n> X (gn) (a® — 4) Y(n)®

= (> —4) Y (n)Y (§n> (Y (§n> X(n)+ X (gn) Y(n))
=2(a® - 4)Y(n)Y (gn> Y (gn + n) :

So (2) holds and the lemma is proved.

Lemma 3. If k£ is an even positive integer, then

(1) Y(n) ZY(M)Y(M +n)=Y(2n) ) Y(” (g' St 1))2

1<i<[§]

and

® 3 VVinito) - X(o V(n(z - 1>>

1=0 1313[%]

for any natural number n.
Proof. (7) follows from Lemma 1 and 2 and (8) follows from (7) using
(3)-

Lemma 4. If k£ is an odd positive integer, then

Y (kn) = kY (n) = (a® — 4)Y (n) Y ¥ (ni)’

1=0

for any natural number n.
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Proof. The proof could be carried out by using the Binet formula (1),
but we follow another way similar to the proof of Lemma 2.

The lemma holds for £ = 1, because then both sides are 0. Assume that
the identity holds for an odd k. We have to show that then it holds also for
k + 2. By the induction hypothesis we have to prove that

(Y ((k + 2)n) = (k + 2)Y (n)) = (Y (kn) — kY (n))

= (a® — )Y (n)Y (”(L;-}l) 2

or equivalently

2Y (kn 4+ 2n) — 2Y (kn) — 4Y (n)

9) = 2(a® — )Y (n)Y (M) 2.

By (3), (4), (5) and (6) we have

2Y (kn + 2n) — 2Y (kn) — 4Y (n)
=Y(kn)X(2n) + X (kn)Y (2n) - 2Y (kn) — 4Y (n)
= X(kn)Y (n)X(n) + (X (2n) —2)Y(kn) — 4Y(n)
=Y(n)X (kn)X (n) + (¢ — 4)Y (n)*Y (kn) — 4Y (n)
=Y (»)(X (kn)X (n) + (a® — 4)Y (kn)Y (n)) — 4Y (n)
=2Y(n)X(kn +n) —4Y(n) =2Y(n)(X(kn +n) — 2)

= 2Y (n)(d? — 4)}/(’“”; ”)2 - 2(a* — )Y (n)Y (2“%_9)2

Thus (9) holds which proves the lemma.
Now we can prove the theorems.

Proof of Theorem 1. The theorem follows from Lemma 1 or Lemma
2 since Y (tn) is divisible by Y (n) for any positive integers ¢ and n.

Proof of Theorem 2. Similarly as above, the theorem follows from
Lemma 4 since Y (n) | Y (ni).

Proof of Theorem 3. Let £k = 2¢ + 1 (¢ > 0). We prove the theorem
by induction on ¢. For ¢ = 0 and ¢ = 1 the theorem can be seen directly.
Suppose that ¢ > 1 and that the theorem is true for numbers less than g¢.
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Then using af = 1 we have
X(kn) = X (n(2¢ + 1)) = a™29tl) 4 gn(29+1)
_ (an(Zq—l) +ﬁn(2q—1)) (a2n + ﬁZn) _ (an(Zq—a) +ﬁn(2q—3)>
= (-1)"7 (2 - 1)(a" + A7) + 5")
= (-1)"*(2¢ - 3)(a™ + ") (mod (a” + B")).
But 02" + 32" = (a" + ")’ —2= -2 (mod X(n)?) and so

X (kn) = (o + 87) (-2(-1)"" (2g = 1) = (=1)"*(2¢ - 3))

= (o™ + 4")(-1)" (220 — 1) - (2¢ - 3))
= (-1)7(2¢ + 1)(@" + ") (mod (a™ + 8™)?).
From this the theorem follows since & = 2¢q + 1.

Proof of Theorem 4. Let k = 2¢ (q > 0). We prove Theorem 4 also
by induction on ¢. By (4) the theorem can be easily verified for ¢ = 1 and
g = 2. Assume that ¢ > 2 and that the theorem holds for ¢ — 1 and ¢ — 2.
Then by the hiphothesis, using (1) and (4), we have

X(kn) = X(2nq) = a?ne 4 pine
— (azn(q—l) _+_ﬂ2n(q-—1)) (0271 +ﬁ2n) _ (a2n(q—2) + ﬂ?.n(q—?.))
= —4(-1)"" —2(-1)""* = 2(-1)? (mod X(n)?)

which proves the theorem.
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An approximation problem concerning
linear recurrences

KALMAN LIPTAI*

Abstract. Let {R,};%, and {V,}%, (n=0,1,2,...) be sequences of integers defined
by Rn.=AR,_1—BR,_2 and V,=AV,_1~BV,_,, where A and B are fixed non-zero in-
tegers. We prove that the distence from the points P,(R,,R,+1,V.) to the line L, L is
defined by z=t,y=at,z=+/Dt, tends to zero in some case. Moreover, we show that there

is no lattice points (z,y,z) nearer to L than P,(R.,Rn+1,Vs) if and only if |B|=1.

Let {R,}32, and {V,,}52, be second order linear recurring sequences
of integers defined by

R, =AR,_1 — BR,_» (n > 1),
V,.=AV,_1 — BV, _, (TL > 1),

where A > 0 and B are fixed non-zero integers and the initial terms of the
sequences are Ry =0, R, = 1,Vp = 2 and V] = A. Let & and 3 be the roots
of the characteristic polynomial z2 — Az + B of these sequences and denote
by D its discriminant. Then we have

(1) VD=+vVA2-4B=a-83, A=a+8, B=ap.

Throughout the paper we suppose that D > 0 and D is not a perfect square.
In this case, @ and (3 are two irrational real numbers and |a| # |8], so we
can suppose that |a| > |5].

Furthermore, as it is well known, the terms of the sequences R and V are
given by

_an_ﬂn

) R.=

Some results are known about points whose coordinate are terms of linear
recurrences from a geometric points of view. G. E. Bergum [1] and A. F.

and V,=a" + 6"

* Research supported by the Hungarian National Scientific Research Foundation, Operat-
ing Grant Number OTKA T 016975 and 020295.
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Horadam [2] showed that the points P, = (R,, R,+1) lie on the conic section
Bz? — Azy + y? + eB™ = 0, where e = ARgR; — BR% — R? and the intial
terms Ko and R; are not necessarily 0 and 1. For the Fibonacci sequence,
when A = 1 and B = —1, C. Kimberling (6] characterized conics satisfied by
infinetely many Fibonacci lattice points (z,y) = (Fi,, F7). J. P. Jones and
P. Kiss [4] considered the distance of points P, = (R,, R,1) and the line
y = az. They proved that this distance tends to zero if and only if |3] < 1.
Moreover, they showed that in the case |B| = 1 there is not such a lattice
point (z,y) which is nearer to the mentioned line than P,, if |z| < |R,|.
They proved similar arguments in three-dimensional case, too.

In this paper we investigate the geometric properties of the lattice
points P, = (Rn, Rny1,Vn). We shall use the following result of P. Kiss
[5): if |B] = 1 and p/; is a rational number such that (p,¢) = 1, then the
inequality

1
VDg?

implies that p/; = Ra+1/R, for some n > 1.
It is known, that

a_By<
q

3) fim Znl
and
.V

(see. e.g. [3], [7]).
Let us consider the vectors (&,, B,41,V,). Since by (3) and (4) and
using the equality

Rn+1 Vn)
R.,R Vo)=R (1,—,——
( n+1, ) n Rn Rn
we get that the direction of vectors (R,, R,41,V,) tends to the direction
of the vector (1, «, \/D_> However, the sequence of the lattice points P, =
(Rn, Rnt1,Vy) does not always tend to the line passing through the origin

and parallel to the vector (1, o, \/5), we give a condition when it is hold.

Theorem 1. Let L be the line defined by z = t, y = at, z = V/Dt,
t € R. Futhermore, let d,, be the distance from the point (R,, Rnt1, Vi)
(n =0,1,2,...) to the line L. Then lim d, = 0if and only if |§] < 1.

n—0o0
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Proof. It is known that the distance from the point (zg, o, o) to the
line L is

JD 2 2
(5) d _ \/( Dzo — ZO) + (015130 - yo)z(\/ Dyo — azg)
Zo,Y0,%0 1+O{2 + D .

By (1), (2) and (5), we have

aen 4 (S ) (gt -apn)?
1+a2+D

(6)

427 620 (22 )* 4020 (- B-0)? B (51 A7) n [ hiAl
= \/ T¥a?+D =\ Trazip = B aimp

From this the theorem follows.

It is easy to see that points P, are on a plane. We investigate whether
there is a lattice point P = (z,y, 2) in the plane such that |z| < |R,| and
P is nearer to the line L than P,. We use the previous denotations.

Theorem 2. The points P, = (R,, Rn41, V) are in a plane. Further-
more if n is sufficiantly large, than there is no lattice pont (z,y, z) in this
plane such that d; , . < d,, and |z| < |R,| if and only if |B| = 1.

Proof. First suppose |B| = 1. In this case, obviously, |#| < 1 and « is
irrational, as it was supposed.
Using (2), we have

a® — Bn aﬁn _ ﬁn+1

PO R —

Rpny1 =« =akl, + 6"

and similarly
Rn+1 =[R, + .
Adding these equation, we get

(7) 2Rn+1 = (Ot + /B)Rn + Vn

Consequently, the points P, are on the plane which is defined by the
equation Az — 2y + z = 0. It is easy to prove that L is also on this plane.
Assume that for some n there is lattice point (z,y,2) on this plane such
that

(8) , dzy. < dy
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and |z| < |R,|. Using the equation of the plane
9) (a+PB)z—2y+2=0
we get the following equalities

VD - 2| = (e - B2 -
= (s = (Ba +2)| = |az - (2y - as)| = 2|az — y|
and
(1) |VDy-az| = |(a - B)y - (2ay - ala + B)o)| = o + Bl laz — y|.
Thus, from (1), (5), (6), (8), (10) and (11) we obtain the inequality

[ A+5 n [ A*+5
dey, =4 ———— -yl < —_—,

and so using |z| < |R,| and (1), we get

|a—g'< |ﬂ'n = 1 = 1—([3/01)” < 1—(3/51)”

el = fel  lal®lz]  |Ru|VDlz|  VDlz/|*

From this, using the mentioned theorem of P. Kiss and its proof, we obtain
=R, y=Riyy and by (9) z = 2y — (a + f)z = V,, for some i, if n is
sufficiently large. Thus d;, , < d,,. But by (6), di < d,, only if £ > n, so

i > n. It can be seen that |Ry|,|R:41],... Is an increasing sequence if ¢ is
sufficiently large, so |z| = |R;] > |Rx|, which contradicts the assumption
|z| < |Rql.

To complete the proof, we have to show that in the case |B| > 1 there
are lattice points (z, y, z) for which d, , , < d, and |z| < |R,| for some n.

Suppose |B| > 1. If || > 1, then by (6), d,, — oo as n — oo, so there
are such lattice points for any sufficiently large n.

If |#] = 1 the d,, is a constant and there are infinetely many n and
points (z,y, z) which fulfill the assumptions.

Suppose |5| < 1. Let y/; be a convergent of the simple continued frac-
tion expansion of the irrational «. Then, by the elementary properties of
continued fraction expansions of irrational numbers and by (10), (11), we
have the inequalities

1
[aa:—yl < -,
T
2
lva—z‘ =2|az —y| < oy

1
I\/Ey—az‘:|a+ﬁ||az—y|<|a+ﬁ|;.
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Using by (5) we obtain

1 A? 45
dy —

Let the index n be defined by |R,_1| < |z| < |Ry,|. For this n, by (1), (2),
(6) and (12), we have

n A% 45 |B|™ A*+5
dn = |B] P = n 2
1+a?2+D  |a|"V1+a:+ D
IBI" 1 AZ+5 (1= (8)"""), . n [ A2¥5
= n—1 |~ 2 = |B| 2
o JolVI+a®+D "~ Ja|VD|Roy|  VI+a?+D
>4/ A 45 l>d
1+a2+D z 5z

if n is sufficiently large, since |B| > 1.
This shows that, for any lattice point (z,y, 2) defined as above, there
is an n such that d; , . < d,, and |z| < |R,|. This completes the proof.
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A note on the prime divisors of Lucas numbers

PETER KISS* and BELA ZAY*

Abstract. A sequence Ry, Ry, Raz,... of rational integers is called sequence of Lucas
numbers with parameters A and B if R,=AR,_1+BR,_2 (n>1) and the initial terms
are Ro=0, R;=1. Let f(n) be the reciprocal sum of the distinct prime divisors of R,. [t

is known that there is a constant ¢>0 such that Z f(n)=cz+0(z). We show that the
n<z
average order of f(n) is also aconstant if we consider the function only on a short interval

[.’L‘,.’L‘-I-Z], where Z/]og log z—00 if T—oc0.

Let Rg, Ry, ... be a sequence of Lucas numbers with parameters A and
B defined by
R,=AR, 1+ BR,_, (n>1),

where A, B are fixed nonzero coprime rational integers and the initial terms
are Ry = 0, R, = 1. Denote by a and 3 the roots of the equation z? — Az —
B = 0. In the following we suppose that the sequence is a non degenerate
one, i.e. a/gis not a root of unity. It is known that the terms of this sequence
can be expressed by

am — "

(1) Ro= S

for any n > 0. It is also known that if p is a prime and p/B, then there are
terms of the sequence divisible by p. We denote the least positive index of
these terms by r(p). Thus p | R, but pl/R, for 0 < m < r(p). If p|B,
D = A? + 4B and (D/,) denote the Legendre symbol with (D/;) = 0 in the
case p | D, then we have

(2) r(p) | (p = (Pfp))

and
(3) p| R, if and only if r(p)|n

(see e.g. D. H. Lehmer [4]).

* Research supported by the Hungarian OTKA foundation, N* T 016975 and 020295.
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The purpose of this note is to study the reciprocal sum of the prime
divisors of Lucas numbers. Let f(n) be the reciprocal sum of prime divisors
of R,,1e. let

fm) =32 (@>o).
p|Ry, P
We write f(n) = 0if R, = £1 (R, # 0 for n > 0 since «/g is not a
root of unity). The value of f(n) can be arbitrarily large (e.g. in the case
n = m! f(n) > logloglogn) and arbitrarily small (e.g. if » is a prime then
f(n) < (loglog n)?/n). But the average order of f(n) is a constant

Z f(n) = coz + O(log log z)

n<r

(see P. Kiss [3]). It is proved in [2] for the special case (4;B) = (3;-2),
that if B, = 2" — 1 is the sequence of Mersenne numbers, then the average
order of f(n) is also a constant even if we consider the function in a short
mterval. For general sequences we show a similar result.

Theorem. Let z and z be positive integers such that

z
— 00 as I — OC.

loglog z
Then for any sufficiently large z we have

42z

3 fn) = ez +ol2),

where ¢ > 0 is a constant depending only on the parameters of the sequence.

For the proof of theorem we need some auxiliary results. In the proofs
€1,C2, ... will denote positive constans depending only on the sequence. Fur-
thermore we shall use some elementary results of prime number theory, they
can be found e.g. in [1].

Lemma 1. For the reciprocal sum of the primes for which r(p) < y we
have

1
Y - =loglogy + O(1)
m(p)<y

for any sufficiently large positive y.
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Proof. By (2) r(p

) <p+1andso
1 1
(4) Z = Z; = loglog y + O(1).
(p) y P<y

On the other hand, by (1),
5) |Ral < exp(can)

with some ¢; > 0. By (5) R, has at most ¢;n distinct prime divisors since
the product of the first ¢;n primes is greater than e®™ for some c;. From
this it follows that the number of primes for which r(p) < y is less than
csy?. But each of the first c3y? primes is less than c4y® and so

1 1
(6) > 2 < ) —=loglogy+0(1).
P s P
r(p)<y p<cay

From (4) and (6) the lemma follows.
Lemma 2. For the primes with p{B the sum

1
2 pr(p)

p{B

convergens.

Proof. Since p | 7., by (5) p < exp(cir(p)) and logp < e17(p)

follows. So 1 1
——<c —_
2,,: prip) ZP: plogp

P { B
It is known that the last sum is convergent which proves the lemma.
Proof of the Theorem. Let z and z be sufficiently large positive

integers. We can suppose that z < z since in the case 2 > z the Theorem
follows from the case z < z. The sum in the Theorem can be written as

T+z

(7) Zf z) + B(z),

where
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r+z

ZZZ

n=z d|n p(
d-—

and
N Ttz

-YE Y

n=x dln d
L r(p)=

By Lemma 1 and 2, using (3) and the condition of the Theorem, we have

Am:g((gwm) > ;) =2 Y

d<z r(p)=d r(p)<z

1
+0 Z » = cz + o(2),

r(p)<z

where ¢ is a constant determined by Lemma 2.
Now we give an estimation for B(z). Since every d with d > z occurs
at most once in the sum, by Lemma 1 and z < = we get

EPMPIEEID IS

d<z+z r(p)=d r(p)<z+z
= loglog(z + z) + O(1) = loglog z + O(1).

But loglog z = o(2) by the condition of the Theorem, so

9) B(z) = o(z).

From (7), (8) and (9) the Theorem follows.

Lastly we note that our theorem can be improved. In the proofs we
have used only some elementary results of prime number theory. Using some
deeper methods and results (e.g. the Brun-Titchmarsh inequality) the con-
dition for z can be replaced by 2zflog log log « — 00.
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Two problems related to the
Bernoulli numbers

FERENC MATYAS*

Abstract. In this paper we deal with two similar problems. First we look for those
polynomials fx(n) with rational coefficients for which the equality Sy (n)=1F 2% 4...4n* =
(fx(n))™ holds for every positive integer n with some positive integer k and m(>2). In
our first theorem we prove for m>2 that Si(n)=(fx(n))™ holds for every positive integer
n if and only if m=2, k=3 and f3(n)=1n?+1n. In the second part of this paper we look

for those polynomials f(n) with complex coefficients for which the equality

2n-2

Py (n,c)= Z "2n J(Zn 1)an i=(f(n)™

=k

holds for every integer n>k with some integer m>2, where k€{2,3,4}, B; is the ;"
Bernoulli number and c¢ is a complex parameter. In our second theorem we prove for
m>2 that Py(n,c)=(f(n))™ holds for every integer n>2 if and only if m=2, c=14i2/2
and f(n)=n+p where p:—l:i:i%; while in the cases of k=3 or 4 and m>2 the equality
Pi(n,c)=(f(n))™ doesn’t hold for any polynomial f(n).

Let us introduce the following notations:(Z) is the usual binomial coef-
ficient; B; is the j** Bernoulli number defined by the recursion

W) () =0 (k>2)

5=0

with By = 1 Sk( y=1F+28 4+ ...+ 0k (n > 1, k > 1 are integers);

Pi(n,c) = E nz;c] (2” ") B,,_;, where n > k > 2 are integers and c is a

complex para.meter, fr(n) and f(n) are polynomials of n with rational and
complex coefficients, respectively.
The problem of looking for those polynomials fi(n) and integers m > 2

for which Si(n) = ( fk(n)> for every positive integer n was proposed and

* Research supported by the Hungarian OTKA foundation, N2 T 020295.
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solved in [1] and the author of this paper also was among the solvers. In
our Theorem 1., using the Bernoulli numbers, we give a new proof for this
problem.

Theorem 1. If m > 2 is an integer then there exists a polynomial
fr(n) such that Si(n) = (fk(n)) " for every positive integer n if and only
if m=2k=23and f3(n) = ;n? + in.

Proof. It is known that S(n) can be expressed by the Bernoulli num-
bers and the binomial coeflicients, that is

1 k+1 k1 [(kE1 .

(2)
+~'-+(’;j1)3k—1n2+(kzl)Bkn)
moreover
Bo=1,B; = ! B -1 Bs =10 d
(3) 0—1, 1——5,2—6,3—,... al

B; =0 if and only if j > 3 and j is odd.
Let fi(n) = a; nd 4+---4a,n+ag be a polynomial of n over the rationals
and a; # 0. If Si(n) = (fk(n)> for some m, then by (2) ap = 0 follows

and since m > 2 so the degree of the polynomial ( fk(n))m is at least two,
that is By = 0 in (2). But by (3) Bx = 0 implies that £ > 3, k is an odd
integer and By_, # 0.
From the equality Si(n) = (fk(n)) it follows that
1 k +1 k+1 k +1 2 _ m_mj m, m
k+1(( 0 )Bon et (1) Beoant) =aum ok aln

and from this we get m = 2 and a; # 0.
So we have to investigate the equality

1 k+1 -
(4) k_H(nk+1+...+ (ktl)Bk_lnz) = (ajn9+..._|_aln)2

from which we obtain that £ + 1 = 27 and klﬁ = a?. Moreover a; is a
rational number, therefore £+ 1 = 4f and j = 2f. (4) can be written in the
following form:

L k+1 k+1 2
%) P} (n +eet (k-—l By_in

= (agyn® + - +agn? + aln)2
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and from (5) by a1 # 0 and (3) a2 = a4 = ...+ az5—» = 0 follows. But
2a2fa1 = kl?(kkalf)Bk_zf 75 0, that is Bk_gf = B4f_1;2f = Bgf_l 75 0. It
implies that 2f —1 =1, and so f =1, 7 = 2 and k£ = 3. Thus we have got
the only solution m = 2, k = 3, f3(n) = ;n?+ jn and S3(n) = (:n? + %n)z

In [2], using the definition Pi(n,c), one can find the proof of the equality
LPy(n,3) = n—3+ 3. In our Theorem 2. we generalize this result and the
proof will be similar to that proof which was sent for the original problem
by the author of this paper.

Theorem 2. a) If m > 2 is an integer then there exists a polynomial
f(n) such that Py(n,c¢) = (f(n))™ for every integer n > 2 if and only if
m=2c=1+i2/2and f(n) =n—1+i%Z.

b) If m > 2 and k& = 3 or 4 then the equality Px(n,c) = (f(n))™ can
not be solved by any polynomial f(n) and parameter c.

Proof. One can easily verify the following equality:

6) J—c¢ (2n—-1\ (2n-1 < ([ 2n
( 2n — j j S \2n—j 2n\2n -3/

Using (6), we have

= fom -1 = 2
@ Pi(n,e) =n z (2n —j) Ban—j = 2 & (2n - ]) Pan—y-
J= 1=

By the recursive definition (1) of the Bernoulli number we can write that

2n—-2
2n —1 2n — 1
Byp_; = — B
Z(zn—j) 2= (k~1) e
(8) 7=k

2n —1 2n —1 2n — 1
A e G I G

2n—2
2n 2n 2n
Byp_i = — Bop_1 — By_
> (our ) Bones= (a1 Bon = (1) B

(9) =k

(= (D) (D)

and
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First let us deal with the case a) of the Theorem 2. If ¥ = 2 then by
(7), (8), (9) and (3)

2n — 1 2n —1
s (0% (5 )
1 0

C 2n 2n 2n 3+¢ c

- mer = [T ) B = () By) =2 - <

(o o) = (0) = (5)0) == 555005
follows. From this, investigating the polinomial equality P,(n,c) = (f(n))™
in the case m > 2, we can see that m = 2 and f(n) = (n+p)2, where

p:—lj:i—‘-/z—i and ¢ = 1 + i2V/2.

Now let us consider the case b) of the Theorem 2.
If k = 3 then by (7), (8), (9), and (3)

ey =n (25 )5 (77 ) (5 1))
5 () (o7 o)

2 Tc + 20 +c.

!
Il

If Py(k,n) = (f(n))™ and m > 2 then m = 3 and f(n) should have the form
f(n) = —31—\/.5n + {/? . But it is easy to verify that such complex numbers c
don’t exist.

If kK = 4 then B; appears on the right side of (8) and (9). But B; = 0
and so P3(n,c) = Py(n,c). Therefore Py(n,c) = (f(n))" (m > 2) is also
unsolvable.

Remark. The statement of the Theorem 2 can also be extended for
k > 5 too, but it seems, that there is no polynomial f(n) such that Py(n,c) =
(f(n))™ where m > 2.
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Multiplicative functions satisfying
the equation f(m? + n?) = (f(m))? + (f(n))?

PHAM VAN CHUNG

Abstract. Purpose of the present paper is to characterize multiplicative functions
f which satisfy the equation f(mZ24n?)=(f(m))*4(f(n))? for all positive integers ™ and
n.

1. Introduction

A “multiplicative function” is a function f defined on the set of the pos-
itive integers such that f(mn) = f(m)f(n) whenever the greatest common
divisor of m and n is 1. The function f is called “completely” multiplicative
if the condition f(mn) = f(m)f(n) holds for all m and n.

Claudia A. Spiro [2] proved that if a multiplicative function f satisfies
the condition f(p+ q) = f(p) + f(q) for all primes p, ¢ and f(po) # O for at
least one prime pg, then f(n) = n for each positive integer n.

Replacing the set of primes by the set of squares, in [1], we have inver-
stigated the multiplicative functions f satisfying the condition

(A) f(m? +n?) = f(m*) + f(n?)

for all positive integers m, n. We have shown that if f # 0 is multiplicative,
then f fulfills the condition (A) if and only if

either
(A-1) f(2%) = 2% for all integers k > 0,
(A-2) f(p*) = p* for all primes p=1 (mod 4)
and all integers k¥ > 1, and
(A-3) f(¢*¥) = ¢** for all primes ¢ =3 (mod 4)
and all integers k¥ > 1
or
(a-1) f(2) =2 and f(2*) =0 for all integers k > 2,
(a-2) f(»*) =1 for all primes p=1 (mod 4)

and all integers £ > 1, and
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(a-3) f(¢**) =1 for all primes ¢ =3 (mod 4)
and all integers & > 1.

In the present paper we consider a similar question, and we give solutions
of multiplicative functions f satisfying the equation

(B) f(m? +n?) = (f(n))? + (f(n))*

for all positive integers m and n. Investigating this question we have same
result by using the method of [1]. Our main result is to prove the following.

Theorem. Let f # 0 be a multiplicative function. The f fulfills the
condition

(©) f(m® +0?) = (f(m)* + (f(n)’

for all positive integers m and n if and only if

(C-1) f(2%) = 2* for all integers & > 0,

(C-2) f(p*) = p* for all primes p=1 (mod 4)
and all integers k£ > 1, and

(C-3) f(¢**) = ¢** for all primes ¢=3 (mod 4)

and all integers k > 1.

We shall prove our theorem in the next two sections. First in Section
2, we verify some auxiliary lemmas. Finally, in Section 3, we give the proof
of the theorem.

2. Lemmas

Lemma 1. If f satisfies the hypotheses of the theorem, then we have
f(2) =2 and f(4) = 4.

Proof. Since f # 0 multiplicative, we have f(1) = 1. Thus, (C) yields
f(2) = F(12 +12) = (F(1))® + (f(1))® = 1 + 1 = 2. Therefore, by using the
equation 5 = 22 4 12, (C) implies that f(5) = (f(2))* + (f(1))* = 5. So,
we conclude from (C) and the multiplicativity of f that (f(3))* = f(10) —
(f(1))? = 9. The fact that 20 = 4% + 22, coupled with f(2) = 2, f(5) = 5
and (C), forces

(1) (f4))" = £(20) — (f(2))" = 5/(4) - 4.
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On the other hand, from (C), the multiplicativity of f, and the equation
52 = 4? 4 6%, the equation

(F(4))* = f(52) — (f(6))* = f(13)f(4)—

(2) , . )
= (f(2))°(£(8))" = f(13)f(4) — 23

follows.
But, by using (C) and the fact 13 = 3% 422, we have f(13) = (f(3))2 +
(f(2))® = 944 = 13. So, from (2), it follows that

(3) (f(4))" = 13(4) - 36.
Thus, by (1) and (3), we have 5f(4) — 4 = 13f(4) — 36. Consequently,
f(4) = 4. So, the lemma is proved.

Lemma 2. If f fulfills the hypotheses of the theorem, then we have

f(2%) = 2% for all integers k& > 0.

Proof. By Lemma 1, we have f(2F) = 2* for k = 1,2, and it is clear
for cases £ = 0 and k = 3. Assume that n is an integer with n > 3, and
that we have f(2%) = 2* for all integers 1 < k& < n. We will show that
f(2n*tt) = 27*+1 If n + 1 is even then n + 1 = 2k, where k + 1 < n. Thus,
(C), the multiplicativity of f, f(5) = 5, and the hypotheses of the induction
yield

5/(24) = f(5-2%) = SPT 4 2% = (7F) "+ (£2Y)

— 92k+2 | o2k _ 5 92k
which gives
f(2n+1) — 2n+1 i

So, it remains to show that f(2"*!) = 2"*! when n+ 1is odd. If n + 1 is
odd, then n +1 = 2k + 1 where k£ < n. By using (C) and the hypotheses of
induction, we obtain

F2MH) = f(22k + 22F) = Q(f(2k))2 — 9.92k _ ontl

Thus, the lemma is proved.

Lemma 3. If f satisfies the hypotheses of the theorem, then we have

f(m?) = (f(m))?
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for all positive integers m.

Proof. From the multiplicativity of f and Lemma 2. we easy reduce
that f(2m) = 2f(m) for all positive integers m. Thus, by (C) we have
2f(m?) = f(2m?) = [(m® + m?) = 2(f(m))*, from which f(m?) = (f(m))’

follows.

Lemma 4. If f fulfills the hypotheses of the theorem, then we have
(f(m))* = m?

for all positive integers m.

We note that from (C) and Lemma 3 condition (A) follows. So we
have, using Lemma 2, that (A;) — (A3) are satisfied. From this we have
f(m?) = m?, which proves the lemma. But here we give another proof.

Proof. We argue by induction on m. In the proof of Lemma 1. we have
shown that (f(m))’ = m? for m = 1,2 and 3.

Suppose that n is an integer with n > 3, and (f(m))’ = m? for all
positive integers m < n. We will show that (f(n +1))* = (n +1)>. If n +
1 is even, then n + 1 = 2k where h < n and % is odd. Thus, by the
multiplicativity of f, Lemma 2. and the hypotheses of the induction, we
obtain

(Jn + 1) = (F29) (/1) = 2%8* = (n+1)".
To show that (f(n + 1))* = (n + 1)?, when n+1 is odd, we use the equation
(n — 1)’ +(n +1)* = 2(n? + 1), where (2,1 +1) = 1. From this and (C) we
have (f(n + 1))° =  [2(n® + 1)] ~(f(n — 1))* = F(2) [(F(m)? + (F1)?] -
(f(n - 1))2. Since f(2) = 2, and the hypotheses of the induction, we reduce

that
(f(n+1)’ =2(r" +1) = (n - 1)* = (n + 1)’,

which proves the lemma.
Now we return to prove the theorem.
3. The proof of the theorem

First we verify the necessity of the condition.

Assume that f fulfills the condition of the theorem. Then, by Lemma
2., we have shown that (C—1) is satisfied. Moreover, by using Lemmas 3.
and 4., we obtain

£(@®) = (F(¢")" = ()" = ¢**
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for all positive integers ¢ and k.
So, the condition (C-3) is fulfilled. If p is prim and p = 1 (mod 4),
then it is well known that there exist positive integers z and y such that

pF = 2% 4P
By using (C), Lemma 4., we have

f*) = @ +9%) = (f(2)) + (J())' = 2" +¢* = pF,

which verified the condition (C-2). So, we have completed the proof the
necessity of the condition.

Conversely, suppose that the conditions (C-1), (C-2) and (C-3) are
satisfied for a multiplicative function f.

It is well known that we can write

2 k 2 2 28,
m? 4+ n? = 2¥p{ps Pt g gl

where p; and ¢, are primes, p; = 1 (mod 4) and ¢; = 3 (mod 4) for
1=1,2...,hand 7=1,2,...,s, and £ > 0 and «;, §; are positive integers.
Then by the multiplicativity of f and the conditions (C-1), (C-2) and (C-3),

f(m? +n?) = ) FP) - fEE) (%) - f(g2P)
= 2kpfa . pergtft 2B = m? 4 n? = (f(m)? + (f(n)?.

So, this completes the proof of the theorem.
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A primality test for Fermat numbers

A. GRYTCZUK and J. GRYTCZUK

Abstract. Relying on some properties of Bernoulli numbers we derive a new pri-

mality criterion for Fermat numbers F,=22" 1.

1. Introduction. For a given a sequence of positive integers it is often
very hard to decide whether there are infinitely many primes among its
terms. Consider for example the sequence 2+1, 22 +1,2% +1,2* +1,.... It
is an easy observation that 2 +1,m > 0 can be a prime only if m is itself a
power of 2. So, we obtain in this way the Fermat numbers F, = 22" +1,n >
0. The first five of them are Fy = 3, Fy =5, Fy = 17, F3 = 257, F = 65537
and they are all primes. Fermat thought that this pattern persists but Euler
found that F; is composite: F5 = 232 + 1 = (641)(6700417). In fact, for
4 < n < 24 and for many larger values of of n Fermat numbers are known
to be composite. It is strange that beyond F5 no further Fermat primes have
been found.

The prupose of this note is to give a necessry and sufficient condition
for the Fermat number ¥, to be a prime. Qur test is similar to the Lucas—
Lehmer test for Mersenne numbers M,, = 2" —1 (see [2]). Indeed, primality
of F,, depends on whether F,, divides an appropriate term of the recurrent
sequence 7'(m) defined by

(la) T(1)=1,
(1b) T(m)=(-1)""'+ Z (—1)"*? (2’”2; 1) T(m—1i), m> L

This is stated in the following theorem:.

. Theorem. Let & and n be fixed positive integers such that 0 < k£ <
lognlog2], n > 1 and let T(m) be as above. Then the Fermat number F},
is a prime if and only if F does not divide T(2"~1).

2. Proof of the Theorem. We derive our assertion from the following
lemma.

Lemma. Let Bj,, denote the 2m-th Bernoulli number. Then for every
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positive integer m we have
(2) Bim = (=1)" " mT(m) fyam-1(22" — 1)

where T'(m) is defined by (1a) and (1b).
Proof. It is well known (see e.g. [1]) that

BZm — (_l)m—lme/22m+1(22m _ 1)

where T, are coeflicients in the power series expansion of the function tg z,

1. e.
2m-—1

o0
T
w2 Ty

Thus, we are going to prove that T(m) = T, for all m > 0. In fact, we can
write

(3) Z R —— (2m - 1)1 Z

m=1

2m-—1

- mzz:l (-n™ (2:1 —1.

By comparing coefficients of 2™~} we have 7; = 1 and

Y T f(2m = 1)t = Tt [20(2m — 3)1+
( + Tz fa2m — 5) == D)™ Jzm — 1)

2m — 1 2m -1 m—

and the proof of Lemma is complete.

Hence

For the proof of the Theorem put m = 2"~!, Then we have

(=12 'T(" ) (-1)2" T

Bon = =
(5) 2 22m—1(22" _ 1) 2 -1 Fy - F_y

But from the well known theorem of von Staudt and Clausen if follows that
if we write By, = NZm/Dzm with (N2, D2y ) = 1 then

Dyn= [[ », pprime.

p—1}2m
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It is now easy to see that Dj. is a product of 2 and Fermat primes F} with
k not greater then log n /Iog 9. This finishes the proof of Theorem.
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On some applications of 2 x2 integral matrices

A. GRYTCZUK and N. T. VOROBEV

Abstract. In this paper we give a matrix representation for the fundamental so-
lution of the Pellian type equation z?—dy*=—1. Using matrices the solutions of linear

equations are also represented.

In 1970, in [1] some connections was given between integral 2 x 2 ma-
trices and the Diophantine equation az — by = ¢. Namely, we proved that
the solution (zg,yo) of this equation can be determined by the following
equalities:

% a yw)_ (1 1\*/1 0\ (1 1\"™ [0 -c
b z)  \0 1 11 0 1 1 0
if m is even, and

o (Gx)=() G -GG

if m is odd, where ¢ = [q0;q1,...,qm] is a representation of § as a simple

finite continued fraction.
For example, consider the equation

19z — 11y = —2.

We have % = [1;1,2,1,2] and consequently ¢o = 1,1 = 1,¢q2 = 2,q3 =
1,94 = 2, thus m = 4 and by (1) we obtain

@ (19 w)_(1 1)(1 0 1 1\*/1 0\/1 1\*/0 2
11 zo/) \0 1 1 1 01 11 0 1 1 0/
By Cauchy’s theorem on product of determinants it follows from (3) that

(4) 19.’E0 — llyo = -2.

So denote that (g, yo) is an integer solution of the equation 19z —11y = —2.
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On the other hand by an easy calculation, from (3) we obtain

) 19 wy _ (7 19 0 2y (19 14
11 20/ \a 11/\1 o) V11 &)
By (b) it follows that zo = 8, yo = 14.
In 1986 A. J. van der Poorten [3] observed that if

co 1 a 1 fen 1N {Pn Pna _
(3 o) (¢ o) (7 0)= (5 i) oo

then )
P

qn

Based on this observation he gave many interesting applications to the the-
ory of continued fraction and also to the description of the solutions of the
well-known Pell’s equation z? — dy? = 1. In [2] we gaves some connections
between fundamental solution (zg,yo) of the Pell’s equation and represen-
tation of 2 x 2 integral matrix as a product of powers of the prime elements
in the unimodular group.

In the present paper we give such connections between the fundamen-
tal solution (zg,yo) of the non-Pellian equation z* — dy? = —1 and the
corresponding matrix representation. We prove the following:

= [eo;€1y--5Cn)-

Theorem 1. Let
\/E:[QO;CIl,---,Qs], d>0 and s>1 isodd

is odd, be the representation of v/d as a simple periodic continued fraction.
Then the fundamental solution (zo, yo) of the non-Pellian equation

(6) z? —dyt = -1

in contained in the second column of the following matrix:

o e E)RYEYT

Proof. First we prove that if £ = 2n,n = 1,2,..., then

o GDE DD
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where Py = o, Qo =1, = qq +1,¢1 = q and

9) Pe=qPro1+ Proa, Qk = qQr—1 +Qr2; k=2n,n=1,2,...

It is easy to see that (8) is true for £ = 2. Suppose that (8) is true for some
k = 2m. Then we have

<P2m—1 sz)( 1 0)<1 Gam+2
Qim-1 Qom Gam+1 1 0 1

_ ( Prp1 + @2mi1 Pom sz) (1 (12m+2>
Qam-1 + @m+1@2m  @2m 0 1 )

(10)

By (9) and (10) it follows that
(P2m—1 P2m>( 1 0)(1 q2m+2>
Qzm-1 Qam Gam+1 1 0 1

_ ( Pomyr Pom ) (1 Gam+2 )
Qam+1 W2m /) \O0 1 ‘
Denoting the left hand side of (11) by F' we obtain

(12) F = ( P2m+1 P2m + Gam+2 P2m+1 ) _ ( P2m+1 P2m+2 )
Qam+1 Qom + ©2m+2@2m+1 Qam+1 Qamt2 )

(11)

By (12), (11) and (10) it follows that (8) is true for £ = 2m + 2, thus by
induction (8) is true for every k = 2n, n = 1,2,...
Now, we can consider the following product:

1 1 qo 1 O q1 1 1 Js—1
@ a=(2 ) () (1) e
Since
1 1\" 1 m 1 0\" (1 0
(14) (0 1) ‘(0 1) and (1 1) _(m 1)’

for every positive integer m, then by (13), (14) and (8) for the case k = s—1
we obtain

_ Ps—2 Ps-—l
(15) FO B (Qs—Z Qs—l) '
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On the other hand by (13) and (15) we get
(16) det Fo = 1= Py 2Q,-1 — Ps_1Q,_3.
Since
(17) Pso1 = qols—1 + Qs—2 and dQ;—2 = goFs—1 + Ps_a,
by (17) we have
(18) —dQ% = Py1Qomz — PopQu1.
On the other hand it is well-known that
(19) Pi_1Qs_2 — Ps3Qs1 = (-1)°.
Since s > 1 and s is odd then by (18), (19) and (16) we obtain
(20) PPy dQi, = 1,
so (o, %) = (Ps—1,Q@s—1) and the proof is complete.
For example consider the following non-Pellian equation:
z? —13y% = —1.

We have V13 = [3;1,1,1,1,6] and g0 = 3, g1 = ¢2 = g3 = g4 = 1, g5 = 6;
s = b is odd. Then by the Theorem 1 we have

pe(o) GG HE DG -
-6 )G )00 - 1)

Now, we gave a possibility for an application of 2 x 2 integral matrices
to the examination of the equation:

(22) a1y +asxy 4 -+ a,x, = b.

Namely, we prove the following;:
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Theorem 2. Let (a;,as,...,a,) = 1 and d = (a;,a;) for some ¢,j €
{1,2,...,n}, where (ay,as,...,a,) denote the greatest common divisor of
ai,asz,...,a, € Z. Then the integer solutions of (22) are of the form:

(’Ul,’ljz,...,l'i,...,Ij,...,’l)n>,

where z;,z; are detemrined by the following matrix equalities:

e (5 0)=06a) GG E )

if m is even and

e (2 ) =00 D08,

m
if m is odd, where %JL =[q;q1,---qm),d| Dand D =b— > avk.
k=1
k#i,)

Proof. Let (a;,a;) = d. We can assume without loss of generality that
a; > aj > 0. Applying to a;,a; the well-known theorem on division with
remainder we obtain

(25) a; = ajqo + 71, G; = a;q1 +T2,...,Tm_1 = Tqm,

O<rm<rp1 <...<r <aj

and
Tm = (ai,aj) =d.
a;, —Iy .
Let A = ( J ) , then by (25) we obtain
a; Tq
_(ajgo+7m —z;\ _ (1 q 1 —(z; + qozi)
A= =
a; Z; 0 1 a; Z; )
. (1) r z:(-l) . ..
Denoting by z;° = —(z; + qoz;) and by A; = L in similar way
G.J' Z;
we obtain

A = 1 O T1 305-1)
1= 1 |-
4! Ty Ti— Q1T
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e

Denoting by 21 = T; — 9’1235;1) and by A; = (Tl gl)
Ty T,

7
(1l q .
A2—<0 1).43.

Continuing this process we obtain in the last step the following matrices

T'm 0 0 ;E(l)
J .
(5 ) = (0%

Consequently we obtain the following representation:

0 ae(3 -G DG D-EDE )

if m is even, or

v a=(o )0 D) (e D6 D)

if m is odd. From (26) we have

) we obtain

det A=a;z;+a;z; =D = -—dxg»l)

and we obtain d | D. On the other hand putting z, = vy for £ =1,2,...,n
and k # 1,7 we have

T

D:aimz‘-}-ajmj =b- E aQpvg.
k=1
k#,j

In similar way by (27) it follows that det A = D = dz'" and we obtain

i
d | D. In both cases we have :cg-l) = —L2 if m is even and a:gl) =Lifmis

odd.
Hence, from (27) and (26) we obtain (23)—(24) and the proof is complete.

Consider the following equation:

(28) 12z + Ty + 5z = 24.
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We have (12,7,5) = 1. Equation (28) can be represented in the form
Ty + 52 =24 — 122 = 12(2 — a); z = a.

On the other hand, we have:
7
- =11;2,2].
5 [ 1 ]

By the Theorem 2, we have:

=G 5)-EDEEE )

where D =det A = 24 — 12a, d = (7,5) = 1, thus d | D. So we obtain

a= (1) = (3 D)2 e ) - (1 ey

and we have
t=a, y=—-2(24 -12a), z=3(24 — 12a),

where a is an arbitrary integer.
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Az o +b" = 2* diofantoszi egyenletrol

MAURICE MIGNOTTE és PETHO ATTILA*

Abstract. (On the Diophantine equation a®4b6™=2%) Let a,b,n,2z be natural numbers
for which the equation
a™+b" =22
holds. We prove that under the conditions n>1,a<b,a+b<16 and (a,b)=1 the only solu-
tion is (e,b,n,z)=(2,11,2,5). In the proof we use a combination of elementary congruence

considerations and an A. Baker’s type theory.

1. Bevezetés

Legyenek a és b egész szamok. Pethd [9], valamint Shorey and Stewart
[12] egy altaldnos tételébol kovetkezik, hogy van olyan csak a és b-tél fiiggd,
effekiven kiszdmithaté ¢ > 0 konstans, hogy az

(1) a® +b" = 23

diofantoszi egyenlet minden n, 2z € Z, megoldasara n, z < ¢ teljestil. Dolgo-
zatunkban Z, a pozitiv egész szamok halmazat fogjuk jellni.

Az effektiv megoldhatdsdg azonban nem jelenti azt, hogy egy konkrét
egyenlet Gsszes megolddsat ténylegesen meg is tudjuk hatdrozni. A megol-
ddsokat korldtozé konstansok ugyanis altaldban olyan nagyok, hogy addig
a hatdrig a kozvetlen behelyettesités reményteleniil hosszi ideig tartana.
A 4. részben latni fogjuk példaul, hogy ha a = 2 és b = 11, akkor az (1)
egyenletbdl n-re kozvetleniil levezethets felsd korlat 4,5 - 1010,

Bizonyos egyenlettipusokra sikeriilt az utébbi idében olyan numerikus
technikdkat kifejleszteni, amellyel az elméleti fels6 korlat annyira lecsékkent-
hetd, hogy az alatt mar a behelyettesités is célhoz vezet. Ilyen médszereket
dolgoztak ki tdbbek kozott Thue egyenletekre: Pethd und Schulenberg [10],
de Weger [15]; Thue-Mahler egyenletekre: de Weger and Tzanakis [14]; és
indexforma egyenletekre: Gadal and Schulte [4] valamint Gadl, Pethé and
Pohst [2], [3]. Az (1)-el analég

a® +b" = 2?

* A szerzd ez titon fejezi ki készonetét az Université Louis Pasteur vendégszeretetéért és
olyan alkoté 1égkér biztositdsdért, amelyik tobbek kozott ennek a dolgozatnak az elkészitéséhez

i1s hozzdjédrult.
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egyenlet megolddsainak megkeresésével Mignotte [6] foglalkozott. Dolgoza-
tunkban az 6 mddszerét finomitva és az (1) egyenletre alkalmazva bizonyit-
juk az aldbbi tételt:

Tétel. Ha az a, b, n, z pozitiv egész szamokran > 1,a < b,a+b < < 16,
(a,b) =1 és (1) teljesiil, akkor (a,b,n,z) = (2,11,2,5).

Megjegyzés Az a + b < 16 feltétel csak technikai jellegii, arra szolgal,
hogy dolgozatunk ne legyen til terjedelmes. Mint latni fogjuk médszeriink,
amelyik t6bb eljards kombinacidja, alkalmazhaté tetszdleges rogzitett a és
b mellett (1) megolddsainak a meghatdrozasara.

Szamitogéppel megvizsgaltuk az (1) egyenlet megoldhatésigat modulo
9, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 127, 181, 211, 331, 397, 421, 463, 73, 79, 97,
241, 313, 337, 547, 673, 859, 937. Azt tapasztaltuk, hogy az 1 < a < b < 1001
intervallumban, az (a,b) = 1 feltételnek eleget tevé szampdarok koziil, ha a+b
vagy a’ + b? nem kébszdm, akkor (1) nem megoldhaté. Amennyiben a + b
vagy a® + b? kobszam, akkor pedig néhdny esettdl eltekintve n = 1, illetve 2
(mod 1441440). Ezek a tapasztalati tények azt sejtetik, hogy ha valamely
a,b parra (1) teljesiil, akkor n < 3.

2. Segédtételek

Segédtétel 1. Ha 3 | n, akkor (1)-nek nincs trividlistél kiilonbozé
megoldésa.

Ez Euler tétele. Bizonyitasat lasd példaul a Turdn—Gyarmati [13, T.
10.9] jegyzetben.

Segédtétel 2. Ha a = 1és n > 1, akkor (1) nem oldhaté meg.
Ezt a tételt Nagell 8] bizonyitotta.

Legyen a d-ed fokid « algebrai szam definidlé polinomja agz? +. ..+ ay.
Jeloljik o konjugdltjait a;,...,asvel. Ekkor az a abszolit logaritmikus

magassagan a
o
1
hia) = (fllog <|ao| lj[lmax{l, '(ki1}>

szdmot értjiik. Ezzel a jeloléssel meg tudjuk fogalmazni a kovetkezd, Mig-
notte és Waldschmidtdl [7] szdrmazé tételt.

Segédtétel 3. Legyenek a és G egy D—ed fokd K algebrai szamtest
elemei a,b € Z,]a|,|b] < B és

A=aloga + blog .



Az @ + 0" = 2% diofantoszi egvenletrdl 47

Ha A # 0, akkor
[A] > exp(—270D*h(a)h(B)(7,5 + log B)?).

Az els6 lemméban nagyon egyszerd kongruenciameggondolasokat hasz-
nalva sz{irjiik ki a megoldhatatlan egyenletek jelent6s hinyadat.

Lemma 1. Legyenek «,b,n és z olyan pozitiv egész szdmok, melyekre
b,n > 1, 3|n,a < b,a+ b < 16 és (a,b) = 1. Ha (a,b) # (2,11),(3,8) és
(3,10), akkor (1) nem teljesiilhet.

Bizonyitds. Az (1) egyenletet eldszor modulo 9 vizsgdljuk. Felhaszndl-
juk, hogy ¢©(9) = 6 és modulo 9 a harmadik hatvinymaradékok 0, valamint
+1.

Mivel n > 1, ezért ha 3 | a akkor

b" = +1 (mod 9)

kovetkezik. Felhaszndlva, hogy 31in kapjuk a b = +1 (mod 9) feltételt.
Ezeknek és az a4+ b < 16, (a,b) = 1 kovetelményeknek csak az (a,b) = (3,8)
és (3,10) szamparok felelnek meg.

Amikor a nem oszthaté 3-mal, akkor négy esetet kell megkiilonboztet-
niink attél fiiggden, hogy n = 1,2,4 vagy 5 (mod 6).

Han =1 (mod 6), akkor (1)-b6l ¢™ + 0" = a+ b =0,£1 (mod 9).
Felhaszndlva az 0 < a+ b < 16 és 1 < a < b egyenlStlenségeket ebbdl
kévetkezik, hogy a + b = 8,9 vagy 10, azaz csak a (2,7) és (4,5) parok
teljesithetik a feltételeket.

Hasonldan vizsgdlhaté a masik hirom alternativa is, amely utdn azt
taldljuk, hogy a fenti négy eseten kiviil még a (2,11) és (5,8) pdrok is, de
tobb nem, kielégitik a kongruenciafeltételeket.

Tegyiik fel most, hogy van olyan (n,z) € N%, hogy

(2) 2" 4 7" = 2®.

Ezt az egyenletet modulo 7 vizsgaljuk. Ha 3{n, akkor 2" = 2 vagy 4
(mod 7). Méasrészt 23 = 0,1,6 (mod 7) teljesiil minden z € Z-re, igy a (2)
egyenletnek nincs megoldasa.

A 4™ + 5" = z° egyenletet modulo 31 vizsgalva azt talaljuk, hogy a
bal oldal 2,9 illetve 10-el kongruens modulo 31, amikor n = 0,1 illetve 2
(mod 3). Azonban 9 és 10 nem harmadik hatvinymaradék, igy 3 | n, ami az
1. Segédtétel szerint nem lehetséges.

Végezetiil, az 5" + 8" = z3 egyenlSség teljesiilésébol, azt modulo 7
vizsgalva, kovetkezik n = 1 (mod 6), ami miatt 5” + 8" = 4 (mod 9).
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Mivel az z° =4 (mod 9) kongruencia nem teljesiilhet ez az egyenlet sem
oldhaté meg. A bizonyitast befejeztiik.

A kovetkezS 1épésben még mindig elemi kongruenciamegfontoldsokkal
sztriink ki megoldhatatlan egyenleteket.

Lemma 2. Az (a,b) = (3,8) és (3,10) parokra az (1) egyenlet nem
oldhat6 meg.

Bizonyitas. ElSszor az
3) filn) =3" +8" =2°

egyenletet vizsgaljuk. Az 1. Segédtétel szerint elegend6 azzal az esettel fog-
lalkozni, amikor n nem oszthaté 3-mal. Ha (3) megoldhatd, akkor meg-
oldhaté modulo 7 is. Ebb6l egyszerii szamolassal kévetkezik, hogy n = 5
(mod 6). Kovetkezésképpen n pératlan és igy 11 | 3™ + 8", ami miatt
112 = 121 | 3™ + 8™.

Legyen n = 6m + 5 és

3F(35)™ + 8°(8%)™ = 11z,, (mod 121),

ahol 0 < z,, < 11. Az {2, }$°_, sorozat periédikus és periédushossza 11. A
sorozat els6 13 tagjat az 1. tablazatban taldlja az olvasd.

m|0(1(2{3[4|5|6|7,8{9]10|11|/1213
Tm |9110]7(9/218]6]914|9| 7|50 7

1. tablazat

A téblazatbdl lathatd, hogy 11 | z,, akkor és csakis akkor, ha m =1
(mod 11). Ebbdl kovetkezik, hogy 121 | fi(n) pontosan akkor, ha n = 11
(mod 66). Kénnyen ellenérizhetd, hogy ha n = 11 (mod 66), akkor

fi(n) =37 + 81 =-2 (mod 67).
Masrészt szintén egyszeru szamoldssal ellendrizhetd, hogy —2 nem lehet har-
madik hatvanymaradék modulo 67. Az utébbi két ténybdl kovetkezik, hogy
a (3) egyenletnek nincs megoldésa.

Vizsgaljuk most az

(4) fa(n) = 3" +10" = 2°



Az @™ 4 b" = 23 diofantoszi egyenletrdl 49

egyenletet. Gondolatmenetiink hasonlé az el6z6 esetben alkalmazotthoz. A
(4) egyenletet modulo 7 vizsgilva azt talaljuk, hogy n =1 (mod 6), teh4t
ha (4) megoldhatd, gy 13 | z.

Legyen n = 6m + 1 és

3(3%)™ 4+ 10(10%°)™ = 13z, (mod 169),

ahol 0 < z,, < 13. Az {z,,}2_, sorozat elsé 14 tagjit a 2. tiblidzatban
adtuk meg.

m |[0j1{2]3|4 |56 (7|8 |{9(10|11[12|13{14
Ty |1|7(0(6|12|5(|11(4(10(3|9 |2 |8 |1 |7

2. tablazat

Ebbdl lithats, hogy 13 | z,, pontosan akkor, ha m = 2 (mod 13).
Ezért 13% | fy(n) pontosan akkor, ha n = 13 (mod 78). Ha n = 13
(mod 78), akkor

fa(n) =25 (mod 79),

azonban 25 nem harmadik hatvinymaradék modulo 79, igy (4) sem oldhatd
meg.

3. A tétel bizonyitdsa

Az 1. és 2. Lemma valamint az 1. és 2. Segédtétel kdvetkeztében az a
feladatunk maradt csak, hogy beldssuk: a

(5) 2" + 11" = 2°

egyenletnek egyetlen megoldasa van, mégpedig (n,z) = (2,5). Miel6tt a bi-
zonyitdsra ratérnénk megjegyezziik, hogy az 1. és 2. lemmaban alkalmazott
médszerek (5)-re valdsziniileg nem vagy legaldbbis csak hosszas kisérlete-
zés, iigyeskedés utdn alkalmazhatdak. Haszndlhatdsdguk korldtairdl szinte
kizardlag csak numerikus tapasztalataink vannak. Az alabbiakban ismerte-
tend6 eljarassal ugyanakkor mindig meg lehet hatdrozni (1) megolddsait. A
mdédszer hatranya az, hogy komoly elméleti és szamitastechnikai appardtus
sziikséges az alkalmazdsdhoz. Ezért konkrét esetben, kiilonésen ha azt sejt-
jik, hogy a feladatnak nincs megoldasa, el6szor érdemes moduldris teszteket
végrehajtani és csak azok sikertelensége utdn bevetni a Baker médszert.

Az 1. Segédtételbdl tudjuk, hogy n nem oszthaté 3-mal, azaz n =
=3m +r, ahol r = 1 vagy 2. Legyen 9 = v/2 é K = Q(v/2). Akkor K
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egészeinek gyiirije R féidedlgylirii, amelyben 1,4, 9% egészbdzist alkot. A
J elem konjugéltjai ¥ = (0 és 9" = (24, ahol ( = :L‘zmé egy primitiv
harmadik egységgyok. Hasonloképpen, o és o' fogja jelolni az a € K elem
a-tdl kiillénb6z6 konjugaltjait. R-ben csak 1 és —1 az egységgyokok és R egy
alapegysége n = 1419 +19%. Ezek az adatok megtaldlhaték példaul Delone és
Faddeev [1] kényvében. Egyszeriien kiszamithaté a (11) (a 11 altal generalt
idedl) felbontdsa is R-ben. Ha P = 3+ 209 + 9% és Q = 5 — 49 + 992, akkor
N(P)=11,N(Q) = 112 és (PQ) = (11).

Az (5) egyenletbdl kévetkezik, hogy

(6) (z —972™)(z — (972" )(z — (29T2™) = (PQ)™.

Tekintettel arra, hogy z paratlan és (6) teljesiil, ezért R-ben igazak az
aldbbiak

(z—972™ 224z d" 2™ + 927 22) = (z—972™, 3297 2™) = (z—9"2™,3) = (1).

Mivel (P, Q) = 1, ezért (6)-bdl kovetkezik, hogy vannak olyan u,v € Z,
amelyekkel

(7) z — 972" = P
vagy
(8) z—972™ = n*Q".

Tekintve (7), illetve (8) konjugdljait és felhaszndlva a P'P"” = Q valamint a
Q'Q" = 11P azonossigokat arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

R (7)-ben
v {n/2 (8)-ban.

Elosztva (7)-et illetve (8)-at ugyanezen egyenletek megfelel konjugalt-
javal kapjuk az

a\*(P\' _ worem o1
) (v)(PJ BT i T T

a\(Q\ _ _wvr -1
(10) <W><QJ = iTocen it i g 2
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egyenleteket.
Mivel (5) miatt z > +/1111™, hacsak m > 1 és igy |z — J"("2™| >

> /311", ezért
S|
< \/_< ) < 5,

ha m > 2. A logaritmusfiiggvény tulajdonsigaibdl kévetkezik, hogy ha az
T valds szam olyan, hogy | z |< 1/3, akkor |log(1l + z)| < 1,16 |z|. Ezért
(11)-et felhaszndlva (9) illetve (10)-b3l kovetkezik, hogy

,197‘

—"2"
T — 197"Cr2m !

(11)

(12) A | = ulog‘— + vlog o <55(121)
illetve

2 m
(13) [Az] = |ulog J+vlog gf <55(11> .

Tekintettel arra, hogy sem %, sem @97 nem egység, ezért Ay, A; # 0. Alkal-
mazhaté tehdt redjuk a 3. Segédtétel. Az alsé becslés kiszamitdsdhoz sziik-
séges paraméterek a kovetkezék: D = 6,8 =| v |,

> <251, h (1%‘) < 0,44.

| Ar |, Ay |> exp (=3 -10°(7,5 + log [v])?) .

h ('Q,D < 3,32, h( P
n

7)[

A 3. Segédtétel szerint tehat

Osszehasonlitva ezt a becslést (12) illetve (13)-mal kapjuk, hogy |v| <
< 5-10°, azaz igy a legrosszabb esetben is m < 1,5-10!°, azaz n < 4,5-10C.

Az (5) egyenlet helyességének kozvetlen ellendrzése a 0 < n < 4,5-10'°
mtervallumban igen nagy teljesitményl szamitastechnikai kapacitast igé-
nyel. Kézvetett utat kell tehdt keresniink, amit a (12) illetve a (13) egyen-
16tlenség biztosit. Ehhez a lanctértek egy fontos tulajdonsdgéra kell emlé-
keztetniink. Legyen a valds, irraciondlis o szam lanctortelGallitasa

a = [(Io,al,(lz,...,]

és jeldlje pn,q. az o n—-dik (n > 0) kozelité tortjének szdmldldjat illetve
nevezdjét. Ekkor teljesiil az aldbbi (ldsd pl. Hua [5], Theorem 10.3.1.)
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Lemma 3. Ha 0 < ¢,—1 < ¢ < ¢, és p € Z, akkor

lag — p| > |agn — pal.

A (12) egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy

2 m
2,75 .
< (11)

Legyen o = log l%| /log ’#—' és hatarozzuk meg az o lanctorteléallitasat

vlog +u

/ Iog

olyan pontossaggal, hogy az n—dik kozelité tort nevezGje nagyobb legyen,
mint |v|, ami legfeljebb 5 - 10%. Ehhez 23 lanctértjegyet kell kiszdmitanunk,
amit az aldbbiakban kézlink:

a=[0;1,6,3,1,4,1,7,1,3,1,3,2,2,1,1,110,2,3, .. ]

A szamitdst a MAPLE V komputer algebrai rendszerrel végeztiik, de tehet-
tiikk volna mas, hasonlé programcsomagokkal is, mint példiul a PAPI-GP.
Kénnyen ellendrizheté a MAPLE V-el, hogy go3 > 5-10%, igy a 3. Lemma
allitasa szerint

2 m
2,32 -10~ 9<|aq23—p23|<|va+u|<275(11) .

Ebbdl kévetkezik, hogy m < 12, azaz v < 38.

A legutolsé gondolatmenetet még egyszer megismételhetjiik csak most
mar a v < 38 nevezdju tortekre és az n-te vonatkozd korlatot leredukalhat-
juk 3-ra, ami ebben az esetben a tétel bizonyitdsat is jelenti.

A (13) egyenlétlenség lehetetlensége a fentiekbdl és a

log /log o= —log /log T
egyenlétlenséghbdl rogtén kovetkezik.
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A taszito fixpontokrol

SZEPESSY BALINT

Abstract. (On the repelling fixpoints) If the iterative pointsequence zg,z1,z2,... has
the limit value ¢ then ¢, is sald to be a fixpoint of first order and the points zq,z1,z2,...
belong to the point c. A fixpoint c is called to be a repelling point if it has no belonging
point except ¢ and its inverse iterated points.

In this paper we prove that repelling fixpoints of first (or higher) order can make a

segment in a given closed interval.

1. Bevezetés

Legyen f(z) az [a,b] (a < b) zart intervallumon értelmezett olyan egyér-
tékili valds fiiggvény, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

1. f(z) az adott szakasz minden belsé pontjdban folytonos; a kezdd és
végpontban jobbrdl, illetve balrdl folytonos;

2. f(z) az [a, b] intervallumot 6nmagdra képezi le;

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, amelyben f(z) =
=konstans teljesiil.

Az f(z) fiiggvényt iterdciés alapfiiggvénynek nevezziik az adott inter-
vallumon. Az fo(z) = z, fi(z) = f(z), fi(z) = f(f(2)),..., fu(z) =
= [ (fn-1(2)), ... figgvényeket az f(z) figgvény 0-dik, elsé, misodik, ...,
n-edik (n-edrendi), ... iterdlt fiiggvényeinek (iterdltjainak) nevezziik.

Az fn(z) (n = 2,3...) fiiggvények is mind rendelkeznek az 1., 2., 3 tu-
lajdonsdgokkal. (Ezt a kozvetett fiiggvény folytonossigdra vonatkozé téte-
lekbdl teljes indukciéval kénnyen bizonyithatjuk.) Teljesiilnek az f, ., (z) =
= fo (fm(z)) = fm (fn(z)) azonossagok is. Ezért barmely zo(€ [a,b]) pont-
nak létezik az z,4; = f(z,) képlettel alkotott z¢,x1, z3,..., Tn,... itera-
ciés pontsorozata és minden n-re z, € [a,b]-nek. Az z,, pontot az z pont
n-edrenddl (n-edik) iterdltjanak vagy rakovetkezéjének mondjuk.

Ha f(c) = ¢, akkor a ¢ pontot az f(z) fiiggvény elsérendii fixpontjanak
nevezziik. Ha f,(c) #¢,n =1,2,3..., 7 — 1 esetén, de f.(c) = ¢, akkor ¢
az f(z) fiiggvény r-edrendi fixpontja. Ekkor a ¢1,¢2,...,¢,_1, ¢, pontok is
paronként kiilsnb6zd r-edrendii fixpontok [2].

Ha az zq pont iteracidés pontsorozatianak ¢ a hatdrértéke, akkor ¢ elsé-
rendi fixpont és azt mondjuk, hogy zo pont a ¢ ponthoz tartozik.
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A ¢ elsérendu fixpont vonzd, ha létezik olyan pozitiv ¢ valds szdm,
hogy barmely z € (¢ — €,c+¢) esetén z a ¢ ponthoz tartozik. A ¢ elsérendii
fixpont balrél-vonzd, ha nem vonzd, de 1étezik olyan pozitiv £ valds szdm,
hogy minden z € (¢ — ¢,c) esetén z a ¢ ponthoz tartozik. Hasonléképpen
értelmezziik a jobbrdl-vonzé elsérendii fixpontokat. Ezeket kozos néven félig-
vonzé fixpontoknak nevezziik.

Taszits egy elsérendd fixpont, ha sajat magan és megel6z6in (inverz-ite-
réltjain) kiviil nincs mds hozzatartozé pont. Az olyan elsérendi fixpontokat,
amelyek nem sorolhatdk az elbbi csoportok egyikébe sem, vegyes fixpon-
toknak nevezziik [3].

A magasabb rendii fixpontok értelmezésébdl kovetkezik, hogy az f(z)
fiiggvény r-edrenddi fixpontja az f,(z) fiiggvénynek az elsérendii fixpontja.
Igy f (z) fiiggvény r-edrendii fixpontja vonzd, félig vonzd, taszitsd vagy vegyes
aszerint, hogy az f(z) fliggvény c elsérendi fixpontja mely tipusba tartozik.
Ekkor a ¢i,¢s,...,¢, = ¢ paronként kiilonb6z6 r-edrendii fixpontok mind
azonos tipusiak.

2. A taszité fixpontokrdl

A [8] azt a kérdést vizsgélta, hogy milyen iterdcids alapfiiggvények ese-
tén vannak tetszéleges magasrendi fixpontok. Bebizonyitottuk a kovetkezd
allitast:

Legyen f(z) az [a,b] zért intervallumon értelmezett iterdciés alapfiigg-
vény, legyen tovabba [c, d] részszakasza az [a, b] szakasznak. Ha van a [c, d]
szakaszban két olyan diszjunkt részszakasz, amelyeket a fiiggvény az egész
[c, d] szakaszra képezi le, akkor az f(z) fiiggvénynek van tetszdleges magas-
rendii fixpontja.

A tétel feltételei mellett a [c,d] szakaszban vannak barmilyen (elsd,
miésod, ...) rendd fixpontok.

Ugyanilyen tulajdonsaggal rendelkez6 szakaszok lépnek fel [a,b]-ben a
[7]-ben bizonyitott tétel szerint is.

Felmeriilt a kérdés, hogy lehetnek-e — és milyen feltételek mellett —
csupa azonos rendszamu fixpontokbdl 4ll6 szakaszok.

Azt fogjuk vizsgdlni, hogy az elsé és magasabb rendi taszité fixpontok
alkothatnak-e szakaszt az [a,b] intervallumon.

ElSszér bebizonyitjuk a kévetkezo allitast.

Tétel. Haa[c,d] (¢ < d,¢c,d € [a, b]) szakaszt a benne monoton névekvd
iteraciés alapfiiggvény onmagira vagy ¢nmagaba képezi le, akkor a [c,d]
szakaszban csak elsérendii fixpontok vannak.

Bizonyitas. Tegyiik fel dllitdsunkkal ellentétben, hogy van a [c, d] sza-
kaszban n-edrendd fixpont (n > 2); legyen ez c¢. Ekkor ¢,¢q,¢s, €3,...¢p1
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pontok is paronként kiilénbézé n-edrendii fixpontok; ahol f(en,—1) = ¢, = ¢.

Feltehetd, hogy ¢ a legkisebb abszcisszaji fixpont ebben a sorozatban,
azaz ¢ < €1,Ca,... Cp—1 (€1,C2,...Ccn_1 fixpontok sorrendje nem feltétleniil
nagysag szerinti).

A ¢ < ¢, egyenlStlenséghdl f(z) monoton novekedése miatt f(c) <
< f(en-1) kovetkezik. De f(c) = ¢1 és f(en—1) = ¢, ezért ¢; < ¢ azzal
ellentétben, hogy ¢ a legkisebb abszcisszaju fixpont a sorozatban.

Nem lehet tehat n > 2.

A [¢, d] szakaszban mindig van legalabb egy elsérendii fixpont. Az egész
szakaszon ugyanis f(z) —z > 0(f(z) — 2 < 0) nem teljesiilhet, mert f(z)-
—z > 0(f(z) — = < 0) esetén f(z) nem képezi le a [c, d] szakaszt 6nmagira
vagy 6nmagaba.

A [c,d] szakaszban akar végtelen sok els6rendii fixpont is lehet. Ebben
az esetben ezek torldd&si pontjai is elsérendi fixpontok.

Ha ugyanis A;, Az,..., A,,... elsérendii fixpontok [c¢,d]-ben és torlé-
ddsi pontjuk A, akkor

A= lim A,, é f(A,)=A,, gy A= lim A, =

n— 00
= lim f(An )= f(lim A, )= f(A),
n—r00 n—00
ezért A is elsérendi fixpont. Az is eléfordulhat, hogy a [¢, d] szakasz csupa
elsérendii taszité fixpontbdl 4ll. Ilyenkor f(z) = z az egész [c, d] intervallu-
mon.
Tehat az [a,b] intervallumon az elsrendil taszité fixpontok szakaszt

alkothatnak.

Tétel. Ha valamely [c, d], (¢ < d,¢,d € [a,b]) szakaszt a benne monoton
csokkend iterdcids alapfiiggvény énmagdra vagy énmagaba képezi le, akkor
ebben a szakaszban csak els6 és masodrendil fixpontok vannak.

Bizonyitds. Mivel a [c,d] szakaszban monoton csékkend fiiggvényre
f(c) > f(z) > f(d) egyenlétlenségek teljesiilnek és igy f(z) — z és ¢ helyen
pozitiv a d helyen negativ értékii, s igy f(z) folytonossidga altal van egy
megolddsa az f(z) — ¢ = 0 egyenletnek a [c,d] szakaszban, ezért a tétel
bizonyitdsa visszavezethetd az el6bbi tétel bizonyitasara.

Monoton cstkkend fiiggvény monoton csékkend fiiggvénye (iteraltja)
ugyanis monoton névekvd, ezért f,(z) fiiggvény a [c, d] szakaszt 6nmagdra,
vagy onmagdba leképezé monoton névekvé fiiggvény. Erre mint alapfiigg-
vényre alkalmazva az el6bbi tételt adédik, hogy az fp(z) fiiggvénynek csak
elsérendii fixpontjai vannak a [c, d] szakaszban, s ezek az egyetlen elsérendii
fixpont kivételével mind mdsodrendii fixpontjai az f(z) fiiggvénynek.
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Példaul az f(z) = —(z — 1)° + 1 iterdciés alapfiiggvényre a [0, 2] sza-
kaszban a tétel feltételei teljesiilnek. Az z; = 0 és z, = 2 pontok mdésod-
rendii fixpontok, ennél magasabb rendi fixpontok ebben a szakaszban nem
lépnek fel.

Csupa masodrendii taszité fixpontbdl allé6 szakaszok is felléphetnek.
Példé.ul az f(z) = 1 — z alapfiiggvény esetén a [0,1] intervallumban. Itt
e= pont kivételével a szakasz minden pontja masodrendii taszité fixpont.

Az f(z) = L fiiggvény az [a, 1] (0 < a < 1) szakaszban szintén kielé-
giti a tétel feltetelext a szakasz minden pontja az e = 1 elsérendii fixpont
kivételével mzisodrendﬁ taszité fixpontok.

Altaldnosabban; ha az y = f (z) gérbe az y = z egyenesre vonatkozéan
tiikérképiveket tartalmaz, akkor ezek mindig masodrendii taszité fixpontbdl
allé szakaszok.

Kénnyen belathaté a kovetkezo:

Tétel. Az [a,b] intervallum tetszéleges n szdmi paronként diszjunkt
zért szakaszdhoz megadhatd (akdr végtelen sok) olyan iterdcids alapfiigg-
vény, amelyre az adott zart szakaszok pontjai mind n-edrendii taszitd fix-
pontok.

Bizonyitas. Legyen [a, b] szakasznak p; 01;02;. . ., 0n—1 paronként disz-
junkt zart részintervallumai. Az f(z) iterdciés alapfiiggvényt az [a, b] szaka-
szon értelmezziik gy, hogy a p;_; szakaszt a g;-re (1 = 1,2,...,n—1; 00 = 9)
bijektiv mddon képezze le, tovibba ha d a p zart szakasz egy tetszdleges
pontja, akkor d;_y € ;-1 (¢ = 1,2,..., n— 1;d; a d pont i-edik iteraltja)
és (dp—-1, f(dn-1) = d) az alapfiiggvény pontja (Az 2 = d,_; és az y = d
egyenesek metszéspontja a(d,_1, f(d,-1) = d) pont).

NyilvdnvalS, hogy végtelen sok ilyen iterdcids alapfiiggvény létezik, s
hogy ezekre az adott részintervallumok pontjai mind n-edrendi taszité fix-

pontok.

Példiul az [4,§] szakaszt az [%,%] szakaszra, az utébbit az [li,%]

2
szakaszra, ezt pedig [13 , 1] zért szakaszra bijektiv médon képezi le a [0, 1]

szakaszon értelmezett

10 1

— <z< -

23 B " (; - 41,

= — — < —_
f(z) 3(3x + 1)7, ha 411 <z 2
-1 + ha — <1
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iteracids alapfiiggvény. Tovabba erre az alapfiiggvényre barmely d € [}1— %]
esetén dj iteralt pontban a fiiggvényérték d. Ezért az [%,% [ ,9] [% %
az

és a [ig, ] szakaszok pontjai mind negyedrendii taszité fixpontok (lasd
abrat).

Tehat az elsé és a magasabb rendii taszité fixpontok zart intervallumo-
kat alkothatnak az [a, b] szakaszon.

Végiil tekintsiik az f(z) = —4(z - -) + 1 iterdciés alapfiiggvényt a
[0,1] intervallumon. Az z; = 0 és az z, = pontok elsérendii taszitd fix-
pontok. Itt megszdmlalhaté sok magasabb rendl’i taszité fixpont van a [0, 1]
szakaszon, (2 méasod, 6 harmad, 8 nagyedrendd, . ..). Tehat a fixpontok (az
n-edrendii fixpontok) halmaza nem alkot szakaszt.

Az fn(z) — z = 0 egyenletnek az f,(z) iterdlt fiiggvény két egymadsra
kovetkezd 0-helye altal hatarolt zart szakaszban két-két gyoke van, ezért a
gyokok, vagyis a magasabb rendi taszité fixpontok mindeniitt siirlin helyez-
kednek el; ezért a [0,1] szakasz minden pontja taszi{té fixpontok torlédasi
pontja.

S
W
I~y

o



60 Szepessy Badlint
Irodalom
[1] A. RALSTON, A first course in numerical analysis. Mc Graw-Hill, Inc.,

New York, 1969.

[2] B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen I., Publ. Math. Deb-
recen, 7 (1960), 16-47.

[3) B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen II., Publ. Math.
Debrecen, 13 (1966), 16-47.

[4] B. BARNA, Berichtigung zur Arbeit, Uber die Iterationen reeller Funk-
tionen II., Publ. Math. Debrecen, 20 (1973), 281-282.

[5] B. BARNA, Uber die Iteration reeller Funktionen III., Publ. Math.
Debrecen, 22 (1979), 267-278.

[6] L. BERG (Rostock), Uber irregulire Iteratione folgen, Publ. Math.,
Debrecen, 17 (1971), 112-115.

[7] TIEN—YIEN LI and L. JAMES A. YORKE, Period three implies
chaos. Amer. Math. Monthly (10) 82 (1975), 985-992.

[8] SZEPESSY BALINT: A magasabb rendii fixpontokrél. Acta Academiae
Paedagogicae Agriensis, Sectio mathematicae XII. (1994), 9-15.



Note on Abel’s result about roots of polynomials

DARIUSZ FREJMAN

Abstract. In this Note we give an algebraic proof of the well-know Abel’s result
about roots of polynomials. Our proof is other than the proof given by M. S. Grosof and
G. Taiani in the paper [3].

A theorem of Abel [2] states: if P(z), ¢(z) are any polynomials such
that deg @ = n > 3,Q(z) has no multiple roots and deg P = m < n — 2,
then

1) Z P(’" 0,

where r;’s are distinct roots of Q(z) and Q)'(z) denotes the derivate of Q(z).

We remark that the original proof given by Abel uses integrals. The
modern proof can be based on residue theory. In the paper [3] given by M.
S. Grosof and G. Taiani has been presented an algebraic proof of (1) in spirit
of classical theory of equations by using some property of the Vandermonde’s
determinant. The purpose of this note is to present also algebraic proof of
(1) by different method. Nemely, we prove the following:

o0

Theorem. Let F(z) = > axz™*, where 0 < my < n — 2 and Q(z) be the
k=0
polynomial of the degree n > 3, such that )(z) has no multiple roots.

Then
e F(T,’) _
@) ; Q'(ri) %

where r;’s are distinct roots of ((z) and Q'(z) denotes the derivate of ()(z).

Proof. In the proof of (2) we use of the following result (see [1], p. 87 and
solution on p. 220). If Q(z) has no multiple roots and degQ(z) = n > 3,
then for every natural fixed s, such that 0 < s < n — 2, we have;

®) Z; Q'zz‘) =0
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where 7;’s are distinct roots of Q(z).
The proof of (3) easily follows by an algebraic method.

o0

Since F(z) = > axz™*, and 0 < my < n — 2, then
k=0
n F(’I‘Z) n 1 oo
(4) =D g 2 i
—Q'(ri) Q') Z

From (4) we obtain

n my Mg

. F(Ti)—a ” _T:no a i oL a 3 T
(5) ;Q’(n)_ ";Q'(m)J’ gyt k;Q,(m)Jr

i=1

Since 0 < my < n — 2 then by (3) and (5) we obtain

and the proof of the Theorem is complete.

Remark. Putting my = m — k, k= 0,1,...,m; we have

F(z) = Zakmm“ = Eakzm_k = P(z),
k=0 k=0

where deg P(z) = m < n — 2, and we obtain (1).
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The Lie augmentation terminals of groups*

BERTALAN KIRALY

Abstract. In this paper we give necessery and sufficient conditions for groups which
have finite Lie terminals with respect to commutative ring of characteristic p* where p is

a prime and s is a natural number.

1. Introduction. Let R be a commutative ring with identity, G a
group and RG its group ring and let A(RG) denote the augmentation ideal
of RG, that is the kernel of the ring homomorphism ¢ : RG — R which
maps the group elements to 1. It is easy to see that as R-module A(RG)
is a free module with the elements g — 1(g € () as a basis. It is clear that
A(RG) is the ideal generated by all elements of the form ¢ — 1,9 € G.

The Lie powers AP (RG) of A(RG) are defined inductively:

A(RG) = AN(RG), AP+1] (RG? = [AM(RG), A(RG))-RG, if ) is not a limit
ordinal, and APN(RG) = Q)‘A “I(RG) otherwise, where [K, M] denote the

R—submodule of RG generated by [k, m]| = km — mk,k € K,m € M, and
for K C RG, K - RG denotes the right ideal generated by K in RG (similary
RG - K will denote the left ideal generated by K'). It is easy to see that the
right ideal AP(RG) is a two-sided ideal of RG for all ordinals A > 1.

Evidently there exists a least ordinal 7 = 7,[G] such that A'/(RG) =
A"t RG) which is called the Lie augmentation terminal (or Lie terminal
for simple when it is obvious from the context what ring R we are working
with) of G with respect to R. If G = (1) we put 7,[G] = 1.

In general, the question of the classification of groups in regarding to
values of the Lie terminals and also of the computation of these terminals,
is far from being simple.

We are primarily concerned with finding all groups whose the Lie ter-
minals with respect to commutative ring of characteristic p® are finite.

In this paper we give necessery and sufficient conditions for groups
which have finite Lie terminals with respect to commutative ring of charac-
teristic p® where p is a prime and s is a natural number (Theorem 3.1).

* Research supported by the Hungarian National Foundation for Scientific Research Grant,

N2T 4265 and N2T 16432.
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2. Notations and some known facts. If H is a normal subgroup
of G, then I(RH) (or [(H) for short when it is obvious from the context
what ring R we are working with) denotes the ideal of RG generated by all
elements of the form h — 1,(h € H). It is well known that I(RH) is the
kernel of the natural epimorphism ¢ : RG — RG/H induced by the group
homomorphism ¢ of G onto G/H. It is clear that I[(RG) = A(RG).

Let F' be a free group on the free generators z;(i € I), say, and ZF be
its integral group ring (Z denotes the ring of rational integers). Then every
homomorphism ¢ : F — G induces a ring homomorphism ¢ : ZF — RG
by letting #(3° nyy) = 3 ny@(y), where y € F' and the sum rungs over the
finite set of nyy € ZF. If f € ZF, we denote by A;(RG) the two-sided
ideal of RG generated by the elements ¢(f), ¢ € Hom(F,G), the set of
homomorphism from F to G. In other words A;(RG) is the ideal generated
by the values of f in RG as the elements of G are substituted for the free
generators z;-s.

An ideal J of RG is called a polynomial ideal if J = A;(RG) for some
f € ZF, F a free group.

It is easy to see that the augmentation ideal A(RG) is a polynomial
ideal. Really, A(RG) is generated as an R—module by the elements g—1(g €
G), i.e. by the values of the polynomial z — 1.

From (3] (see also [2], Corollary 1.9, page 6) it follows the

Lemma 2.1. ([2]) The Lie powers A™M(RG),n > 1, are polynomial
ideals in RG.

We use also the following

Lemma 2.2. ([2] Proposition 1.4, page 2) Let f € ZF. Then f defines
a polynomial ideal A;(RG) in every group ring RG. Furter, if§ : RG — KH
is a ring homomorphism induced by a group homomorphism ¢ : G — H
and a ring homomorphism v : R — K, then

(A, (RG)) C Ap(KH).

(It is assumed here that ¢(1r) = 1k, where 1g and 1k are identity of
the rings R and K respectively.)

Let ¢ : RG — RG/L be a natural epimorphism induced by the group
homomorphism ¢ of G onto G/L. By Lemma 2.1 AM(RG)(n > 1) are
polynomial ideal and from Lemma 2.2 it follows that

#(A"(RG)) = AM(RG/L). 1)
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Consequently
ARG/ L) = (AM(RG) + I(RL))/I(RL) (2)

for all n > 1.

If K denotes a class of groups (by which we understand that K contains
all groups of order 1 and, with each # € K, all isomorphic copies of H) we
define the class RK of residually-K groups by letting G € RX if and only
if: whenever 1 # g € G, there exists a normal subgroup H, of the group G
such that G/H, € K and g ¢ H,.

We use the following notations for standard group classes: D: nilpo-
tent groups whose derived groups are torsion-free nilpotent groups and D,:
nilpotent groups whose derived groups are p-groups of finite exponent.

Let p be a prime and 7 a natural number. Then we shall denote by G?"
the subgroup generated by all elements of the form ¢?", ¢ € G.

If K,L are two subgroups of G, then we shall denote by (4, L) the
subgroup generated by all commutators (g,h) = g~ *h~'gh, g€ K, h € L.

The nth term of the lower central series of GG is defined inductively:
71(G) = G,7(G) = G' is the commutator subgroup (G,G) of G, and
7H(G) = (77171((;)’ G)

In this paper we shall use also the following theorems:

Theorem 2.1. ([1]) Let G be a non-Abelian group, R a commutative
ring with identity. Then AI"/(RG) = 0 for some n > 2 if and only if G is
nilpotent, G' is a finite p-group and p is nilpotent in R.

The ideal J,(R) of a ring R is defined by J,(R) = ?w"l p"R.
n=

Theorem 2.2. ([2], Theorem 2.13, page 85) Let G be a residually
D,-group and J,(R) = 0, then Al“}(RG) = 0.

We shall use the following lemma, which gives some elementary prop-
erties of the Lie powers A™(RG) of A(RG).

Lemma 2.3. ([2], Proposition 1.7, page 4) For an arbitrary natural
numbers n and m are true:

1) I{(1,(G)) € AM(RG)

2) [AlN(RG), Al™(RG)) € Al*tm(RG)

3) AM(RG) - AM(RG) C Aln+tm-1(RG).

3. The Lie augmentation terminals. Throughout this section R
will denote a commutative ring with identity of characteristic p°.
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The normal subgroups G, is defined by

o0

G = [V (G 1(G),

n=1

where 7,(G) is the kth term of the lower central series of G and G’ is the
commutator subgroup of G. It is clear, that the factor-group G /G, is a
residually-D,, group for every k. We have the following sequence

G=Gp12G,22...20G, (3)

of normal subgroups G, x of a group GG, where G, = k?jl Gp k-

Lemma 3.1. Let R be a commutative ring of characteristic p*. Then
[(Gpx) C AN(RG) for all k > 1.

Proof. Let the element h — 1 be in I(Gp). It will be sufficient to
show that & — 1 € A¥I(RG). For an arbitrary n written the element h as
h=hP"hE" - hE g (hi € G',yx € 7£(G)) and using the identity

ab-1=(a-1)(b-1)+(a—-1)+(b—1) (4)
we have that
h—1= (R B B2y — 1)(yx — 1) + (B2 RE - hE — 1) + (yx — 1).

By Lemma 2.3, I(7x(G)) C A¥(RG) and hence y; — 1 € AFI(RG). There-
fore . )
h—1=(hY Ay ---RP

m

—1) (mod AM(RG)).

n

Applying (4) repeatedly to (hfn hgn ---h? —1) from the previous expression
it follows that

n

m m p n
_ " - p j
h-1=3 " —1h =Y (j )(h,- ~1)%b; (mod AM(RG)),
i=1 i=1 j=1

where b; € RG. From Lemma 2.3 (cases 1 and 3) we obtain, that the element
(hi — 1)7 lie in AUVTU(RG) for every i and j. If n > s + k, then p® divides

(p‘ ) for j =1,2,...,k — 1. Therefore
J

m k-1

h-1= i(hf"—l)bi =p° Y > dj(hi — 1)’b; = p°Fi(h) (mod AM(RG)),
=1

=1 j=1
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where Fy(h) = szj(hi - l)jbi and p°d; = (p‘ ) Since p® is zero in
— £ J
1=1 j=1
R we have that h — 1 € Al(RG) which implies the inclusion I(G, ) C
A¥(RG)) and completes the proof of the lemma.

m k—1 n

Lemma 3.2. Let R be a commutative ring of characteristic p*. Then
ARG = I(G,).

Proof. From (3) and from Lemma 3.1 the inclusion /(G,) C AM(RG)
follows. We can readily verify that G /G, is the residually-D,, group and by
Theorem 2.2

ACNRG/G,) = 0. (5)

By (1) ¢(AM(RG)) = AN(RG/G,) for all n > 1, where ¢ : RG — RG/G,
the natural epimorphism induced by the group homomorphism ¢ of G
onto G/G,. Consequently ¢(Al“(RG)) C AlM(RG/G,) for all n and there-
fore $(Al“(RG)) C AI(RG/G,). Then from the isomorphism RG/G, =
RG/I(G,) and from (5) we conclude that A“I(RG) C I(G,). Therefore
AM(RG) = I(G,). This completes the proof of the lemma.

If G is a nilpotent group with a finite p-group as the commutator sub-
group and R a commutative ring of characteristic p* then the ideal A(RG) is
Lie nilpotent (see Theorem 2.1). Denote 7°[A( RG)] the Lie nilpotency index
of A(RG) i.e. the natural number n for which A*~(RG) # AMN(RG) =0
holds. If G = (1) we put 7°[A(RG)] = 1.

Let 7,(G] denote the smallest natural number k (if it exists) such that
Gpi—1# Gpi =+ =Gy

Theorem 3.1. Let R be a commutative ring of characteristic p*. Then:
1) 7x[G] =1 if and only if G = G,
2) 7x[G] =2 if and only if G # G' = G,
3) Tx[G] > 2 if and only if G/G, is a nilpotent group whose derived
group is a finite p-group.
Proof. The statement 1) follows from Lemma 3.2.
2) Let 74[G] = 2, i.e.

A(RG) # ABN(RG) = API(RG) == ARG,

By statement 1) of our theorem G, # G and consequently G' # G’. Because
G/G' is an Abelian group, API/(RG/G') = 0. From the isomorphism

AB(RG/G) = (APN(RG) + I(G"))/1(G"),
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which follows from (2), we conclude that A®(RG) C I(G'). By Lemma 2.3
we obtain the inclusion A#/(RG) D I(G'). Consequently AB/(RG) = I(G").
Since 1,.[G] = 2, AB(RG) = A/(RG). Then from Lemma 3.2 we have the
equality AB(RG) = I(G,). Therefore I(G,) = I(G') and G, = G".

Conversely. If G # G' = G, then API(RG/G,) = 0 because G/G,, is
an Abelian group. From this equality it follows that Al(RG) C I(G,) and
by Lemma 3.2 AR(RG) = A(RG). Since G # G,, A(RG) # AP(RG).
Consequently 7r[G] = 2 which prove 2) of our theorem.

3) Suppose that 7x[G] = n > 2. From the statements 1) and 2) it
follows that G # G, and G’ # G,. It is very simple to see that G/, ; are
residually—D, groups and consequently, by Theorem 2.2,

AYNRG ]G, ) =0

for all z > 1. Because 7,[G] is finite then

D A[n—ll(RG) 3 A["](RG) = A[”"‘l](RG) - .= AM(RG)
and hence

.2 APU(RG/G, ) D AP(RGG,,) =
= ARG /G,yi) = -+ = AM(RG/G, ).

It follows that 7,[G /G, ;] are finite and not greater than 7,[G] for all 7 > 1.
Then there exists a natural number k£ < 7 such that

AM(RG/Gpi) =0 (6)
for all i. Then from (2) we have that AI*I(RG) C (G, ;) for all i. If i = k, by
Lemma 3.1 we obtain that AXI(RG) = I(G, k). Hence I(G, ) C I(Gp:))
and therefore, G, ; D G,k for all ¢ > 1. This implies that

D Gpr=Gpppr = =G, (7)
and by (6) we have that

AM(RG/G,) = 0. (8)

By Theorem 2.1 it follows that G/G/, is a nilpotent group whose commutator
subgroup is a finite p-group.
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We remind that in the proof of this part we obtained the following
inequalitions: from (7) we have that

Ta[G] 2 7p[G] (9)
and from (8) we obtain that
7a[G] > T°[A(RG/G)). (10)

Conversely, let G/G), is a nilpotent group whose derived group is a
finite p-group. Then by Theorem 2.1

AM(RG/G,) =0

for the Lie nilpotency index 7°[A(RG)] = k of A(RG/G,). It follows that
AM(RG) C I(G,). Hence, by Lemma 3.2, we obtain that A¥(RG) C
AlI(RG). The inverse inclusion, of course, is trivial. Therefore A¥(RG) =
AN (RG). Consequently, 7,[G] is finite and

rlG) < T[A(RG/G,)). (11)

The proof of the theorem is complete.

Theorem 3.2. Let R be a commutative ring of characteristic p° and
the Lie augmentation terminal of GG is finite. Then

7[G] = T [A(RG[G))] 2 7p[G].

The proof of this theorem follows from statements 1) and 2) of Theorem
3.1 and from (9), (10) and (11).
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Maradékosztaly-gytri f6l6tti polinomgyitri
idealjairol

VERES ZSUZSANNA

Abstract. (On a ideals of a polinomial ring over a residue class ring) In this paper
we describe the system of generators of ideals of the ring Z,» [z], where Z,= is the residue

class modulo p™, p is a prime and n is a natural number.

Jeloljikk Zpn [z]-szel a Z,» — p" szerinti (p € Z prim, n € N) mara-
dékosztdly-gytrt — folotti polinomgyfiriit. Legyen / a Z,:[z] polinomgyiiri
tetsz6leges idedlja. A tovdbbiakban g(z) # 0 egy régzitett minimaélis foksza-
mi polinom azon [-beli polinomok koziil, melyek féegyiitthatéja oszthatd
p-vel, és h(z) # 0 egy r6gzitett minimalis fokszdmu polinom azon /-beli po-
linomok koziil, melyek féegyiitthatéja nem oszthaté p-vel. Jeldlje deg f(z)
az f(z) polinom fokat.

1. Lemma. Legyen I a Z,[z] polinomgyiirii tetszSleges idedlja és g(z),
h(z) a fent emlitett polinomok. Ekkor a g(z) polinom minden egyiitthato-
ja oszthaté p-vel, és foka nem nagyobb h(z) polinom fokanil, azaz a g(z)
fokszama minimadlis az [-beli polinomok kozott.

Bizonyitds. Legyen ¢g(z) = a,z™ 4+ apn_12" ' + -+ + a1z + ay. Ekkor
p osztja az a,-t, azaz az a, egyiitthaté a, = p - a], alakban ifrhaté fel, ahol
a!, nem oszthaté p-vel. Mivel g(z) az I idedl eleme, ezért pg(z) is az I idedl
eleme és

n—1

pg(z) = pza;x" + pa, 1z + -+ payx + pag.

A pg(z) polinom minden egyiitthatéja oszthatd p-vel, és mivel a Z,. gyiirii-
ben p? = 0, foka kisebb a g(z) fokdnal. Ez csak abban az esetben lehetséges,
ha pg(z) = 0. Tehat pa; = 0(z = 1,2,...,n), azaz a g(z) polinom minden
egyiitthat6ja oszthaté p-vel, és igy, g(z) = pg1(z) (91(z) € Zy2[z]) alakban
irhaté fel.

Ha h(z) = bpz* + bp_12¥71 + -+ + byz + by, akkor a feltétel szerint
bi nem oszthatd p-vel, és ezért a Z,. egyiitthatégytirii egységesoportjanak
eleme. fgy pbi # 0, és a ph(z) = pbra*+pbr_12*~1 4. ..+ pby x4+ pby polinom
foka megegyezik a h(z) polinom fokdval. A ph(z) polinom féegyiitthatdja
oszthaté p-vel, ezért foka nem lehet kisebb a g(z) polinom fokandl. Mivel
deg h(z) = degph(z), igy a h(z) polinom foka sem kisebb a g(z) polinom
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fokanal.
2. Lemma. Ha {(z) € Z,2[z] egy olyan polinom, melynek fSegyiitt-

hatdja nem oszthaté p-vel, akkor tetszéleges f(z) polinom (f(z) € Z,2[z])
felithat6 a kovetkezo alakban:

f(z) = t(z)s(z) + r(2),

ahol s(z),r(z) € Z,2[z] és degr(z) < degt(z)

Bizonyitas. Legyen

f(l') =apz" + an—lmn—1 + -t a1z + a
t(z) = bpz® + bp_12" 7 4 bz + bo.

Ha k > n akkor f(z) = t(z)0 + f(z) és ebben az esetben a lemma be van
bizonyitva. Tekintsiik a k£ < n esetet. Mivel p nem osztja a by egyiitthatét,
ezért anb; ' # 0, ahol b;l a by inverze. Igy az

ri(z) = f(z) — anb;a™ FH(z)

polinom foka kisebb f(z) fokdnal. Tehat f(z) = t(z)s;1(z)+r1(z) alaky, ahol
s1(z) = anb;'z""*. Ha degri(z) < degi(z), akkor a lemma bizonyitdst
nyert. Ha deg ri(z) > deg t(z), akkor megismételve az el6z6 eljarast az rq(z)
polinomra, a kovetkezd egyenlGséget kapjuk

ri(z) = t(z)s2(2) + 72(2),

ahol deg ry(z) < degri(z). Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig eljutunk
egy olyan r;(z) polinomig, melynek foka mar kisebb a ¢(z) polinom fokanl.
Igy
[(z) = Uz)s1(z) + tz)s2(z) + - - + t2)si(2) + i),
és ezért
f(z) = t(z)s(z) + r(2),

ahol s(z) = s1(z) + sa(z) + -+ + si(z), r(z) = ri(z) és degr(z) < degt(z).

3. Lemma. A Z,:[z] polinomgyiirii tetszéleges idedlja legfeljebb két
polinommal generalédik.

Bizonyitas. Legyen J a Z,z[z] polinomgytirii idedlja és f(z) az I ideal
tetszdleges eleme. Elégséges megmutatni, hogy az f(z) polinom felirhaté

f(z) = h(z)s(z) + g(z)q(z)
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alakban, ahol h(z) és g(z) az 1. Lemmaéban emlitett polinomok, s(z) és ¢(z)
pedig a Z,2[z] polinomgytiri megfelel6 polinomjai. Két eset lehetséges:

deg f(z) 2 deg h(z);
deg f(z) < degh(z).

Megjegyezziik, hogy az 1. Lemma miatt igaz a kovetkezd egyenlStlenség:
deg f(z) > deg g(z).

Tekintsiik az elso esetet. A 2. Lemma értelmében

(1) f(z) = h(z)s(z) + r(2),
ahol
(2) deg r(z) < deg h(z).

Kénnyen belathatd, hogy r(z) € I, és ezért a (2) egyenlétlenségbél és a h(z)
polinom tulajdonsdgibdl kovetekzik, hogy az r(z) féegyiitthatéja oszthatd
p-vel.

Ha deg 7(z) < deg g(z), akkor az 1. Lemma kovetkeztében r(z) = 0, és
igy f(z) = h(z)s(z)+ g(z)0 és ebben az esetben a Lemma allitdsa igazoldst
nyert. Tekintsitk most azt az esetet, amikor degr(z) > degg(z). Irjuk fel
r(z)-et két polinom &sszegeként

’(2) = 1(2) + 92(a)
gy, hogy az ¢1(2) az r(z) polinom azon tagjaibdl 4ll, melyek egyiitthatdi

nem oszthaték p-vel, a p,(z) pedig az 7(z) azon tagjait tartalmazza, melyek
egyiitthatdl oszthatdk p-vel, azaz

p2(z) = pyy(a)

alakd, ahol ¢5(z) egyik egyiitthatéja sem oszthatd p-vel. Mivel az r(z) po-
linom féegylitthatdja oszthatd p-vel,

(3) deg r(z) = deg ¢2(z) > deg w1 (z).
Figyelembe véve a (2) egyenlGtlenséget a
(4) deg 1 (z) < deg h(z)

egyenlStlenséghez jutunk.



74 Veres Zsuzsanna

Az 1. Lemma szerint g(z) = pgi(z) alakba irhatd, ahol g,(z) egyik
egyiitthatéja sem oszthaté p-vel. A 2. Lemma szerint

e2(z) = g1(z)a(z) + r1(),
ahol
(5) deg 71 (z) < deg g1(z) = deg g(z).
Ekkor

r(z) = ¢1(z) + plgr(z)g(z) + ri(z)) =
= ¢1(z) + g(z)g(z) + pri(z).

Koénnyt beldtni, hogy a o;(z) + pri(z) polinom az [ idedl eleme. Mivel
deg prq(z) = deg r1(z) az (5) egyenlStlenségbdl és az 1. Lemmabdl a

deg(pr () + pri(z)) = deg 1 (z)

egyenl6séghez jutunk. Ez azt jelenti, hogy a ¢;(z) + pri(z) polinom f5-
egyiitthatéja nem oszthatd p-vel. Figyelembe véve a (4) egyenlétlenséget és
azt, hogy az [ idedlban azon polinomok fokszama, melyek féegyiitthatdja
nem oszthaté p-vel, nem lehet kisebb a h(z) polinom fokszdman4l, az utolsé
egyenl8ségbél a ¢y (z) + pri(z) = 0 kovetkezik. Igy r(z) = g(z)q(z) és az
(1) egyenldség szerint

f(@) = h(z)s(z) + gla)a().

Tekintsiik most a masodik esetet, azaz amikor
deg f(z) < degh(x).

Felirjuk az f(z) polinomot két polinom OGsszegeként
f(z) = fi(z) + fa(z),

ahol az fi(z) polinom az f(z) azon tagjaibdl all, melyek egyiitthatéi nem
oszthatSk p-vel, az f,(z) pedig f(z) polinom azon tagjait tartalmazza, me-
lyek egyiitthatéi oszthatdk p-vel. Mivel az f(z) polinom fokszdma kisebb a
h(z) fokszadmandl, ezért f(z) foegyiitthatéjanak oszthaté p-vel. Ezért

deg f(z) = deg f2(z) = deg pfyo(z) > deg f1(z),
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ahol fo(z) = pfy(z) és az f;(z) polinom egyik egyiitthatéja sem oszthaté
p-vel. A 2. Lemma miatt

f(z) = g'(z)q(z) + r(z)
alaki, ahol degri(z) < degg'(z) = deg g(z). Ebbél nyerjiik, hogy

f(z) = filz) + p(g'(z)g(z) + r1(2)) =
= fi(z) + g(z)q(z) + pr1(z)

Mint az el6z8 esetben, most is meggyézédhetiink réla, hogy prq(z)+ fi(z) =
= 0, ezért

f(z) = h(2)0 + g(z)q(z)
alakban irhaté fel. A Lemma be van bizonyitva.

1. Tétel. A Z,[z] polinomgyiirli barmely idedlja legfeljebb n elemmel
generalédik.

Bizonyitas. A bizonyitdst n-szerinti teljes indukcidval végezziik. A
Z,[z], a Z, test folotti polinomgyiirti féidedlgyiirti, n = 2 esetben pedig
a 3. Lemma szerint a Z,2[z] polinomgyfirti minden idedlja legfeljebb két
elemmel generaldédik. »

Tegyiik fel, hogy Z,«-1[z] minden idedlja legfeljebb n — 1 elemmel ge-
neralédik. Tekintsiik azt a

@ B [2] = Byn-sla]

homomorfizmust, amelynek magja ker ¢ = p" " Zyn[z]. Ha I a Z,» [z] gytirii
idedlja, akkor a (/) = I idedl az indukcids feltevés alapjan legfeljebb n—1,

gO(:L'), gl(l'), s ’gn—Z(x)7
polinommal generalédik, és ezekre a polinomokra teljesiil, hogy ¢;(z) egyiitt-
hatéi oszthaték p'-nel, de nem oszthaték p*+'-nel (s = 0,1,...,n—2) és fok-
szamuk minimdlis az ezzel a tulajdonsdgal biré / idedl polinomjai kéz5tt.
Ha f(z) € I, akkor ¢(f(z)) = f(z) € I és

f(z) = go(z) Yo(z) + 91(z) 1(z) + - + gn-2(2) Yn-2(z)

alakban irhaté fel, ahol ¢;(z) € Z,n-1[z] (i = 0,1,...,n — 2). Jeldlje gi(z)
és ¥;(z) (s = 0,1,...,n — 2) megfelelen az g;(z) és az ¥;(z) polinomok
valamelyik inverz képét. Ekkor

f(z) = go(2)do(2) + 91(2)1(2) + -+ + gn-2(2)n—2(2) + 1(2),
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ahol t(z) egy megfelel polinom a ¢ homomorfizmus magjébdl. Igy a t(z)
polinom minden egyiitthatéja oszthaté p"~!-nel, vagyis t(z) = p"~1t'(z)
alakban irhaté fel. Tehat

J(2) = go(&)to(z) + g1(&)¥r () + -+ + gna(@)Pna(z) + p" 7't/ (2).

Ez az egyenlGség azt jelenti, hogy a Z,[z] polinomgytirt tetszdleges idedlja
legfeljebb n elemmel generalédik.

Ha a t(z) polinomnak nagyobb a foka mint az [ idedl azon miniméa-
lis fokszami polinomjainak amelyek egyiitthatéi p™ !-nel oszthatdk, akkor
t(z) = p"~'t'(z) és a 2. Lemma szerint

e) = P t(z) = P gl (bt (2) = g (2)n 1 (2),
ahol g,_1(z) polinom egyiitthatéi oszthaték p"~!-nel, és igy,

f(@) = gole)o(z) + g1(z)¥r(2) + -+ + gn1(2)on 1 (2).
Tehat, a Z,- [z] gyliri tetszéleges [ idedljdnak generatorrendszere olyan
go(z), g1(z), ..., gn1(z)
polinomokbdl all, hogy barmelyik g;(z)-re igaz, hogy g¢;(z) egytitthatéi oszt-

haték p'-nel, de nem oszthaték p**!-nel, és fokszdmuk minimalis az ezzel a
tulajdonsaggal biré polinomok kozétt.



A geometriai szerkeszthetoségrol

KISS PETER és MATYAS FERENC

Abstract. (On the geometrical constructibility) In this paper we deal with the alge-
braic theory of geometrical constructibility, especially with the case of the constructibility
of regular polygons. We give such a proof of Gauss’ famous theorem which can easily be

understood by the students of Teachers’ Training Colleges.

Dolgozatunkban a geometriai szerkeszthetGség algebrai elmélete tani-
tasanak az EKTF matematika szakos hallgatéi szaméara kidolgozott és az
elmilt években tanitott viltozatdval foglalkozunk. E témakor targyaldsa ter-
mészetesen megtaldlhaté tébb helyen (pl. [1], [2], [3], [4]), de a bizonyitdsok
sokszor csak vdzlatosak, féiskolai hallgatok szamara nem mindig érthetdek.
Cikkiinkben igyeksziink a fGiskolai hallgaték matemaikai ismereteinek meg-
felel6 bizonyitdsokat adni, igy feltételezziik, hogy az olvasd is rendelkezik a
harmadéves foiskolai hallgatéktdl elvarhaté algebrai (testbGvitési) és szadm-
elméleti alapismeretekkel.

Eloszor tisztazzuk, hogy euklideszi szerkesztés soran milyen adatokat,
milyen eszkozoket és milyen eljarasokat engediink meg. A szerkesztés ada-
tai: adott sikban véges sok pont, egyenes és kor, mig szerkesztési eszkdzként
egyéli vonalzét, ill. korzot hasznalhatunk. Szerkesztési eljardsként az aldb-
biakat engedjiik meg:

— két adott (vagy mdér szerkesztett) ponton at egyenes meghizisa,

— adott (vagy szerkesztett) pontok tdvolsdgdval, mint sugdrral adott (vagy
szerkesztett) pont, mint kozéppont koré kor rajzoldsa;

— két adott egyenes metszéspontjanak kijeltlése;

— adott egyenes és adott kir metszéspontjainak kijeltlése.

A fenti, in. alapszerkesztések véges sorozatat euklideszi szerkesztésnek
nevezziik. Egy szerkesztési feladatot megoldhaténak mondunk, ha a keresett
(szerkesztendd) pont vagy ponthalmaz euklideszi szerkesztéssel el6allithatd.

A geometriai szerkeszthetGség algebrai jellemzése

Mivel az euklideszi szerkesztés minden 1épése egy adott sikban torténmik,
ezért mind az adatok, mind az alapszerkesztésekkel kapott djabb pontok,
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egyenesek és korck azonositasara vegyiink fel az adott sikban egy derék-
sz0gl koordinatarendszert. Az adatok Ay halmazinak legaldbb két pontot
tartalmaznia kell (ellenkez6 esetben a szerkesztési algoritmus el sem indit-
hatd), ezért a koordinatarendszer felvehetd gy, hogy Ay egyik pontja a ko-
ordinatarendszer origdja, mig egy masik pontja az egyik koordinata-tengely
egységpontja legyen. Ebben a koordindtarendszerben Ay ponjait koordina-
taikkal, Ao koreit a kézéppontjaik koordinataival és sugaraik hosszaval, mig
Ag egyeneseit az a;xr + b;y = ¢; normdal vektoros egyenletiikben szerep-
16 (ai,bi,¢;) szamharmasokkal jellemezhetjiik (ill. azonosithatjuk). Az A
elemeihez igy rendelt ,koordinatik” halmazat jeldljiik A'g-lal. Az adatok
Ap halmazahoz igy eldallitot Ky-hoz rendeljiik hozza azt a legsziitkebb T
szdmtestet, melyre Ky C Ty. Konstrukciénkbdl adddik, hogy Q € To C R.
Erdemes megjegyezni, hogy a T; szamtest nem fiigg attdl, hogy Ay mely
pontjat vilasztottuk a koordinatarendszer kezdg, ill. egységpontjdnak, mivel
az egyik koordinatarendszerbdl a mdsikba valé &ttérés sordn csak Ty beli
alapmiiveleteket végziink, igy a transzformdcids szdmitisok eredményei is
Tg-ba.n lesznek. Példéul, ha A() = {Pl,Pz, P3,€1, €y,€3, k‘}, ahol Pl, Pg, P3
az 1. dbra szerinti pontokat, e;, eq, e3 egyeneseket, mig &k kort jelsl, akkor
Ag elemeit az alabbi mdédon jellemezhetjiik.

N

Yy

<

¢
1. dbra
P1(0,0); Py(1,0); P3(2,1), e1(1,1,1), e5(1, —2,0), es(1,0, 1) és k(2,1,1,),
mivel e; egyenlete: z + y = 1, e; egyenlete: z — 2y = 0, es egyenlete:
z+ 0y = —1 és a k kor egyenlete: (z — 2)2 + (y — 1)2 = 12. Ebben az
esetben Ky = {0,1,2,-1,-2} és Ty = Q.
A tovdbbiakban vizsgdljuk meg az Ap-bdl szerkesztheto pontok koordi-
natdit tartalmazd szdmtesteket. Errdl szdl a kovetkezo tétel.
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1. Tétel. Az adatok A (legaldbb két pontot tartalmazd) halmazdbdl
az Ay elemeit tartalmazd sik P pontja akkor és csakis akkor szerkeszthetd
meg euklideszi szerkesztéssel, ha a P pont koordinatai egy olyan T szdmtest
elemei, mely az Ag-hoz rendelt T szdmtest 27-edfok algebrai bévitése, ahol
j > 0 valamely egész szam.

Bizonyitas. Az Ag elemeibdl euklideszi alapszerkesztésekkel szerkesz-
tett ponthoz juthatunk két egyenes metszéspontjanak, egyenes és kor, ill. két
kor metszésponjanak meghatarozasival. Vizsgaljuk meg az igy szerkesztett
pont koordinatait az egyes esetekben.

a) Legyen e; és ez a két metszs egyenes, melyek egyenlete eq: a;z+b1y =
= ¢ és e3: ayT + by = ¢y, ahol ey,e3 € Ag, a, b;, ¢; € Ty (Z = 1,2)

N

l |
‘o
\\
‘ ©
: o
2. 4dbra

A P metszéspont z; és y; koordindtdit az

C1 b1 a; C

cz by az (3
1 = e N =

a b ay b

ag b2 ag bz

formuldk adjdk, azaz z;,y; € T = Ty.

b) Legyen az egymast metszé e egyenes, ill. k kor egyenlete e: ax + by =
=c il k: (z — u)2 4+ (y—v)® = r?, ahol e,k € Ag és a,b,c,u,v,r € Ty
(r > 0).
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y ~
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\k¥’/
1 x
3. 4dbra

Az igy megszerkesztheté Py és P metszéspontok (zy,y1), ill. (z2,¥2)
koordinatait az

ax +by=c
(z-w)+(—o) =7

egyenletrendszer megoldasai adjak. Az a? + b* # 0 miatt feltehetjiik, hogy
pl. b # 0 és igy z,,x, értékét az

vagy az ebbdl rovid dtalakitdssal kaphaté z2 + Az + B = 0 alakd mésodfokd
egyenlet

-A+VD

T12 = 9

gyokei adjak, ahol A és B az a,b,u,v és r-tdl linearisan fiiggé konstans,
D = A? — 4B és A,B,D(> 0) € Ty, tovdbbd y; 5 = %(c — azy13). Ha
VD € Ty, akkor z1,z3,y1 és ys is To-beli elem, mig VD ¢ T esetén az
Z1,Z9, Y1 €s ya koordinatak egy olyan T, szdmtest elemei, melyre Ty C T,
é Ty = To(\/ﬁ), azaz a T; szdmtest a T, masodfoki algebrai bovitése.

c) Legyen az egymast metszé kq é€s k; korok egyenlete ky: (z — g )2—1—
+(y — v1)2 =7 ill. ky: (z - uz)z + (y — vz)z = 72, ahol ky,ky € Ag, mig
u;,v;,7; € Topésr; >0 (’L = 1,2).
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k,
(\I(L}lﬂ Vi) : Pw (1‘(\3- _\/3)
rl
I,

1 D (x,. \1 ) (‘fj(u;,, w) o

k.

1
4. 4bra

A megszerkeszthetd P és P, pontok (z1,v1), ill. (z2,y2) koordinatait

(z—u)’ + (y — )
(z —uz)* + (y — v2)* = 1}

1l

<
s
S

egyenletrendszer megoldasai adjak. Lathatd, hogy pl. az 21, z, megolddsok
ebben az esetben is egy alkalmas

P4+ Az 4+ B=0 (A, B,D(= A —4B >0) € Ty)

egyenlet gyckei. Ezért — hasonléan a b) esethez — 21,25,y és y, elemei
T()-Ila.k ha \/5 € T[), ml'g \/E g T(] esetén T1,ZTa,Y1,Y2 € T1 = TO (\/E)

Ha az adatok Ag és a mar megszerkesztett pontok halmazdbdl jabb
pontot (vagy pontokat) szerkesztiink, akkor az a), b) vagy c) esetek ismé-
telt alkalmazésaval lathatjuk, hogy az @ pontok koordindtdi Ty vagy a T,
szamtestben, vagy a Ty = Ty (y/D;) testben taldlhaték, ahol Dy € Ty, de
VD1 € T; és Q C Ty C T; C T;. Tovabb folytatva a szerkeszthetd pontok
koordinatdinak meghatdrozasat lathatjuk, hogy minden szerkeszthetd pont
koordinadtaja Ty-ban, vagy valamely T; = T;_; (y/D;-1) szdmtestben ta-
lalhaté, ahol D1 €T;4, \/Dj_l Q T;_1 és

QQTOCTlCTZC"'CTjC"'CTkCR
(1 £ j < k). Mivel T; minden esetben masodfoki algebrai bévitése T;_;-

nek, ezért — tudva, hogy az egymds uténi algebrai bévitések sordn a bovité-
sek fokszama szorzédik — T; valéban 27-edfokd (algebrai) bévitése Ty-nak.
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Bizonyitasunk mésodik részében megmutatjuk, hogy a T; = T,
(vVDj-1) (Dj-1 € Tj_y) test elemeivel, mint koordindtdkkal adott min-
den pont valdban szerkeszthet6 euklideszi szerkesztéssel.

Ismert, hogy a T;(1/D;_1) test minden eleme a;_y + b;_;1+/D; 1
(aj—1, bj—1,Dj_1 € T;_1) alaki, ezért az elemek szerkeszthetdsége a;_1,
bj_1, D;_1 € RY esetén egyenértékii szakaszok Gsszegének, kiilénbségének,
szorzatdnak, hinyadosanak és négyzetgyckének euklideszi szerkesztéssel va-
16 elallitasaval. Elemi geomeriai tanulmanyainkbdl ismert, hogy a fenti szer-
kesztések mind elvégezhetSk a megengedett euklideszi alapszerkesztésekkel.
S6t, ha a komplex szimokat vektorként vessziik fel, a miiveleteket pedig
a komplex szamok abszolut értéke és iranyszdge segitségével végezziik, ak-
kor aj_q1,b;_1, dj—1 € C esetén is elvégezhetd valamennyi fenti szerkesztési
lépés. (Néhany szerkesztés menetét 1dsd. [3]-ban.) Az alaptest minden 2-
edfoki bovitését masodfoki bovitések sorozata adja, igy a tételek allitisa
bizonyitott.

Megjegyzés. Ha az adatok Ap halmazahoz rendelt T, szdmtestre
To = Q, akkor az 1. Tétel szerint pontosan azon P pontok szerkeszthetdk
meg euklideszi értelemben, melyek koordinatdi Q-nak valamely 27-edfoki
algebrai bdvitésében talalhaték, azaz — az algebrai bovitésekrél tanultak
szerint — a koordinatak, mint valds szamok zérushelyei egy Q f6lott irre-
ducibilis 27-edfokd raciondlis egyiitthatés polinomnak. A z komplex szamot
reprezentilé P pont esetén a szerkeszthetdség kérdése nyilvanvaléan ekvi-
valens azzal, hogy z gyoke-e egy Q folott irreducibilis 27-edfokd raciondlis
egyiitthatds polinomnak.

Klasszikus szerkeszthetdségi problémak

Az 1. Tétel alkalmazasaként kénnyen adhatunk vilaszt néhiny neveze-
tes, szerkeszthet6ségi problémara.

— A kockakettSzés (déloszi probléma) néven ismert szerkesztési fel-
adatban egy adott kocka élébdl kell egy kétszer akkora térfogati kocka élét
megszerkeszteni. Tekintsiik az adott él, mint szakasz két végpontjit egy ko-
ordindtarendszer origéjanak és (egyik tengelye) egységpontjinak. Ebben a
koordinatarendszerben az adatok jellemezhetdk a Ko = {0,1} halmazzal és
igy a hozza tartozé Ty testre Tg = Q. A feladat megoldasahoz a kettd térfo-
gatii kocka ¥/2 hossziisagi élét kellene megszerkesateni. De az 1. Tétel utan
tett megjegyzésiink szerint ez nem lehetséges, mivel /2 az f(z) = z° — 2
raciondlis egyiitthatds, Q f6lott irreducibilis de nem 27-edfokd polinom zé-
rushelye.
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Ha olyan szerkesztési lépéseket is megengediink, melyek nem euklideszi
alapszerkesztések, akkor e probléma szerkesztéssel megoldhaté lehet, ldsd
pl. [2], 123. oldal.

— A szogharmadolas (triszekcié) néven olyan véges szerkesztési el-
jirds keresése a feladat, mely tetszdleges sz6g harmaddnak a szerkesztését
adja. Konkrét szog, pl. 90° harmadolasara konnyen tudunk euklideszi szer-
kesztési eljarast adni, ugyanakkor az altaldnos eljards létezését cédfolhatjuk,
ha taldlunk olyan szoget, melynek harmada nem szerkesztheté euklideszi
értelemben. Alh’tjuk, hogy pl. 60° harmada nem szerkeszthetd.

Legyen adott két pont, mely egy koordinatarendszer origdja, ill. egy-
ségpontja (e két pont ismeretében a 60°-os sz6g mar szerkeszthetd). gy
Ko = {0,1} és Ty = Q. Mivel 60° harmaddnak, 20°-nak a szerkesztheto-
sége nyilvdnvaléan ekvivalens cos 20° (ill. sin 20°) szerkeszthetoségével, ezért
elegendé megmutatnunk, hogy cos 20° nem szerkeszthet. Az } = cos 60° =
= 4cos® 20° — 3cos 20° trigonometrikus egyenléségbdl z = cos 20° helyette-
sitésével a 8z —6z—1 = 0 egyenlSséghez jutunk, azaz = cos 20° zérushelye
az f(z) = 8z — 6z — 1 polinomnak. Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy a Rolle-
tétel szerint lehetséges £1, :i:-;—,:{:%,:t%— raciondlis szdmok nem zérushelyei
az f(z) polinomnak, ezért f(z) irreducibilis Q f5l6tt. Mivel f(z) nem 27-
edfokd polinom, igy cos 20° (és vele egyiitt 20° nem szerkeszthetd euklideszi
szerkesztéssel.

Persze, nem-euklideszi szerkesztési 1épéseket is megengedve, vagy az
adatok Ag halmazinak alkalmas bovitésével e feladat is megoldhaté, lasd
pl. Bolyai J4nos szerkesztési eljardsat [2] 129 oldaldn.

— A kor négyszogesitése, ill. kiegyenesitése néven ismertek azok a
szerkesztési feladatok, amikor adott kor teriiletével egyenld teriiletii négyzet
oldalat, ill. adott kor keriiletével egyenlé hosszi szakaszt kell szerkeszteni.
Legyen ebben az esetben is adott két pont, az egyik a kér kdzéppontja, a
madsik a kor egy keriileti pontja, melyek a koordinatarendszeriink origéja,
ill. egységpontjai lesznek. Tgy Ko = {0,1} és Ty = Q. A feladatok nem meg-
oldhatésagat az f(z) = 2? —x,ill. a g(z) = z — 27 polinomok zérushelyeinek
nem szerkeszthet&sége adja. Ugyanis 7 transzcendens volta miatt /7 és 27
is transzcendens, holott az 1. Tétel szerint csak (specidlis) algebrai szdmok
szerkeszthetOk euklideszi szerkesztéssel.

— A szabadlyos sokszogek euklideszi szerkeszthet3ségére vonat-
kozik a kovetkezo, Gauss-tdl szdrmazd hires tétel:

Gauss-tétel: Az n-oldald szabdlyos sokszog akkor és csakis akkor szer-
keszthet6 meg euklideszi szerkesztéssel, ha n = 25p;p, ---p, alakid (n >
>3,k >0,7>0), ahol p1,p2,...,p, kilonb6z6 Fermat-féle primek. (Egy
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p primszam Fermat-féle, ha p = 22 4+ 1 alakd, ahol ¢ € N).

Megjegyzés. Mivel egy adott szdg 2%-ad része szogfelezéssel mindig
szerkeszthetd, ezért a bizonyitdsban feltehetjik, hogy n(> 3) paratlan egész,
tovdbbd a tétel bizonyitdsit az aldbbi tételek (részillitisok) bizonyitdsira
bontjuk.

2. Tétel. Legyen n = p > 3 primszdm. A p oldahi szabdalyos sokszog
akkor és csak akkor szerkeszthetd euklideszi szerkesztéssel, ha p Fermat-féle
prim.

3. Tétel. Legyen n = pyps - - pr, ahol p1, pa, ..., pi killonb6zé paratlan
prim és » > 2. Az n-oldali szabdlyos sokszdg akkor és csak akkor szerkeszt-
het6 euklideszi szerkesztéssel, ha p;, ps, ..., p, Fermat-féle primek.

4, Tétel. Legyen p paratlan prim. A szabélyos p? oldald sokszég nem
szerkeszthetd euklideszi szerkesztéssel.

5. Tétel. Legyen n paratlan és p? | n, ahol p > 3 prim. Az n-oldahi
szabdlyos sokszog nem szerkeszthet6 euklideszi szerkesztéssel.

A tételek bizonyitasaban felhasznéljuk azt az ismert tételt, miszerint
a (?) binomislis egyiitthaté oszthatd p-vel, ha p prim és 0 < k < p. Fel-
haszndljuk tovibbd az igynevezett Schénemann—Eisenstein irreducibilitasi
kritériumot, mely kimondja: ha f(z) = a,z"™+: - -+ ap egy egész egyiitthatds
polinom és p egy prim, mely eleget tesz pla,, p|a; (1 =0,...,n—1), p*|ag
feltételeknek, akkor f(z) irreducibilis a raciondlis szamtest felett.

2. tétel bizonyitdsa. Egy szabilyos p oldald (pl. egységsugari kérbe
irt) sokszog szerkeszthetdsége nyilvanvaléan ekvivalens olyan véges algorit-

mus megaddsaval, mellyel az o = 2?” sz0g szerkeszthetd. Mivel o = 27” sz0g

akkor és csak akkor szerkesztheto, ha cos gpi (ill. sin %’r) szerkeszthetd, ezért
vizsgalhatjuk az £(p) = cos lpﬁ + tsin 27” komplex p-edik egységgytk szer-
keszthetéségét. Ebben az esetben is indulhatunk a Ky = {0,1} halmazbdl,
azaz To = Q. Az 1. tétel utdn tett megjegyzés szerint e(p) akkor és csak
akkor szerkeszthetd, ha e(p) zérushelye egy Q fol6tt irreducibilis 27-edfokd
raciondlis egyiitthatés polinomnak. Tudjuk, hogy ¢(p) zérushelye az

zP -1

f@)=——T ="+ 4 tat],

igynevezett p-edik kérosztasi polinomnak, melynek Q f6l6tti irreducibilitdsa
az alabbi mdédon igazolhats. Helyettesitsiink z helyére y + 1-et, ekkor

o) = sy 1y = LT
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— .,p—1 p p—2 p p
e (e (e ()

Mivel p | (B),p | (8),...,p | (pfl), de p?'{(pfl), ezért az emlitett
Schénemann—Eisenstein-tétel szerint f(y + 1) (és vele egyiitt f(z) is) irre-
ducibilis Q folott. fgy a szerkeszthetoség szitkséges és elégséges feltétele ha
p—1=27 azaz p =2/ +1, ahol j € N. Mivel p = 27 4+ 1 prim, ezért j csak
j = 2! (t € N) alaki lehet, mert ellenkezd esetben p nem prim (ugyanis
j = 2tm, m > 3 paratlan esetben 22 + 1| (22) +1).

3. Tétel bizonyitasa. Legyenek pi,ps,...,pr killénb6zé Fermat-féle
primek (r > 2). A 2. Tétel szerint a p;,ps, ..., p, oldali szabdlyos sokszogek
szerkeszthetdk, azaz az

2r
ay = —, a3 = y  eees Qp
4! P2 Pr
szogek szerkeszthetSk. Allitjuk, hogy léteznek olyan kq, ks, ..., k, egész sza-
mok, melyekre

_271' _27r

kray + ksag + - - + krar = @,
ahol a = - ax_ -, azaz az n = p1py- - P3 oldalui szabdlyos sokszdg szer-
keszthetdségével ekvivalens o sz6g szerkeszthetd. Ugyanis a helyettesitéseket

11 »

1=

elvégezve és a q; = p‘, jel6lést bevezetve a
7

qky + gk + -+ gk =1

linearis diofantoszi egyenletet kapjuk, mely (g1, ¢z,...,¢,) = 1 miatt mindig
megoldhatd.

A tétel Allitdsdnak sziikséges részét indirekt mddon igazoljuk. Tegyiik
fel, hogy az n = p;p, - - -p, oldald szabalyos sokszdg szerkeszthetd és pl. p;
nem Fermat-féle prim. Ekkor a megszerkesztett n-oldald szabdlyos sokszog
minden p;ps - - pr-edik csticsdt 6sszekotve egy pr (nem Fermat-féle prim)
oldali szabalyos sokszoget kapunk, mely ellentmond a 2. Tételnek.

4. Tétel bizonyitasa. Az 1. Tétel szerint elegendé megmutatni, hogy

2m 2
e(p?) = cos — +isin =
p

p
komplex szdm zérushelye egy nem 27-edfoki, Q f6l6tt irreducibilis raciondlis
egyiitthatés polinomnak. Tudjuk, hogy £(p?) zérushelye az
7 1

f@)= —— =2 427D 4t o 41
o
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polinomnak, melynek Q f6l6tti irreducibilitdsa az alabbi médon igazolhatd.
Helyettesitsiink z helyébe y + 1-et, ekkor

&)= v+ 1 =

++ )T (D) 1=y g,

— (y + 1)?(?‘1)+

és

(y+1)P-1=9"+ (f)y”'l +ot (pf 1)y= P + pha(y),
ahol hy(y) egy egész egyiitthatds, p — 1-edfoki polinom. Mivel

(W +1)° = (" +phi(y) +1)7,
12y
(Y417 —1= (WP +1) +pha(y))’ = 1= (47 + 1)" + pha(y) = 1 =
= 4" + phs(y),

ahol hy(y) és h3(y) egész egyiitthatds polinomok, melyek fokszama p(p—1).
Ezért

(y+1)" -1 _ Y 4 phsly)
(y+1)" =1 y? + phi(y)
op . ha(y) = yP TPhi(y) _
y? + phi(y)

= 777 4 pha(y)

flz)=fly+1) =

=Y

ahol hy(y) alkalmas egész egyiitthatés, p* — p — 1-edfokd polinom. Mivel
fly+1) = y”(P‘l) +---+pis igaz, ezért az ismert Schonemann—Eisenstein-
tétel szerint f(y+1) (és vele egyiitt f(z) is) irreducibilis Q f6l6tt, de p? —p #
# 27, mert p paratlan prim.

5. Tétel bizonyitasa. Indirekt bizonyitast vilasztva, tegyiik fel, hogy
az n = p?m oldald szabdlyos sokszog szerkeszthetd (p péaratlan prim és
m > 3). Ekkor a megszerkesztett n oldali szabalyos sokszég minden m-edik
cstcsat Gsszekotve egy p? oldald szabalyos sokszdget kapunk, mely ellent-
mond a 4. Tételnek.

A 2—5. Tételekbdl Gauss tétele mar kovetkezik.
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Végezetiil valaszt adunk arra a kérdésre, hogy mely egész fokos szogek
szerkeszthetok euklideszi szerkesztéssel.

6. Tétel. n° (n € N) akkor és csak akkor szerkeszthetd euklideszi
szerkesztéssel, ha 3 | n.

Bizonyitas. Gauss tétele szerint a szabélyos 6tszog szerkeszthetd, mert
360°

5 = 2% + 1 alakd Fermat-féle prim, azaz =g~ = 72° szerkeszthetd. Mivel
60° konnyen szerkeszthet6 az ismert mddon, ezért a ketté kiillonbsége —
70° — 60° = 12° — is szerkeszthetd. 12°-bdl szogfelezéssel szerkeszthetd
a 6°, ill. 3°. 3° ismeretében n = 3k esetén n° = (k3)° (k € N) nyilvan
szerkesztheto.

Ha n = 3k £ 1 alaki természetes szdm és n° szerkeszthetd lenne, ak-
kor — (k3)° szerkeszthetSsége miatt — 1° is szerkeszthetd lenne, amibél a
20 - 1° = 20° szerkeszthetosége kovetkezne, ami ellentmond a szégharmado-

l4s témaban bizonyitott allitasnak.
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Az altalanositas,
mint a problémamegoldas része

OROSZ GYULANE

Abstract. (The generalization is as part of the problem solving) First part is an
introduction. It is about Gyo6rgy Polya’s method in generally and we give some important
definitions, such as problem, problem solving, the steps of the problem solving. Second
part consists of a generalization of the mathematics problem. This part consists of exam-

ples connect with the generalization.

A problémamegoldds médszertanat, a tanitasban és a tanarképzésben
betoltott szerepét egy kivalé matematikus, Pdlya Gyérgy kényvei, cikkei
részletesen elemzik. Pedagdgiai miivei a tandrképzésben is j6l hasznosithaté
problémadkat, metodikai észrevételeket, itmutatasokat tartalmaznak.

Problémanak, nevezziik az olyan szituicid, kérdés, feladat felvet6dé-
sét, amelyre a vilaszt, a megolddst nem tudjuk azonnal észlelés, emlékezés,
tapasztalds alapjdn kozvetleniil megadni, hanem csak kozvetet tton, gon-
dolkodasi és logikai miiveletvégzéseken keresztiil.

Problémamegolddson egy kittiz6tt cél meghatirozott feltételek mel-
lett torténd elérésére irdnyuls tevékenységet értjik.

A problémamegoldas egyes fazisait altalinosithaté térvényszerii-
ségek jellemszik.

El6szér a szemlélédés, empirikus tevékenység oldalardl kozelitjiik meg a
kitizott feladatot, prébaljuk megsejteni az eredményt, taldlgatunk. Ezt ko-
veti a fogalmi szintre térténd attérés. Definicidkat, segédtételeket, részprob-
lémakat fogalmazunk meg, Osszefiiggéseket keresiink. Az elsédleges megol-
dast egyre finomitjuk, kikiisz6boljiik az esetleges hidnyokat. Eredményeinket
tapasztalati aton ellendrizziik, majd a megolddst megfelelé logikai rendbe
szedve megfogalmazzuk. Ezt a fogalmi szakaszt mar 4tszévi az asszimilalds.
A megoldott problémat beépitjiik meglévo ismereteink rendszerébe. A meg-
oldasnal alkalmazott médszereket gondolkodasunk egészébe illesztjiik, hogy
azokat Wjabb feladatok megolddsindl felhasznilhassuk. Felvet6dik az alkal-
mazasok lehetdsége, esetleg 11j problémakat, tovibbi dltaldnositdsokat
fogalmazhatunk meg.
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A tandrjeloltek képzésében az ,Elemi matematika” cimi targy célja
a problémamegoldds metodikajanak elsajatitasa, a problématervezéshez és-
megoldashoz sziikséges tanari készség kifejlesztése. A feldolgozdsra kerii-
16 problémaanyag tartalmaz altalanos és kozépiskolai versenyfeladatokat is.
Ezen versenyfeladatok megolddsa is alkotd szellemi munka, amely sok 6ré-
met okozhat tanarnak, didknak egyarant.

A tanulményi versenyek feladatainak, megolddsuknak az elemzése so-
rén felvetédnek azon tulmutaté kérdések. Uj problémak adédnak az adatok
és feltételek varidlasakor, az analégidk, atfogalmazdsok kapcsan, az altala-
nositdsra, vagy specializaldsra térekvés utjan.

Az dltaldnositdsok, specializdldsok fejlesztik a tanarjeléltek probléma-
laté és problémaalkotd készségét. A tanitds sordn valé alkalmazési leheto-
ségiik jelentGs, hiszen a specializdlds szamos versenyfeladat konstrudldsat
teszi lehet6vé. A versenyfeladatok altalanositdsai, a foiskolai tananyagbdl
ismert mélyebb tételek, mddszerek specidlis esetei vezethetnek olyan elemi
problémadkra, amelyek kozépiskolai, esetenként altaldnos iskolai ismeretek
birtokdban megkozelithet&k.

Ijgy véljiik, hogy a fenti gondolatokat egy konkrét matematikai példaval
tdmaszthatjuk ald leginkdbb. A kévetkezokben egy kézépiskolai tanulmanyi
versenyfeladat altaldnositasat fogalmazzuk meg és a megoldds gondolatme-
netét ismertetjiik.

Egy versenyfeladat altaldnositdsa

Egy n (n > 1) napig tarté sportversenyen m db érmet osztottak ki. Els6
nap 1 érem és a megmaradd érmék %l--ad része keriilt kiosztdsra (a > 1), a
masodikon 2 érem, s a még fennmaraddk %-ad része és gy tovibb. Végiil
az m-edik, azaz utolsé napon kiosztottdk a még visszamaradt pontosan n
darab érmét. Hiny napig tartott a sportverseny és hany érmét osztottak ki
Osszesen?

Megoldas. Vizsgaljuk meg az egyes napokon megmaradd érméket. Az

elsé nap utan:
a—1

(m-1)%5

érem maradt. A masodik nap utdn:

((m_l)a—l_z)a—l

a a
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érem maradt. A harmadik nap utédn:

-1 -1 -1
<((m—1)“ —2)“ —3)“
a a a
érem maradt.

Az (n — 1)-edik nap utdn n érem maradt. A fentiekbdl a kovetkezd
egyenletet kap juk:

v (-0t o) o) T

a [

Az egyenletet a kovetkezd alakba ifrhatjuk:
(a—l)n—l (a_1>n—1 <a_1)n—2
m -1 —2 -
a a a
a—1\""° a—1

n—1
A (2) egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk meg ( 2 ) -nel

a-1
2
m-1-2(——) -3 =) -
m a—1 a—1
a n—2 a n—1
g (o)
m-re a (3)-bdl a kévetkegdt kapjuk:
2
—142( =) +3(—) +
m a-1 a—1
n—2 n—1
4.4+ (n—1) ¢ T
a—1 a—1

Eszrevehetjiik, hogy az egyenlet jobb oldaldn az

(2)

I
3

(3)

(4)

142z +32z +-- +nz" ! = f(2)

figgvény 2 = 27 (a > 2) helyen vett értéke All. Allitsuk el8 f(z)-et egy-
szeriibben.
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A mértani sorozat Gsszegképletét alkalmazva:

2 n—1 z" -1
l+z4+2z°+.---+2 =71 ha z#1
n—l_l no__
a:+:c2+-~+:c”'1:zx =2 d
z—1 z -1
-2 n 2
2 n—1 227 -1 2 -z
.. x - -
ot + ¢ r—1 x—1
\ z—1 z"—z"1
xn-—lzz,n—l —
z—1 z-—1

Adjuk 6ssze a fenti egyenloségeket, a jobb oldalon a lehetséges kieme-
” ” - \
Iések utan kapjuk:

1 n_q
fle)y=1420+32% +.- -+ 02" = (nw”-xx 1)

A jobb oldalt tovabb alakitva:

f(2) 1 nz™tl —pz? — "+ 1 nz™tl — (n +1)z™ + 1
Tl = =

r—1 z—1 (.’L‘ — ]_)2
Behelyettesitve az z = %1 értéket (4)-bdl a kévetkezd adddik.

n(azl)nﬂ —(-1)(z%) +1 Cer(n—a+1)

( 2 _1)2 (a —1)""

a—1

+(a~1)’

(5) m=

"(n—a+1
M—)-nek is egész szamnak kell lennie.

(a _ l)n—l
. . . . n—{(a-1)
Mivel @ és (a — 1) relativ primek, ez csak Ggy lehet, ha ————*
a —_—

Az m egész szam, ezért

— s egész
1)

szam. Megmutatjuk, hogy n = a—1és m = (a — 1)2.

Minden n > 1 természetes szamra és a > 1 rogzitett természetes
szamra:
n—a<a!
Teljes indukciéval bizonyitjuk &llitdsunkat: n = 1, esetén 1 — a < a° = 1,
mert a > 1.
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Tegyiik fel, hogy n = k-ra k —a < a*~! szorozzuk a-val az egyenlStlen-
ség mindkét oldaldt ak — a? < alF~1+1 = 4,
Mivel (k + 1)a — a? < ak — a?, ha k > 1, ezért méginkdbb

(k+1) —a < alkt)—1

—(a—1
Tehat n—(%?ll, csak akkor lehet egész szdm, ha n = a — 1, de ekkor
a—

viszont m = (a — 1)°.
Megjegyzések

Specializdlassal a fenti altaldnositott feladatra tdmaszkodva olyan fela-
datokat készithetiink, amelyek koézépiskolai, illetve altaldnos iskolai ismere-
tek felhasznaldsaval megoldhatdk.

1. Ha a = 7, akkor egy kozépiskolai versenyfeladatot kapunk, amelynek
megoldasa azonnal adddik, n = 6 és m = 36.

2. Ha a = 9, akkor a koévetkezd altalanos iskolai versenyfeladatot fogal-
mazhatjuk meg:

Egy kis csapat szilvat kapott a tdborban uzsonndra. A csapat vezetdje
gy osztja szét a tagok kozott a szilvat, hogy az elsonek ad egy szilvat és
a megmaradt szilvak 9-ed részét, a masodiknak két szilvit és a megma-
radt szilvak 9-ed részét, a harmadiknak hirom szilvat és a megmaradt
szilvdk 9-ed részét stb. Az utolsé részt a vezeté maganak tartotta meg.
Csodalkozva lattdk a csapat tagjai, hogy mindenki egyenlden kapott a
szilvabal.

Héany szilviat kapott a csoport? Hényan voltak? Hany szilvat kapott
egy-egy gyerek?

3. Ha n = 4 és a = 5, akkor konstrualhatunk egy djabb elemi problémat.
Egy iskola tanuldi 4 napos gyalogturan vettek részt. Az els6 nap meg-
tettek 1 k-t és a hatralévé ut é részét. A masodik nap 2 k-t és a még
hétralévo dt % részét. A harmadik nap 3 km-t és az azutan megmaradt
ut % részét. A negyedik nap 4 km-t gyalogoltak. Hany km-t gyalogoltak
a négy nap folyaman?

4. Fiiggetleniil a jel6lésektdl szamos hasonld feladat adédik még.
Példaul: Egy ékszerész hétfon eladta dragakoveinek felét és még 4 da-
rabot. Kedden a maradék felét és még 2 darabot. Szerdan 5 darabot.
Csiitortokon kettd hijan a maradék felét. fgy 8 darab drigakd maradt.
Hény darab driagaké volt hétfon reggel?
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A geomeriai térszemlélet
fejlesztése targyl modellek alkalmazasdval

SZILAK ALADARNE

Abstract. La skribleciono demonstracias kelkajn eblecojn evoluigo de vidmaneiro
de la geometria kampo. La modellecionoj pretigis pro 5—8. klasaj lernantoj. Ciu lecionon
bazas sur efektivaja aktiveco, ka) pretendas uzadon de tiaj instumentoj, modeloj, kiujn

ankai la lernantoj povas pretigi.

A Nemzeti alaptanterv (NAT) matematikira vonatkozé éltalanos fej-
lesztési kovetelményei kozott szerepel a térszemlélet fejlesztése is. Ugyanis
a geometria tanitdsdban sok problémadt jelent az, hogy a tanuléknak nincs
megfeleld térszemléletiik. E kovetelményhez kapcesolddd részletes tananyagot
a helyi tantervek tartalmazzak.

A taneszkozok (nyomtatott taneszkozok, tanuldkiréslei eszkozok stb.)
megfelelé kivalasztdsa és hasznalata tekintetében pedig a matematikat ta-
nité tandrnak kell dénteni. Az aldbbiakban ehhez az Gsszetett munkadhoz
szeretnék segitséget nyijtani.

Mit is értsiink térszemléleten? Valaszként Karteszi Ferenc tagabb ér-
telmezését idéznénk: , A matematikai tér nem Gsszevisszasagok szovevénye,
hanem meghatdrozott rend szerint épiil fel (testek, alakzatok, kélcsénos
helyzetiik, alak, méret stb.), és ezt a rendet kell megtanitani, vagyis fel
kell késziteni a tanuldkat arra, hogy eligazodjanak benne.”

A térszemléletnek igen fontos Gsszetevije a térlatds képessége, mely-
nek alapja az az adottsag, mely az emberrel sziiletett tulajdonsig. Ezt
kialakitani nem lehet, de fejleszteni igen. A tantervi el6irdsok mellett igy
adédik a tandr szdmdra a térszemlélet fejlesztése, mint cél és feladat.

Hogyan lehet térszemléletet fejleszteni?

Roviden ugy foglalhatnank Gssze, hogy targyi tevékenységbdl ki-
indulva, tapasztalatszerzés ttjan (,Amit hallunk, azt elfelejtjiik, amit
latunk, arra emléksziink, amit tesziink, azt tudjuk.”). Prébaljuk meg a teret
kézzel foghatéan bemutatni, modellekkel dbrazolni! Egy lehetséges megko-
zelitésként a kovetkezdket vehetjiik figyelembe: Az emberi test, az érzékszer-
vek, az emberi mozgasok és a nehézségi eré egyiittes hatdsa az, hogy az em-
ber szemléletében hirom sik allasa kiilénds szerepet tolt be. A vizszintes-
sik (mint a padl$), a homlok-sik (mint a szemkézti fal), az oldal-sik (mint
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az oldal-fal) 4lldsdhoz viszonyitva szemléliink mindent. Szemléletiinknek ez
a természete a térgeometriai ismereteink kialakuldsdban nagy jelentdségii.
Ezért a kocka aprélékos, tiirelmes tanulmanyozdsa alakithatja a 8—12 éves
kord tanuldk térszemléletét a legeredményesebben.

Az alabbi mintafeladatsor 5—6. osztalyosok szamara késziilt. Minde-
gyik feladat a kockdhoz kapcsolédva targyi tevékenységre alapoz, olyan esz-
k6zok haszndlatit, modellek elkészitését igényli, amelyet a tanulék maguk
is elkészithetnek akir a tanéran, akar otthon. ’

Gyakorlatok a kockaval

1. Harom azonos élhosszusagu kockdbdl sszeallitottunk egy téglatestet,
amelynek felszine 64 cm?-rel lett kisebb, mint a hirom kocka felszinének
Osszege.

Milyen élhosszusagiak a kockak? Mekkora a téglatest felszine és térfo-
gata?

2. Egy 96 cm? teriiletii téglalap 3 hajtdssal 6 db egybevagé négyzetre
oszthaté. Rajzlapbdl vagd ki a kivant teriiletdi téglalapot, majd hajtogatds-
sal 4llitsd el6 a 6 db négyzetet!

a) Az igy kapott alakzat lehet-e kocka testhaléja?

b) A fenti alakzatbdl elkészithetS-e a kocka testhaldja egyetlen négyzet
elmozditasdval?

c) Két négyzet elmozditasaval kaphatjuk a kocka testhaléjat? (Keress
tobbféle megoldast!)

d) A testhdl6kbdl ,hajtogass” kockat! Mekkora a keletkezett test felszine
és térfogata?

3. Babylon-készletbdl készitsétek el egy kocka élvaz-modelljét! Ha a
kocka A csticsdbdl a G csicsdba (AG testdtld) az éleken vezetd killénbo-
z6 és legrovidebb ,utak” mindegyikét végigjarjuk, akkor Gsszesen 126 cm-t
tesziink meg. (2 utat kiilonbozének tekintiink akkor, ha van olyan él az
egyikben — mint 1tszakasz — amelyik a masikban nem szerepel.)

,,frjétok le” az utakat! Mekkordk a kocka élei?

4. Babylon-készletbél készitsetek kocka élvaz-modelljét! Siktiikor segit-
ségével keressetek szimmetriasikot a kockdhoz! Hiny szimmetriasikja lehet?

5. Gyurmabdl (sajtbdl, almébdl, radirgumibdl, hungarocellbél) készit-
setek kockat! A kapott testet vigjatok ketté! A vigdsok mentén milyen si-
kidomok keletkeztek?

6. Az atlatszé félidkon egy-egy sokszoget littok, melyek a mellékelt
kartonra rajzolt kocka sikmetszetei (egy kivételével). Melyik sikmetszet a
»kakukktojas”?
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(A feladat megoldasaban segitenek a félidk, ha azokat gy helyezed a
kocka sikbeli rajzdra, hogy a kis ,korocskék” — a félidn és a kartonlapon
— fedjék egymadst.)

o 0
| o! ] o
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7. Egy kocka éleinek felez6pontjait megjelsltiik, a szomszédosakat, dsz-
szekotottik és az Osszekoté szakaszok mentén a kocka mindegyik sarkat
ylevagtuk”. Az igy kapott testet milyen lapok hataroljak? Prébald meg le-
rajzolni a testet! Hiny lapja, hany cstcsa, hany éle van?

8. Tiz egyenld nagysigi kockabdl épitettek a gyerekek. Elkészitették az
alaprajzokat is. Mindegyik négyzetre rairtak, hogy arra hany kockat tettek.

Némelyik épitményrdl kideriilt, hogy ugyanolyan, csak mds lapjan, més-
képpen all. Keresd és kapcsold ossze ezeket! A]lapitsd meg, hogy hany kii-
16nb6z6 épitmény alaprajzait latod itt!

1 1 3 3 2 2 1 j
1 2 1 2 2 2
213 1 1
A BL__J L___iC
2 2 3 3 2
2 { 2|2 3 1
2|2 1 1 1
D EL__| L IF
1
2 s u 2 2
2 2 3 3 2 1
202 2|2 1 1
I
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7—S8. osztalyban szténdzzik a tanuldkat arra, hogy a targyi tevékeny-
ségtol elszakadva — esetleg a modellt elképzelve, rajzzal — prébaljdk megol-
dani a hasonld feladatokat!

A geometriai konstrukcidk, gyakorlatok cimii feladatsor — amely nem-
csak kockdhoz kapcsolédé feladatokat tartalmaz — még a 7—8. osztélyos
tanuldk érdeklédését is felkelti. A fenti feladatokhoz képest tovabblépést je-
lent az, ha a tapasztalataik alapjan megfogalmazott sejtéseiket bizonyitani
tudjak, valaszaikat indokoljak.

Geometriai konstrukcidk, gyakorlatok

1. Hosszu papircsikot kossiink laza csomoéra, évatosan huzzuk meg és
nyomjuk laposral
Milyen sikidomot alkotnak a fedett részek?
Igazoljuk sejtéstinket!

2. a) Téglalap alaki papirlapbdl hajtogassunk szabalyos hiromszoget!

b) Hajtsuk meg a haromszog kézépvonalait, majd ezek mentén hajtsuk
fel a haromszog csicsait! Milyen térbeli alakzatot kaptunk?

¢) Ha négy-négy szabalyos haromszéghdl készitiink egy-egy , kosarkat”,
és egymasra forditjuk Sket, akkor egy szabélyos oktaédert kapunk.

d) Toltsiik ki a teret (v. képzeljiik el) hézagmentesen az elkészitett
tetraéderekkel és oktaéderekkel!

3. a) A logikai készlet hdromszoglap jaibdl készitsiink szabdlyos tetraé-
dert, majd vonjuk be azt papirral! Egy él mentén felvigva a papirt prébaljuk
meg kivenni a testet!

b) Végezziik el a kisérletiinket ,,nem szabalyos tetraéderrel” (hdromszdg
alapi gila) is! Mit tapasztalunk?

4. a) Egy kocka egyik élén il egy pdk. A lehetd legrévidebb tdtvona-
lat keresi, amely a kocka minden lapjan 4dthaladva visszavezet a kiinduldsi
ponthoz. Milyen ttvonalon kell haladnia?

b) Milyen hosszi utat tesz meg a pdk, ha egy 5 m élii, kocka alaki
szoba egyik élének felezGpontjdbdl indul?

c¢) Valtozik-e az itvonal, ha a pék ugyanannak az élnek egy mdsik
pontjabdl indul?
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