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SZEPESSY BALINT

A HALMAZELMELET NEHANY FILOZOFIAI PROBLEMAJA

A tandrképzd foiskoldn a "Matematikai bevezetés" c. tantdrgy keretében

cktatott halmazelméleti anyag filozdéfiai vonatkozdsairol

Az 1984-ben bevezetett tantervet megel6zGen a halmazelmélet elemeit
az "Algebra és szamelmélet" c. tantdrgy keretében tanitottuk elsd- és
mdsodéves féiskolai hallgatdknak. 1984-t61 a "Matematikai bevezetés" el-

nevezésl tantdrgyba kerilt dt. Ezt a tantdrgyat -- amelynek jelentbs ré-
sze halmazelmélet -- egy féléven dt heti 4 o6rédban oktatjuk hallgatoink-
nak.

Ebben az dsszedllitdasban a halmazelmélet néhdny filozdfiai problémd-
jadval foglalkozunk. Nem térink ki a halmazelmélet alapvetd fogalmainak,
tételeinek ismertetésére, hiszen ezeket a foiskolai tankonyvek tartalmaz-
zdk. A dialektikus materializmust, annak alapvetd tételeit is ismertnek
tételezzilk fdl. Az emlitésre keriild filozéfiai vonatkozdsok sem mélysé-
gikben sem @sszességikben nem teljesek, mar csak azért sem, mert a hal-
mazelmélet filozdfiai vonatkozdsai szinte kimerithetetlenek. Az oOsszedl-
1litdst a halmazelméleti alapok oktatdsa sordn a filozéfiai vonatkeozdsok
hangsilyozdsdhoz egy kiinduldsi alapnak szdnjuk, amely a hallgatdk dia-
lektikus materialista gondolkoddsmddjdnak kialakitdsdhoz, illetve ridgzi-
téséhez nydjt segitséget, (eredeti Osszedllitdsunk bdvebb és részlete-
sebb) .

1/ G. Cantor a XIX. szdzad mdsodik felében dolgozta ki a halmazelméle-
tet. Ebben az elméletben alapfogalom a halmaz fogalma, amely nem mds mint
annak a kapcsolatnak az absztrakt megfogalmazdsa, amely bizonyos dolgok-
bél 4116 egyiittes és maguk az egylittest alkotd dolgok kozétt femndll. Eb-
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b6l a fogalombdl kiindulva Cantor kidolgozta a halmazelméletet.

Az oktatds folyamatdban a halmaz fogalmdnak kialakitdsa utdn tssze-
hasonlitdst szoktunk tenni a halmazelméleti és a kiznapi értelemben hasz-
ndlt halmazfogalom kozott. A két fogalom kozotti fébb eltérések a kivet-
kezbk:

- A halmaz nem azonos elemeinek Osszességével, hanem Ondllé gondolati ob-
Jektum, az elemeinek a gondolati burka. ,

- A halmaz valamely elemének vagy elemeinek része vagy tulajdona a hal-
maznak csak akkor eleme, ha ezt a halmaz definicidja kimondja (példaul
a hdaromszogek halmazédnak a haromszigek silyvonalai nem elemei).

- Nem kell a halmaz elemeinek egynemieknek lenni.

- Egy halmaznak akdrmilyen '"sok" vagy "kevés" eleme lehet.

- A halmazfogalom megengedi olyan halmaz 1étezését is, amelynek egyetlen
eleme sincs (iires halmaz). (Az ires halmaz fogalmdt mind koznapi, mind
tudomdnyos értelemben haszndljuk.)

- A halmaznak akar végtelen sok eleme is lehet.

Alljunk meg itt néhany gondolat erejéig!

Mint ismeretes az emberiség fokozatosan a gyakorlat dtjan jott rd,
hogy a lezdrtnak, véglegesnek tekintett vildgkép nem dllja meg a helyét,
s fokozatosan a vildg kimerithetetlenségérdl, végtelenségérdl széld néze-
tek terjedtek el. B4r az érzéki tapasztalat nem halad til a végesen, akér
a térrol, az id6rdl, a dolgok €s jelenségek egyetemes Osszefiiggésérdl van
sz4, de a tapasztalat tandsitja, hogy van tovébb is. Igy alakult ki a
végtelen filozéfiai fogalma a térre, az iddre, a megismerésre vonatkozd-
an. A matematikdban nincs univerzalis végtelen. Mint a filozéfidban, dgy
a matematikdban is a végtelen jelzOként szerepel, esetenként mds és mas,
de mindig szabatosan kiriilhatdrolt jelentésben. A matematikai végtelen a
filozéfiai végtelen mennyiségi, formai kifejezddése, amely visszahat a
filozdfiai végtelen fogalmdnak fejlodésére, s a matematikan belil 6ndllé-
an is tovdbb fejlodik. A végtelen tapasztalaton, szemléleten kiviil esd
fogalom vizsgdlata csak gondolati dton, gondolati eszkgzokkel lehetséges.

A végtelen fogalmdnak legegyszer(bb matematikai fellépése a termé-
szetes szdmok sorozatdnak végtelensége. Ez a fajta végtelen megfelel an-
nak, amit a filozdfiaban potencidlis végtelennek neveznek. Ez egy folya-
mat korldtlan folytatdsdnak a lehetdsége. (Ez a végtelenség mint modell
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szerepet Jdtszott a tér és i1dé végtelenségére vonatkozd nézetek fejlodé-

sében is.) A halmazelméletben a potencidlisan végtelen fogalma mellett

megjelenik az dgynevezett aktudlis végtelen fogalma is.

Egy végtelen halmazon azt is értjik, hogy a halmaz készen, lezdrtan tar-

talmaz végtelen sok elemet, mar nem lehet hozzdtenni, elvenni belle dgy,

hogy a halmaz meg ne vdltozna. Ez a végtelen Arisztotelész nyoman az ak-

tudlis végtelen.

A végtelen halmazok az aktudlis végtelen matematikai megfeleldi.

Az aktudlis végtelennek, azaz a végtelen halmazoknak semmiféle empirikus

vizsgdlata nem lehetséges, hiszen ezek is a matematikai fogalomalkotds

termékei.

A halmazelmélet jelentds részét a végtelen halmazok vizsgdlata képezi.

- A halmaznak bdrmik lehetnek az elemei (ktznapi értelemben halmaznak
csak anyagi dolgok az elemei).

Itt is meg szoktunk &1lni néhdny gondolat erejéig.

Az ember matematikai fogalomalkotd tevékenységének kiinduld bdzisat
az anyagi vildgban meglévd és a munkafolyamat soran fellépd bizeonyos ter-
mészeti Osszefliggések képezik. A fejlodés sordn egyrészt tdrsadalmi igé-
nyek, mdsrészt a matematika bels® fejlGdése olyan feladatokat vetett fel,
amelyeket a természetbfl leolvasott matematikai struktirdk keretében nem
lehetett megoldani. Ekkor mikddésbe lépett az emberi fantdzia. termé-
szeti Osszefiiggésekbdl absztrahdlt halmaz fogalmdt kibdvitették olyan 4]
fogalmakkal, amelyek lehetdvé tették a felmerilt problémdk kezelését, s
elosegitette a matematika tovabbi fejlddését is. Az (j fogalmak persze a
tapasztalati eredetl fogalmakhoz kapcsolddtak és a rdjuk vonatkozd igaz-
sdgokat a tapasztalati fogalmakra érvényes igazsdgokbdl meritették. Az
ember letér a tapasztalati (trdl, majd oda visszatérve dtjdnak eredményét
hasznositja. ("Az eleven szemléletbSl az elvont gondolkoddshoz, és ettdl
a gyakorlathoz -- ez az igazsdg megismerésének, az objektiv realitds meg-
ismerésének dialektikus dtja". Lenin mivei 38. k&t. 155. old.).

Ez az (t csak akkor jdrhat sikerrel, ha nem banunk Bnkényesen a beveze-
tett fogalmakkal, a tapasztalati eredetl fogalmak legdltalanosabb, lega-
lapvet6bb tulajdbnségait visszik 4t az 4j fogalomra.

A halmazt eredetileg természeti Osszefiliggésekbdl absztrahdltuk, de
ezen tudlléptiink amikor azt mondjuk, hogy a halmaznak barmik lehetnek az
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elemei. Ez az egyszer(i fogalombdvités problémdkat okozott. Latni fogjuk,
hogy az 4ltaldnositott halmazfogalomra a halmaz tapasztalati fogalmdbdl
csak a legegyszer(dbb igazsdgokat fogadhatjuk el, és persze azokat, ame-
lyek ezekbdl logikai Gton levezethetdek.

2/ Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz azonos. Hal-
mazok egyenlfségének definidlasa utdn a halmazok korében végzett mivele-
teket, ezek tulajdonsdgait vizsgdljuk. A halmazelméleti tételek jelentds
része kiilonbozd "neva"

HUK = KUH, (HUK> n L = (HNL) v (KnL)>, stb.D

Az azonossdg fogalmat a halmazelmélet is a formdlis logikdbdl kolcsonoz-

halmazok azonossdgdt, egyenldségeét 411itja «pl:

j

te. A formdlis logika az azonossdg fogalmdt két meghatdrozd tulajdonsdg-
gal jellemzi;
- minden dolog azonos tnmagdval
- ha a két dolog azonos egymdassal és az egyiknek megvan valamely tulaj-
donsdga, akkor a mdsiknak is megvan az a tulajdonsdga.
Eszerint minden halmaz Onmagdval azonos, s0t az azonossdg logikai fogal-
manak megfelelben minden halmaz csakis dnmagdval azonos. [gy ha két hal-
maz egyenls egymdssal, akkor mdr nem is két halmaz, hanem egy. Persze eb-
b6l nem kivetkezik az, hogy halmazok azonossdgdnak megdllapitdsa egyszerd
dolog. Egy halmazt elemei hatdroznak meg; de nem mindig dgy definidlunk
egy halmazt, hogy felsoroljuk az elemeit (ez sok esetben kényelmetlen, ha
végtelen sok van, akkor lehetetlen), hanem elemeit valamilyen tulajdon-
sdggal Irjuk le. Két vagy tobb tulajdonsdgnak lehet ugyanaz a terjedelme,
igy mdéd 1lehet ugyanazon halmaz tdbbféle megadassdra. Annak folismerése,
hogy két kilonbdz6 tulajdonsdggal definidlt (kiilonbdzd nev@i) halmaz
ugyanaz, gyakran komoly munkdt igényel. _
Halmazelméletben halmazok azonossdgdt (egyenlfségét) gyakran dgy mutatjuk
ki, hogy megmutatjuk: az egyik halmaz minden eleme, eleme a mdsiknak is
és forditva a mdsik halmaz minden eleme eleme az elsOnek is. (Ugyanis egy
halmaznak csakis olyan tulajdonsdgait vessziik figyelembe a halmazelmélet-
ben, amelyek vissza vezethetbk arra a tulajdonsagra, hogy egy vagy tobb
dolog a halmaz eleme. Ily mddon, ha két halmaznak azonosak az elemei, ak-
kor tulajdonsdgaik is megegyeznek.)

Mivel az anyagi valdsdg vdltozik, azért nincsenek olyan tdargyak, amelyek
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Onmagukkal abszolut azonosak lennének még lényeges alapvetd tulajdonséa-
gokban sem. Az azonossdg nem elvont, hanem konkrét, vagyis belsd kiiltnb-
ségeket ellentmonddsokat tartalmaz, dllanddan "megszintetve megGrzi" ma-
gat az adott feltételektdl fiiggd vdltozds folyamatdban. A tdrgyak azona-
sitdsa, de akdr halmazok azonositdsa is elOzetes megkiilonbiztetésiket
feltételezi (lasd az emlitett tételeket). _

Ez azt Jelenti, hogy az azonossdg, az egyenldség elszakithatatlanul
Osszefligg a kiilonbozoséggel és relativ.

A dolgok minden azonossdaga iddleges jellegl. A halmazelméletben, de dlta-
1dban az absztrakt tudomdnyokban az elvont a dolgok fejlddésétdl elvonat-
koztatott azonossdgot azért haszndljdk, mert a megismerés folyamatdban
bizonyos koriilmények kozott sziikkséges a valdsdg idealizdldsa. Tehdt az
azonossdg mint filozéfiai kategdria a dolgok létezésének egy mozzanata,
amely semmiképpen sem abszolut, de adott koriilmények kozdtt meghatdrozé.
A mozgdsban 1évd vilag jelenségeinek leirdsdra az azonossdg fogalma nem
elegendd. Az azonossdgok Tfigyelembevétele nélkil azonban nincs emberi
cselekvés, tudomanyos teveékenyseég.

Az azonossdg akkor értékes, amikor kiilonboz8 dolgok azonossdgédt d11itja.
Mint emlitettik a halmazelméletben is ezt tessziik. Az azonossdg viszony-

lagossdgat a halmazelmélet alkalmazdsandl kell figyelembe venni.

3/ A részhalmaz €s a valddi részhalmaz tdrgyaldsa soran a kovetkezdket
érdemes kihangstlyozni.

A halmazelméleti rész, a részhalmaz fogalma eltér a kiznapi és filo-
z0fiai rész fogalmdtdl. A halmazelméletben az egész is része Gnmagdnak. A
koznapi és filozdfiai értelemben haszndlt rész megfelelfje a valddi rész.
Az -eltérés oka az, hogy sokszor két halmaz kozotti kapcsolatrél csak
annyit tudunk, hogy egyiknek minden eleme a mdsiknak is eleme, de a for-
ditott tartalmazdsra nincs informdcidnk. A rész halmazelméleti fogalma:
lehet hogy része, lehet hogy azonos vele. Azt, hogy egy halmaz valddi
része a mdsiknak, dgy is kifejezhetd, hogy az elsd része a masodiknak, de
nem azonos vele. A véges halmazok és valddi részhalmazai kirében érvényes
a filozéfiai egész és rész jol ismert dialektikus kapcsolata. Enpek il-
lusztrdldsdra idéziink Afanaszjev: "Az egész és részek dialektikdjabsl"

néhdny mondatot.
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"A wvildgban tehat az anyagi képzOdmények szivevényes Gsszefondddsat,
kdlcsonhatdsat taldljuk; e képzGdmények mindegyike egész az 6t alkotd
részekhez képest és rész ama egészhez viszonyitva, amelynek felépitésében
alkotdelemként jelen van. Mindamellett a rész nem lehet egész onmagahoz
képest, valamint ahhoz az egészhez képest, amelynek része. Az egész pedig
nem lehet sajadt maganak része, valamint részeinek a része".

Azt mondtuk, hogy véges halmazok kdrében €rvényes az egész és rész dia-
lektikus kapcsolata. Mi a helyzet a végtelen halmazok Korében? Ezekrél
késBbb szdlunk.

4/ A halmazok szamossdga cimi anyagrész rengeteg filozéfiai kérdést vet
fel:

Legyen adott a halmazoknak egy R rendszere. Az R két halmazdt —-
mint tudjuk -- akkor nevezziik egyenld szamossdglunak, ha a két halmaz ek-
vivalens, vagyis, ha létezik egyik halmaznak a mdsikra vald bijektiv le-
képezése. A bijektiv leképezéssel megtaldltuk azt az utat, amelynek se-
gitségével véges halmazok szdmossdgat meg tudjuk dllapftani anélkiil, hogy
azokat megszamlalndnk. Véges halmazok esetében nem lényeges milyen mddon
torténik a leképezés, véges halmazok dsszehasonlitdsdnal a bijektiv leké-
pezés mddja nem jdtszik szerepet. Ismeretes, hogy a halmazok szdmossdga-
nak azonossdga ekvivalenciareldcié. Egyenld szdmossdg alapjan képezett
egyes ekvivalenciaosztdlyokat véges halmazok esetén természetes szdamoknak
nevezzik.
valamely veéges A halmazt akkor tekintjik egy B halmazndl, kisebb szamos-
sdagnak, ha A ekvivalens a B halmaz egy valddi részhalmazdval. Ekkor B
halmazt nagyobb szdmossdgiinak is nevezzik. Tudjuk, hogy ez a reldcid ren-
dezési reldcié. Az 1is nyilvanvald, hogy egy adott halmaz tobb elemmel
rendelkezik barmelyik valédi részénél. Azaz a véges halmazok korében ér-
vényes az a megdllapitds, hogy az egésznek szlikségszerlen nagyobbnak kell
lennie a résznél. Persze halmazok korében a kisebb fogalmat nem is defi-
nidaltuk, csak szdmossdgukra. Pontosabban tehdt csak azt tudjuk mondani,
hogy egy véges halmaz valddi részhalmazénak'szémosséga mindig kisebb a
halmaz szdmossdagdndl.

A véges halmazok vizsgdlata tehdt a természetes szdmokhoz vezetett.
A természetes szdmok Osszeaddsa, szorzdsa halmazok kozdtti mlveletekre

)
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vezethetdk vissza. Ismert, hogy halmazmiveletek tulajdonsdgaival igazol-
hatdak a természetes szdmok sszeaddsdnak, szorzdsdnak tulajdonsédgai is.
A természetes szdmok aritmetikdjdnak ismeretében a természetes szamokbdl
felépithetjik az egész és raciondlis szdmokat, ahogy ezt a fdiskolai al-
gebra oktatdsa soran tesszilk. A természetes szamokra, az egész és racio-
ndlis szdmokra vonatkozd tételek halmazelméleti tételeknek is tekinthe-
tok. Ezek filozdfiai vonatkozdsaival ebben az Gsszedll{itdsunkban nem fog-
lalkozunk, hiszen az "Algebra és szdamelmélet filozdfiai vonatkozédsai' --
cimi gyljteményiink ezekre mar kitért.

Most mi s tovdbbiakban a végtelen halmazok vizsgdlatdt d11itjuk elGtérbe.
A szamossdg fogalmdnak ismeretében érdemes (gyakorlati ¢érdn) néhdny filo-
z6fus és matematikus veleményét ismertetni az aktudlis és potencidlis
végtelenrdl:

Mdr Arisztotelész analizdlta a potencidlis és aktudlis végtelen kozotti
kiilonbséget. Csak a potencidlis végtelen 1étjogosultsdgdt ismerte el; el-
vetette az aktudlis végtelen fogalmdt. Abbdl, hogy minden 1épés utdn van
rdkovetkezd 1épés -- akdr szamoldsban, akdr szakasz osztdsban -- nem ko-
vetkezik, hogy van utolsd '"végtelenedik" lépés, azaz, hogy jogosult akdr
a természetes szamok Osszességerdl (halmazdrdl) mint egyszer s mindenkor-
ra kész befejezett Osszességrdl, halmazrdl vagy akdr egy szakasz pontjai-
nak 0Osszesseégérdl, mint sok 1lépésen 4t végzett osztds eredményeként ka-
pott pontok Osszességérfl beszélni. A matematikusok egészen a mdlt szdza-
dig mereven ragaszkodtak ehhez a felfogdshoz. Ennek kovetkeztében olyan
torténelmi korldtokat teremtettek, amelyek a végtelen halmazok kutatdséd-
nak évezredekig Gtjdban d1ltak.

A XVI. szdzadban Galilei adott hangot egy érdekes gondolatnak. 0
mindén természetes szdmhoz hozzdrendelte ennek a szamnak a négyzetét.
Ilyen mddon egyetlen természetes szdm és egyetlen négyzetszam sem maradt
par nélkil. Tehdt a természetes szdmok halmazdnak egyik valddi részhalma-
zdhoz vald kblcstndsen egyértelmi hozzdrendelése jott létre. EbbSl azon-
ban Galilei nem azt a kdvetkezitetést vonta le, hogy mind a két halmazhoz
ugyanazt a szdmossdgot kell hozzédrendelni --, hanem visszariadt ettdl az
ellentmonddstdl, és gy vélte a végtelenben feloldddnak az osszes kiilonb-
ségek.

Leibniz és Spinoza ugyancsak behatdan foglalkoztak a végtelennel.
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Spinoza tisztdn dedukt{v mddon geometriai mddszerrel felépitett Ethikdja-
ban igy fogalmazta meg véleményét:

Csak egy szubsztancia van és ez a végtelen.

Az ebbdl levort kovetkeztetések sordnm olyan ellentmonddsokba keveredett,
amelyek nagyrészt a potencidlis és aktudlis végtelen Gsszekeverésén ala-
pultak. 4

. Kant is kiilonbséget tett a végtelen két fajtdja kozott. Az ariszto-
telészi aktudlis végtelen merev elvetésével nem értett egyet. Elfogadja a
potencidlisan végtelent, de az aktudlis végtelen fogalmdt, mint intuitiv
a priori metematikai konstrukciot mégis csak elveti. _
Az aktudlisan végtelen fogalmdt nem tartja logikailag ellentmonddsosnak
mint Arisztotelész, csupdan intuitiv konstrudlhatdsagat Vonja kétségbe. S
mivel az O idejében az aktudlis végtelen fogalma nem létezett ellentmon-
ddsokba keveredett. Ezen ellentmonddsok miatt is vallotta a vildgnak,
mint egésznek alapvetd megismerhetetlencegét.

Hegel szerint -- akinek lét-tandban terjedelmes helyet foglal el a
végtelen elemzése -- semmi fenntartdsa nincs az aktudlis végtelennel
szemben s8t szerinte az az igazi végtelen a potencidlisan végtelen csak
befejezetlen "rossz" végtelen.

Engels: "A mateme*ikai végtelen a valdsédgbdl van meritve, ha tudat-
lanul 1is és ezért csak a valdsdgbdl és nem Onmagabdl a matematikai elvo-
natkoztatdsbsl magyardzhatd meg. Fs ha a valdsdgot ebbBl a szempontbdl
vizsgdljuk, akkor megtaldljuk azokat a valdsdgos viszonyokat is, amelyek-
b6l a matematikai végtelenségi viszonyt is meritetiék, st annak a mate-
matikai mddnak a természetes analdgonjat is, amellyel ezt a viszonyt mi-
kodtettek."

Az 1B00-as évek elején Bolzano idézte fel eldszodr Gelilei gondolatét
Legyen egy B pont egy AC szakszon, példdul annak a k@zéppontjaban. Mozog-
jon az X pont egyenletes sebességgel A-bdl B-felé, vele egyidejileg az Y
pont kétszer akkora sebességgel fussa be az AC szakaszti! Mialatt X az AB
szakaszt megteszi Y befutja az AC szakaszt, X minden egyes helyzetének
megfelel Y-nak egy €s csakis egy helyzete. Ha az AX és AY tdvolsdg kozil
az egyik adott, akkor a mdsikat az AX : AY = AB : AC = 1:2 aranyhdl ki-
szamithatjuk. Az egész AC szakaszon nincs "tobb" pont mint az AB szaka-
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szon.

Bolzano azonban visszariadt ettfl a gondolattdl: "... kizdrdlag eb-
b6l a tényb6l -- dgy ldtjuk -- még nem lehet arra kbvetkeztetni, hogy e
két végtelen halmaznak, elemeik szdmossdgdra vonatkozdlag, egyenlének
kell lennie egymdssal”.

Az a tétel ugyanis, hogy az egésznek sziikségszeriien nagyobbnak kell len-
nie, azaz tobb elemmel kell rendelkeznie barmelyik részénél, amit évezre-
dek d&ta igaznak tartottak nagyon erdsen hatott Bolzanora is. (Véges hal-
mazokra igaz a tétel, mint azt mdr emlitettik.)

Ha azonban a végtelen halmazok jd1 felhaszndlhatd Osszehasonlitdsdhoz
akarunk eljutni le kell mondani errfl a tételrdl. Egy végtelen halmaz is-
mertetdjele éppen az, hogy a Bolzano-féle bijektiv leképezés értelmében
ugyanclyan sok elemmel rendelkezhet, mint egy részhalmaza. Ezt az elkép-
zelést Cantor vitte végig. Ezzel sikeriilt megtaldlnia az utat az aktudlis
végtelenhez is.

Felsoroldsunkbdl 1is 14tszik -- amely korant sem teljes --, hogy a
végtelen halmazok fogalmdnak elfogaddsa mem volt egységes. Ma mdar minden
matematikdval kapcsolaltos filozéfiai irdnyzat elismeri, hogy ezek a
tiszta matematikai fogalomalkotds eredményei.

5/ A végtelen halmazok gyakran fellépnek. Erdekes kérdésként vetddik fel
-- a hallgatéink is gyakran megkérdezik -- hogy a véges halmazok mely tu-
lajdonsdgai orokl6dnek a végtelen halmazokra és melyek nem; hdny aktudlis
végtelen létezik?

a/ Egy halmaznak egyértelmien meghatdrozottnak kell lenni. Ez végtelen
halmazokra is érvényes. Ha példdul valamely szakasz pontjainak halmazarsl
van sz6, akkor -- az egyértelmiiség szellemében -- meg kell adni, hogy
mind a két vagy csak az egyik, esetleg egyik végpontjdt sem szamitjuk a
halmazhoz, (bdr egy vagy két elem hozzdaddsa végtelen halmazok Hsszeha-
sonlitdsa szempontjdbsl jelentéktelen).

b/ Véges halmazok kirében elmondtuk, hogy ha egy halmaz egy mdsikra kdl-
csondsen egyértelmien leképezhetd, akkor ezeket egyenld szdmossdguaknak
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vagy ekvivalenseknek nevezziik. Véges halmazok szdmossdga ekvivalenciare-
ldci6é. A véges halmazok R rendszerében ily modon nyert osztdlyozas veze-
tett benniinket a természetes szamokhoz mint R osztdlyaihoz. A természetes
szdm tehdt nem mds, mint egymdssal ekvivalens halmazok egy osztdlya. Ez-
zel szemben, ha egy A halmaz bijektiv mddon leképezhetd a B egy valddi
részhalmazdra, akkor A halmaz szdmossdgdt kisebbnek neveztiik, mint 8 hal-
mazét. Azt is mondtuk, hogy véges halmazok korében nem lényeges a bijek-
tiv leképezés mddja. A végtelen halmazok korében mds a helyzet. Mert vé-
ges A := {a b,c,d e} halmazt apB := {1 2,3,4 5} halmazra leképez-
hetjik dgy, hogy {(a;i),(t:;Z),. ..,(cﬁ,a>},de dgy is, hogy {(h 1>,
(e;2>,0d;3>,Ca;4>,(¢c; 5)}Ha valamely bijektiv leképezésnél mind a két
halmaz egyszerre meril ki, akkor valamennyi bljektlv leképezésnél ez tor-
ténik. A végtelen N := {1 2.3,4, ‘)} és i= {1,8.5,7, }
halmazok n —> 2n-1 leképezésénél N minden elemének kodlcstndsen egy-
értelmien megfelel P egy eleme. Mint véges halmazok esetében N és P hal-
mazok esetében N és P halmazokat egyenld szdmossdgliaknak nevezzik. P-t
most dgy képezzik le, hogy minden elemnek Onmagdt feleltetjik meg N-ben.
Ekkor P halmazt N egy valddi részhalmazdra, nevezetesen onmagdra képeztiik
le. Az N és P egyenld szdmossdga itt nehezebben lathatd.

Persze ez nem csak szdmhalmazokndl van igy.

Végtelen halmazok korében el6fordulhat, hogy A halmaz B-re és egydttal B
valamelyik valddi részhalmazdra is leképezhet6. Véges halmazokndl ez nem
lehetséges és ¢éppen emiatt értelmezhetjik a szamossdgokra vonatkozd ki-
sebb-nagyobb reldciét. Végtelen halmazok ©sszehasodnlitdsa nem ilyen
egyszer(. Egy halmazhoz csak egy szdmossdgot rendelink hozza. Nem tdmasz-
kodhatunk arra, hogy egy halmazt egyszer a mdsik halmazra, majd annak egy
valddi részhalmazdra képeztilk le bijektiv mddon. Amennyiben;sikeril az
egyik halmazt a mdsikra csak egyetlen egyszer is bijektiven leképezni,
akkor a két halmazt egyenld szdmossdginak tekintjik. Nem torddink tehdt
azzal, hogy ezenkivil a halmaz a mdsik valddi részhalmazdra leképezhe-
t6-e vagy sem. Ha tehdt nem taldlunk olyan leképezést, amellyel az egyik
végtelen halmazt a mdsikra leképezhetnénk, akker nincs jogunk arra, hogy
egyenld szdmossdgukat kétségbe vonjuk. Azt kell bizonyitanunk ehhez, hogy
nem lehetséges az egyiknek a mdsikra vald bijektiv leképezése. Itt tehat
lényegesen mds a helyzet mint véges halmazoknal.
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c/ Az elemek szamanak fogalma is megvdltozik a végtelen halmazokndl; itt
nem beszéliink elemek szamdrdl, hanem csak egy halmaz szdmossdgdrdl.

d/ Véges halmazok kdrében, amint azt mir emlitettik egy halmaz sohasem
lehet ekvivalens valddi részhalmazdval. A végtelen halmazok korében a va-
16di rész ekvivalens lehet az egésszel. A végtelen halmazok korében nem
érvényes tehdt Euklides tanitdsa; a rész mindig kisebb az egésznél.

Az, hogy egy végtelen halmaz ekvivalens lehet egy valddi rész halmazdval
a vegtelen halmazok Jellemzd tulajdonsdga. Tehdt a végesben megszokott
tulajdonsdgok a fogalmaknak végtelenbe vald kiterjesztésével nem mind
mennek 4t a végtelenbe.

Az, hogy a végtelen halmaznak van vele ekvivalens valddi része objektiv
igazsdg. Ez az objektiv igazsdg viszont nem az anyagi vildgban, hanem a
matematikai fogalmak vildgdban érvényes.

Ezt az objektiv igazsdgot bizonyos definicidk megvdltoztatdsdval nem le-
het megsziintetni. Az a vélemény, hogy a végtelen halmazok korében nincs
értelme a nagysdg szerinti megkililonboztetésnek; a végtelen az végtelen,
megsziintet és egybeolvaszt minden kiilonbSzdséget a priori vélemény.

e/ A végtelen halmazok szdmossdgai az lgynevezett végtelen szdmossdgok a
természetes szdmok &ltaldnositdsai és bizonyos mértékig kifejezik, hogy
egy végtelen halmaznak hdny eleme van. Minden szdmossdgndl van nagyobb
szémossdg, amely minden a halmazban szerepld szamossdgndl nagyobb. A sok
aktudlis végtelen halmaz ©sszehasonlithaté '"nagysdg"  szempontjdbdl.

Ugyanis, ha adott két halmaz, akkor a kidvetkezd esetek lehetségesek:

I. Egyik halmaz a mdsikra, bijektiv mdédon leképezhetd. Ekkor a két hal-
maz ézémosséga egyenld.

II. Az egyik halmaz bijekiv mddon leképezhetd, a masik egy valddi rész-
halmazdra, s ezenkiviil a masik halmazra is. Ekkor az el6bbi eset 411
fenn, a két halmaz egyenld szamossdgu.

III. Az egyik halmaz leképezhetd kolcsondsen egyértelm( modon a mdsik egy
valdédi részhalmazdra és a mdsik halmaz is az egyik egy valddi rész-
halmazéra. Ekkor a két szamossdg ugyancsak egyenld (Cantor-Bernstein
tétel).

IV. * Az egyik halmaz leképezhetd bijektiv médon, a mdsik halmaz egy valo-
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di részhalmazdra, de nem képezhetd le kGlcstndsen egyértelmd mddon e
masik halmazra. Ekkor az egyik halmaz kisebb szdmossdgd mint a mé-
sik.
Két tetszdleges véges vagy végtelen halmaz "nagysag" szempontjdbdl tehdt
mindig Osszehasonlithatd.
A szdmossdgok kozott definidlhatd az dsszeadds, a szorzas, a hatvdnyozds;
ezekre a természetes szdmok kozotti hasonlé miveletek szdmos tulajdonsdga
érvényben marad.
A felvetett kérdés megvélaszolasa csak részleges. Még sok olyan tulajdon-
sdg van, amelyek véges halmazok korében érvényesek a végtelen halmazok

koreben nem.

6/ A végtelen halmazok absztirakt elmélete, a végtelen halmazok tételei
igazsagot fejeznek-e ki?
A természettudomanyokban az igazsdg és az alkalmazhatdsdg egybeesik.

A halmazelmélet igazsdgkritériuma a logikai igazsdgfogalommal van
szoros kapcsolatban; a halmazelmélet tételei nem keridlhetnek Gsszeilitko-
zésbe a logika tételeivel, torvényeivel. A halmazelmélet igazsagkritériu-
manak a logikai ellentmonddstalansdgot tekintjik. Egy halmazelméleti
rendszernek, olyannak kell lennie, hogy ne lehessen benne egy tételt és
annak tagaddsat is bizonyitani. A logikdbdl tudjuk, hogy az ellentmondas-
talansdg elve helyes gondolkoddsi torvény abban az értelemben, hogy esze-
rint gondolkodva és kidvetkeztetve az anyagi jelenségek széles kdrében
gondolkoddsunk Osszhangban van a tapasztalattal, a tényekkel. Ez nem el-
lenkezik a dialektikus materialista vildgszemlélettel -- amely arra ta-
nit, hogy a sziintelen vdltozdsok kbzepette egy viszonylagos dllanddsag,
stabilitds is mutatkozik --, st annak része.

7/ A végtelen halmazok elméletének stabilitdsa -- rovid iddre -- akkor
ingott meg, amikor ellentmonddsokat, antindmidkat fedeztek fel benne. Az
tsszes dolgok és Osszes szdmossagok, az Osszes rendszedmok, a Russell, a
Richard féle antindmidkat tandrdkon elemezziik. Az antindmidkhoz, azok ki-
kiiszobtléséhez kapcsoldddé filozdfiai nézeteket (logicista, intuicionista,
formalista, dialektikus materializmus) megismertetjiik hallgatéinkkal.
Elemezziik az axiomatizdlds kérdéseit is.
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Az antindmidkkal, az axiomatizdldssal kapcsolatos filozdfiai vonatkozdsok
jelentdsek és érdekesek, de mivel kiilonbGzd irodalmakban megtaldlhatdak,
ezért ezek tdrgyaldsdra itt nem térink ki. (Eredeti Osszedllitdsunk eze-
ket is tartalmazza.)

A vildg torvényszerdségei mégismerhetéek, de ez a megismerés egy
folyamat az emberiség torténelmi fejlodése sordn. Példdzza ezt a halma-
zelmélet fejlddése is. Az axiomatizalds napjainkig stabilizdlta a halma-
zelméletet. Ez a stabilitds azonban viszonylagos. A késtbbi fejlodés. fel-
vethet problémakat, amelyek alapjdn az eddigi eredmények (axidmarendsze-
rek) kiegész{tésre szorulnak, késdbb még tovdbbi korrekcidk sziikségessége
meriilhet fel. Ez a folyamat egészében véve fejlddés, hiszen a felmeriilt
kérdésekre adott vdlaszok igy egyre pontosabbakkd vdlnak.



