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CSERVENYAK JANOS

EGY KOZEPISKOLAI GEOMETRIAI KISERLET GSSZEFOGLALASA 1. RESZ
AZ EGYBEVAGGSAGI TRANSZFORMACIOK. A VEKTOROK.

Néhdny évvel ezeldtt az altaldnos iskolai oktatdsban polgarjogot
nyert a geometria transzformidcidkkal torlénd feldolgozdsa. A 6. osztdly-
ban elkezdddik a transzformdcid fogalmdnak kialakitdsa "Keresd a parjat"
cimi fejezetben. Tobbféle hozzdrendelési eljdrdst vizsgdlnak, amelyek ko-
ziil kivdlasztjak a tengelyes tikrozést, a kozéppontos tirkozést, az elto-
ldst, forgast, tehdat az egy és két tengely(l tiikrozéseket és ezek segitsé-
gével vizsgdljdk a geometriai slakzatok tulajdonsdgait. Az ezen eljarsa-
sokkal egymdsba 4dtvitt alakzatokat, vagyis a sikbeli vagy térbeli mozga-
tdsokkal egymdsba d4tvitt alakzatokat egybevagdknak nevezik. Tovdbb nem
lépnek. Egyrészt nem adjdk meg a transzformdcid dltaldnos értelmezését,
misrészt a kettonél tobb tengelyre vonatkozd tiikrdzésrdl nem beszélnek.

Jogos ez, hiszen a tanuldkat dltaldnos fogalmakkal még nem szeren-
csés terhelni. Sor keriil még a vektor fogalmdnak megaddsdra is, mégpedig
az eltoldsndl a pontokat a képeikkel Osszekoid nyilak dsszességeként. A
8. osztdlyban viszont a kozéppontos hasonldsdgot, mint geometriai transz-

formdcidt értelmezik.
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Természetesen felvetddik a kérdés, hogy kellene és lehetne a transzforma-
ci6s szemfeleletet a kozépiskoldban tovdbbfejleszteni, kiteljesiteni.

Ugy gondoltuk, hogy az 4ltaldnos iskolai geometria tananyaga jé alapot
nydjt arra, hogy az egybevagésdgi transzformdcidknak egy a foglamakat ér-
telmezﬁ; rendszeresebb, dltaldnosabb, teljes tsszefoglaldsat készitsik el
a kbozépiskolai tanulék szamdra. Ezért is fogtunk hozzd az egri Dobd Gim-
naziumban egy kisérlethez, amelyben elképzeléseinket igyekeztiink megvalod-
sitani. E16bb a geometriai leképezések és transzformdcidk &ltaldnos ér-
telmezését végeztik el, majd megadtunk egy konkrét leképezést a sikon,
amelynek tulajdonsdgait vizsgdlva egyrészt az dltaldnos fogalmak konkré-
tumokkal vald megtoltését végeztiik el, mdsrészt kiépitettik vele az egy-
bevdgdsdgi transzformdcidk rendszerét, és ezekkel vizsgéltuk a geometriai
alakzatok tulajdonsdgait. Helyszike miatt csak a geometriai leképezések
és transzformiacidk fogalomrendszerét, valamint a szébahozott konkrét le-
képezés ismertetését végezziik el részletesen. A tananyag tovadbbi részei-

nek csak az Osszefoglaldsdt adjuk és a szemléleti vonatkozdsait emlit]iik.

Geometriai leképezések és transzformdcidk

Tekintsik a nem sziikségképpen kiilonbozd A és B ponthalmazt.
Ertelmezések:

Egy A ponthalmaznak egy B ponthalmazba torténd F geometriai leképezésén

olyan eldirast értiink, amely az A ponthalmaz minden egyes P pontjdhoz a B

ponthalmaz valamely P' pontjét rendeli. A P pontot eredeti pontnak, a P'

pontot képpontnak, a P kezdBpontd P'-be mutatd nyilat leképezési nyilnak
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nevezziik. Tovabbd az A penthalmazt a geometriai leképezés értelmezési
tartomdnyanak, a képpontok (P'-k) halmazdt a geometriai leképezés érték-

készletének vagy képhalmazdnak nevezzik.

Ha a'képhalmaz a B valddi részhalmaza, akkor azt mondjuk, hogy az A pont-
halmazt a B ponthalmazba képezziik le, ha a képhalmaz éppen a B ponthal-
maz, akkor A-t a B-re képezzik 1le.

Ha a képhalmaz A valdédi részhalmaza, akkor A-t A-ba (8nmagdba) képezziik
le, s ha a képhalmaz éppen A, akkor A-t A-ra (&nmagdra) képezzik le.

Ha egy A ponthalmaznak Gnmagdba vagy Onmagédra vald leképezésénél egy pont
képe tnmaga, vagyis P = F(P), akkor a P pontot a leképezés fixpontjdnak
nevezzik.

Ha egy A ponthalmaz e egyenese pontjainak képei az e egyenesre illeszked-

nek, akkor az e egyenest a geometriai leképezés invaridns egyenesének ne-

vezzik.
Ha pedig egy A ponthalmaz « sikja pontjainak képei az a sikra illesz-

kednek, akkor az a sikot a geometriai leképezés invaridns sikjdnak ne-

vezziik.
Ha az invaridns egyenes minden pontja fixpont, akkor az egyenest ponton-

ként fixegyenesnek, ha az invaridns sik minden pontja fixpont, akkor azt

pontonként fix siknak nevezziik.

Ha az F leképezés esetén egyenes képe egyenes, akkor az F leképezést

egyenestartdnak, ha sik keépe sik, akkor siktartdnak nevezzik.

Ha az A ponthalmaznak a B ponthalmazra vald leképezésénél kiilonbidzd P és
Q pontok P' és (' képei is kiilonbbzok, akkor ezt a geometriai leképezést

kblcstndsen egyértelmd leképezésnek vagy transzformdcidnak nevezzik. Je-
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le: T.

A T transzformdciéndl B minden egyes pontja A egyetlen pontjanak képe. Ha
most a képpontokhoz az eredeti pontokat rendeljik hozzd, akkor B-nek A-
ra vald transzformaciéjat értelmezziik. Ezt a T transzformdcid inverzé-

nek nevezziik. Jele: T~ 1

Leképezések Osszetétele

Legyen A, B, C hdrom nem sziikségképpen kiilonbtz8 ponthalmaz. Képezze le
F, leképezés A-t a B-be, F, leképezés B-t a C-be.
Az F  és F_, leképezések egymds utdni alkalmazdsdval A-t a C-be képezzik

le.

Ertelmezés: Az F és F, lekepezések egymds utdni alkalmazdsat az F é€s

F, leképezések Osszetételének vagy szorzatdnak nevezzik.

. - s ‘ )
Jele: F_F . (P =F_(P > = FF (P , ahol P az A, P' a B és

P'' a C ponthalmaz eleme.)

Ertelmezés: Az olyan leképezést (vagy leképezések osszetételét), amelynél

minden pont fixpont azonos vagy identikus leképezésnek nevezziik. Jele: I.

Ertelmezés: Az F  és F, leképezéseket (skdr Osszetett leképezéseket is)

2
akkor nevezzik egyenldknek, ha minden PeA-ra F C(P)=F_ (P> , ahol
F,(P),F (P> & B.

Jele: F, =F,
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Transzformdcidcsoport. (01vasmany)

Képezze le F, az A-t B-be, F,a B-t C-be, F, a C-t D-be, ahol A,B,C,D

3
ponthalmazok.
Az F,F,  szorzatleképezés P-hez P''-t az F, P''-hdz P'''-t rendeli,
vagyis az F};[F2F1] szorzatleképezés a P-hez a P'''-t rendeli.
Az F_  leképezés P-hez P'-t, az F,F, szorzatleképezés a P'-hdz a
P'''-t rendeli, vagyis az [Fst)F1 szorzatleképezés a P-hez ugyan-
csak a P'''-t rendeli. A két leképezés tehat egyenld, vagyis

FG[FZFJ = [FGFZ]F1 ,

ami azt jelenti, hogy a leképezések szorzata csoportosithatd:

masképpen a leképezések szorzata asszociativ tulajdonsdggal rendelkezik.
Tekintsik egy A ponthalmaz ©nmagdra torténd transzformdcidinak Osszessé-
gét. Ezekre az aldbbi tulajdonsdgok érvényesek:

- Ha T  és T, az Osszességheli két tetszOleges transzformdcid, akkor a

'r.l'rj szorzat is az Osszességhez tartozik, vagyis transzform&cid.

E szorzatra fenndll a [rirj]iyc =T, (rok] tulajdonséag.
(Asszociativ)

- A transzformdciok @sszessége a transziormdcidk inverzeit is tartalmaz-
za.

Az identikus transzformacid is eleme az Osszességnek.

A szdbanforgé Osszességre érvényesek az un. csoporttulajdonsagok, ezért a

transzformacidk ezen Usszességét tranformdcidcsoportnak nevezzik.

A geometriai leképezésre most tehat egy konkrét példdt mutatunk be, mely-

rol kimutatjuk, hogy tranformdcid, és ezen transzformacid segitségevel
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fogjuk vizsgdlni néhdny geometriai alakzat tulajdonsdgait.

Ertelmezés: Geometriai alakzaton pontok, egyenesek és sikok meghatdrozott

Osszességet értjik.

Tengelyes tiikrizés

Legyen az A ponthalmaz egy sik pontjainak halmaza. A sik minden egyes
pontjahoz rendeljik hozzd ugyanezen sik valamely pontjédt a kovetkez8 el-
jdrdssal: Vegylnk fel a sikon egy tetszbleges t egyenest, és a sik tet-
szileges P pontjdhoz a P-b6l a t-re bocsdtott merdlegesnek azt a P-tdl
kiilonbdzé P' pontjdt rendeljik, amelynek t-té6l valé tdvolsdga egyenld P-
nek t-td1 vald tdvolsdgdval; mig a t minden egyes pontjéhoz Gnmagdt ren-

del jiik.

A sik minden egyes pontjdhoz hozzarendeltilk ugyanezen sik egy pont-
jat a leirt eljdrdssal, tehdt geometriai leképezést értelmeztiink, amit

egyenesre vonatkozd tiikrfzésnek, vagy tengelyes tikrdzésnek nevezink.

Jele: T,
P eredeti pont, P' képpont, t a tikrozés tengelye.

A leképezés értelmezési tartomdnya a sik pontjainak halmaza.

Konnyen belathatd, hogy a sik barmely pontja képpont is. Tudniillik az a
pont, amely a t-t6l ugyanakkora tdvolsdgra van, mint a szdbanforgd pont,
de tdle kiilonbozik. A tengely pontjai pedig onmaguk képei.

A leképezés értékkészlete tehdt a sik pontjainak halmaza.
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A tengelyes tiikrtizés tehdt a siknak Onmagdra torténd geometriai leképezé-

se.

A tengelyes tiikrozés tulajdonsdgai:

1.
2.

A tengelyes tikrozés transzformdcid.
A tengely pontjai mind fixpontok, mds fixpontja nincs a tengelyes

tiikrozésnek.

. Ha P nem illeszkedik a tengelyre (P & t>akkor a tengely a P-t a P'-

t61 elvdlasztja. A tengelyes tiikrozés a tengely dltal meghatdrozott
félsikokat felcseréli.
Ha P képe P', akkor P' képe P. Tehdt képpontokhoz az eredeti pontokat

ugyanazon t-re vonatkozd tikrozés rendeli. A tengelyes tiikrozés in-

verze ugyenezen tengelyes tiikrozés.

. Egyenes tiikorképe egyenes.

a/ Ha e_ metszi a tengelyt, ugyanott metszi azt a képe is

1
(fixpont).

b/ Ha e parhuzamos t-vel, akkor képe pdrhuzamos e-vel és t-vel.

A tengelyre merdleges egyenesek invariansak, invaridns (pontonként

fixegyenes) még a tengely is.

A felsoroltakon kiviil mds invaridns egyenese nincs a tengelyes tiikrozés-

nek.
7.
8.

A tengelyre merfleges egyeneseknek nincs kozos pontjuk.
Szakasz képe szakasz, méréssel megdllpithatjuk, hogy a szakasz és ké-

pe egyenld hosszisdgi. (Ezt majd dgy fejezzik ki, hogy a tiikrbzés

szakasztartd. )
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9. S5zog képe szog, méréssel megdllapithatjuk, hogy a sztg és a szig képe
egyenld nagysdgli. (A tlkrozés szogtartd.)

10. A tengelyes tiikrbzésnél az alakzat és képe kordljdrasi irdnya ellen-
tétes.

11. Két egyenes metszéspontjdnak képe a két képegyenes metszéspontja.

Megjegyzés: 1. A tengelyes tiikrozésnél az alakzat és képe sikbeli mozga-

tdssal nem hozhatd fedésbe egymdssal, csak a tengely kériili térbeli at-

forgatdssal.

2. A temgelyes tiikrozést a tengely vagy egy megfeleld (nem fix) pontpdr

meghatdrozza. A tengelyes tiikdrzés tulajdonsdgainak dsszegy(jtésekor a

tanuldk érdeklGdésére is épitve sikerillt az dltaldnos fogalmaknak a konk-

rét megfeleldit megtaldlni.

Ezutdn mar természetesebbek, érthetdbbek lettek azok. A fogalmak mélyebb

elsajatitdsdhoz célszeriinek tdnt az is, hogy mutassunk meg a sikon olyan

geometriai leképezést is, amely nem transzformdcid. Példdul a sikon fel-

vettiink egy egyenest, és a sik minden egyes pontjdhoz hozzdrendeltik a

pontbél az egyenesre bocsdtott merdlegesnek az egyenessel vald metszés-

pontjat. E leképezés vizsgdlata is j6l mutatta, hogy a fenti dltaldnos

fogalmak oktatdsa az I. gimndziumiban nem okoz gondot.

A tovdbbi tananyagot a hdromszig, a tfapéz, a téglalap, a négyzet, a del-

toid és a rombusz elddllitdsdnak és tulajdonsdgainak tengelyes tikrozés-

sel vald vizsgdlata képezte.

A mértani helyek tdrgyaldsakor is haszndltuk a tengelyes tiikrozést. Mér-

tani helynek a sik (tér) adott tulajdonsdgid pontjainak halmazat neveztik.

Szerkesztési alapelemnek tekintettiik a pontot, az egyenest és a kért, s
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kerestik az egy szerkesztési alapelemtdl adott tdvolsagra levd pontok
mértani helyét, majd a két, illetve hdrom szerkesztési alapelemt6l egyen-
16 tdvolsdgra levd pontok mértani helyét. Kozben kerestiik az egy szer-
kesztési alapelemet érintd adott sugard kirdk kodzéppontjainak, illetve a
két és hdrom szerkesztési alapelemet érintd korok kozéppontjainak mértani
helyét. Amellett, hogy ez a feldolgozds rendszerességre, teljességre
szoktat, sok hasznidt vettik késfbb ennek a harmadik osztdlyban a koordi-
ndtageometria tdrgyaldsdndl.

A tovabbiakban a sik Onmagdra torténd Gjabb leképezéseit értelmeztik.

A forgdst két, egymdst egy Q pontban metsz6 t, és t, tengelyre vonat-
kozd tikrozés Osszetételeként. Jele:F='rL1Ttz . A forgds segitségevel
a szog, a kor, a kizépponti és kerlileti szog, a Thales-tétel a hir-, és
érintd négyszogek vizsgdlata volt elvégezhetd. A pontra vonatkozd tikro-
zés -- két, egymast egy Q pontban merblegesen metsz6 t, és t, tengelyre
vonatkozé tiikrozés tsszetétele (Jele: T, ) -- a paralelogramma el&dlli-
tdsdban és tulajdonsagainak vizsgdlatdban kapott szerepet. Ezzel vizsgdl-
tuk a hdromszogek, négyszogek kdzépvonalait.

Az eltolds -- a parhuzamos t, é€s t, tengelyre vonatkozd tiikrdzés osz-

szetétele (Jele: E=T, T, ) -- a paralelogrammdk tulajdonsdgainak
1 2

vizsgdlatdndl és két kor kozds érintdinek vizsgdlatdndl jatszott szere-
pet.

A fenti hadrom transzformicidt azért érdemes igy értelmezni, mert ezek tu-
lajdonsdgainak jo részét a tengelyes tiikrtzés tulajdonségaibdl kozvetle-
nil is leovashatjuk.

A kettonél +tobb tengelyre vonatkozd tengelyes tikrozés Osszetételének
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vizsgdlata érdekében a kovetkezd dllitdst igazoltuk. A tengelyes tikrozé-
seknek létezik olyan véges sorozata, amely egy adott "a" egyenes dltal

nn

meghatdrozott és elbre kijeldlt o, félsikot és az "a'"-ra illeszkedd

1
adott A kezdoponti adott a, félegyenest, az adott "b" egyenes dltal
meghatdrozott és elSre kijeldlt g, félsikba, és a "b"-re illeszkedG adott
B kezdbpontd adott b félegyenesbe visz 4t. A bizony{tds sordn kideriilt,
hogy ehhez legfeljebb hdrom tengelyre torténd tikrozés egymdsutdnjéra van
sziikség. Az elsd tengely az AB szakasz felezOmerdlegese, a mdsodik az a:

és b, szigfelezje (ahol a} az a, elsd tengelyre vonatkozd tii-
kiorképe), a harmadik pedig a b egyenes, ha egydltaldn ezekre esetenként
szilkség van. A tengelyes tikrozések olyan véges sorozatdt, amely adott
félsikot, és a félsikot meghatdrozd egyenes adott kezdGpontiu adott féle-

gyenesét ugyanilyen elbre megadott alakzatba viszi 4t egybevdgGsdgi

transzformacidnak neveztiik. Ennek alapjdn, ha a tiikrGzesek véges sorozata

egy tengelyre vonatkozd tlkrozéssel helyettesithetd, ankor tengelyes tiik-
rozés, ha két tengelyre vonatkozd tilkrozéssel helyettesithetd, akkor for-

4s, pontra vonatkozd tlikrozés vagy eltolds, ha harom tengelyre vonatkozo

tiikrozéssel heyettesithetd, akkor csusztatva tiikrizés az egybevdgdsdgi

transzformacid. (Ez utdbbi azért kapta ezt az elnevezést, mert hdrom ten-
gelyre vonatkozd tiikrozés Osszetétele egy eltolds és egy tengelyes tikro-
zés iUsszetételévell helyettesithet6.)

Két geometriai alakzatot pedig akkor neveztiink egybevégdnak, ha 1létezik
olyan egybevégdsdgi transzformdcid, amely egyiket a masikba viszi.
Bebizonyitottuk a hdromsztgek egybevdgdsdgdra vonatkozd tételeket, vagyis

adott feltételek mellett megmutattuk, hogy létezik olyan egybevégdsdgi
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transzfromdcié, amely egyik hdromsziget a mdsikba 4tviszi. S0t megnutat-
tuk minden esetben, hogy melyek azok az egybevdgdsdgi transzformaciok,
amelyek az egyik hdromsziget a mdsikba vitték.

Az elsS eéves tananyag jelentds fogalma volt a vektor, amely a kiozépisko-
lai tananyag tovdbbi tdrgyaldsdnak nagyon fontos eszkoze. Az eltoldsndl a
pont é&s képe udgynevezett eltoldsi nyilat hatdroz meg. Egy eltolds esetén
ezek egyenld hosszisdagliak es egyez0 irdnydak. Ha d-vel jeldljik a két
parhuzamos tengely tdvolsdgdt, akkor a leképezési nyilak hossza 2d. (Egy
leképezési nyil az eltoldst meghatédrozza.)

Az ugyanazon eltoldst el6ird (meghatdrozd) eltoldsi nyilak Osszességét
(halmazdt) vektornak neveztiik, s azt egy tetszileges elemével adottnak
tekintettiik. A vektor tehdt egy végtelen sok elemG halmaz, és barmelyik
leképezési nyil reprezentdlja. Persze végtelen sok eltolds lévén, a vek-
torok halmaza is végtelen sok elemi halmaz.

Mivel két eltolds Osszetétele eltolds, ezért két vektor Gsszegén azon
vektort értettiik, amely a két osszetevl eltolds eredd eltoldsat hatdrozza
meg. (T6bb, véges sok Bsszeadanddra is értelmeztiik a vektorok Gsszeadd-
sat.)

Az eltolds segitségével értelmeziik az ellentett vektort, a nullavektort,
a vektor szdmszorosat, szdmmal vald osztdsdt és az egységvektort. Vizs-
gdltuk a szdmmal vald szorzas tulajdonsdgait. A térszemlélet idejében
torténd fejlesztése érdekében a sikra vonatkozd tiikrozést is értelmeztiik.
Kilon foglalkoztunk a két parhuzamos sikra torténd tiikrozés Osszetételé-
vel (a 1tér eltoldsa), amelynek segitségével bevezettiik a térbeli vektor

fogalmdt. Nyilvdnvald, hogy értelmeztik a térbeli vektorok Gsszeaddsat,
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szdmmal vald szorzdsat és azok tulajdonsdgait is. (Ez zomében a sikbeli
gondolat ismétlése.)
Véglil a tovabbtanuldst maguk elé célul t0z6 tanuldk szamdra a vektortér
fogalmdt is megadtuk.
Ha R a valds szamok halmaza és V egy nem iires halmaz, akkor a V halmazt a
valds szamok feletti vektortérnek nevezziik, ha teljesiilnek rd a kiovetke-
z6k.
I. A V halmazon értelmezve van az Osszeadds mivelete és minden
a8, beV-re a+b=b+a;
mindena, b, c-re a+(b+c)=Ca+b)+c;
a V-ben van olyan elem -- jeldljik 0 -val, hogy minden a € V -re
a+0=2a;
a V halmaz minden a e V elemmel egylitt tartalmaz olyan -a -val

jelolt elemet is, hogy

a+(-a)=0.

II. Az R és V elemei kozott legyen értelmezve egy RXV leképezés.

Az Ca,ad parhoz rendelt V-beli elemet jeloljik a.a -val,
Ca € R,a € V), 6s elvdrjuk, hogy a leképezés teljesitse az

aldbbi tulajdonsdgokat: minden o, @ € R és a € V esetén
Ca Ma = a(@ ad;
minden a € V -re 1. a=a2a;
az R-beli dsszeaddsra legyen disztributiv Ca+@ a = aa + B a ;
és a V-beli Osszeaddsra legyen disztributiv

Ezt skaldrral vald szorzésnak hivjuk. eCa+bd = a a + & b .
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Az &ltalunk értelmezett vektorok halmaza e tulajdonsdgoknak eleget tesz,

ezért a vektorok halmaza a valés szamok feletti vektortér.

Megjegyzések:

Az egybevdgosdgi transzformdcicdk egységes szellemben torténd tdrgyaldsa
a tanuldék feladatmegoldd teljesitményét megndvelte. Erdekes volt tapasz-
talni, hogy az Arany Déniel versenyen olyan megolddst is adtak tanuldink,
transzformdcid segitségével az egyik feladatra, amely a megolddé kulcsban
nem szerepelt. J6 szolgdlatot tett a vektor fogalma a fizika oktatdsdban
is.

Végil koszonetemet fejezem ki a Dobd Istvdn Gimndzium és Szakkdzépiskola

vezetbinek a kisérlet lefolytatdsanak lehetdségéért és tdmogatdsukért.
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