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MATYAS FERENC

WYTHOFF PAROK REKURZIV SOROZATOK TAGJAIBGL

Abstract: (Wythoff pairs with respect 1linear recurrences) - Let
0

G=06G [A,B,GO,GJ={G } _ be a second order linear recurrence defined
nJn=0

by integer constants A,B,GO,G1 and the recuyrrence Gn= AG +BG

n—1 n-2
(n>1> where AZ+4B>0, Ggm‘; = 0. If « and 3 are the
roots of eguation x?-Ax-B=0 , then we have G =a a"-b 3" |

Many authors have discussed the properties of Wythoff pairs [un; vn],
which are formed by letting u =1 and taking u_ as the
smallest positive integer not yet used, and letting v _=u +n

In this paper we deal with the connections between second order linear
recurrences G  and Wythoff pairs with respect linear recurrences which
are defined by (u;;v;]z[[na”]; [nas]] R where r and s are fixed
integers with 1sr<s, « is the root of polynomial xZ%-Ax-B with
the greatest absclute value and [x1 denotes the integer part of the

real number Xx.

o«
Definidljuk a G=G (A,B,G .G ]:{g } mdsodrendl linedris
(s 1 nJjn=0

rekurziv ~ sorozatot az A,B,G_,G rogzitett egészekkel, melyekre

1
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p=A%+4B # 0 ¢és a G_=AG___+BG ¢n>1> rekurziv formuldval.

n n—-1 n-2

Az x?-Ax-B=0 egyenletet a G sorozat karakterisztikus egyenle-

tének nevezzik, és ha gydkeit a , illetve {3 Jeloli, akkor

G =a o” = b B (1)
A\l
G, - 36 G, - oG
ahol  a=—S— 3 2, b=—t— 73 O  (lésd I. Niven, H.S.ZUCKERMANN 1978.

89.0ldal.) A G=aG (1 1,6, G1] sorozatot Fibonacci-tipustnak nevezzik.

v o] oo
Ertelmezzik tovdbbd az {u} és {v} sorozatokat az
nJjn=1 njn=1
aldabbi mddon: uh:=1, v =2 és k>1 esetén u, :=m, vk:=uk+k,

ahol m az a legkisebb: pozitiv egész, amelyre Y;™m, v.*m ha 1<i<k.

Azu ,u,,.,ill. v_,v_.. szémokat Wythoff szamoknak, a beldlik képzett

1’ 1 2

[“1;"1]’ [uz;vz] ,... parokat Wythoff pdroknak nevezzik. Ez alapjén pl. az
elsé 6t Wythoff pir a kivetkezf: (1;2>,(3;5),€4;7),€6;10,(8;13).
Az [u“;vn] parok tulajdonsdgait vizsgdltdk tobbek kozott A.F.HORADAM
1978, R. SILBER 1976, 1977; M.BICKNELL-JOHNSON 1985, V.E.HOGGATT, Jr.,
A.A.HILLMAN 1978, V.E.HOGGATT, Jr; M.BICKNELL-JOHNSON, R.SARSFIELD 1373.
A Wythoff parok egy-egy tulajdonsdgdt meghagyva &ltalanositott Wyt-
hoff pdarokhoz juthatunk. fgy pl. meghagyva az {“n} s {vn} szamok azon
tulajdonsdgst, hogy a pozitiv egészeket diszjunkt osztdlyokba sorol jak
(l4sd G.E.BERGUM, V.E.HOGGATT 1980; V.E.HOGGATT, Jr., M.BICKNELL-JOHNSON
1984) eljuthatunk az aldbbi dltaldnositott Wythoff szémokhoz: U =
2u -n, V =v +n, Z =u +2n-1 . V.E.HOGGATT, Jr., M. BICKNELL-

JﬂHNSON\HBZ-ben bebizonyitotta, hogy az {Un}, {vn}, -{zn} szamok a po-
Nt
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zitiv egész hdrom diszjunkt osztdlydt adjak. Az [U,,;Vn;zrj
szémhdrmast Wythoff hdrmasnak is nevezik. Pl. az elsd hdrom ilyen hdrmas:
(1:3;2), €4;7;6>, (5;10;9)
Az igy dltaldnositott Wythoff szdmok és a G=G (1,1,1,3) sorozat kozdtt
taldlt érdekes kapcsolatot M.BICKNELL-JOHNSON 1985-ben.
Ugyancsak ismert, hogy az eredeti Wythoff szémok generdlhatdk a Fi-
bonacci tipusud sorozatok karakterisztikus egyenletének p=[;+w/?;ﬂ]/2

gybkével az aldbbi mGdon:

ahol [x1 az x valds szdm egész részét jelsli (P1l. W.W.ROUSE BALL 1962.)
E kapcsolat alapjdn felvetddik, hogy mely Fibonacci tipusid sorozat eleme-
ib6l képezhetd véges, illetve végtelen sok Wythoff par. Erre mar megadtuk
a védlaszt (lasd MATYAS 1982.)

Jelen dolgozatben e kérdéssel dltaldnosabban foglalkozunk. (2) ana-

16gidjara értelmezziik az

. r > = s

u; = [n a J > Y4 [n & J 3)
egészeket, ahol 1 £r<s fix egész, o pedig legyen az
A>0, B=0, D=AZ%+4B>0, G2+6Z=0  feltételeket kielég{ts G=

G(A,B,Go,Gi] sorozat karakterisztikus egyenletének nagyocbb abszo-
lut érteékd (egyben pozitiv) gybke.
Célunk megadni azokat a G sorozatokat, amelyeknek a tagjaibodl végtelen

sok [u;;v;] par képezhetd. Megjegyezziik, hogy r=1, sS=2, o=¢
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esetben az eredeti Wythoff pédrokat kapjuk, igy dolgozatunk specidlis

esetként tartalmazza 1982-ben elért eredményiinket.

II.

Tétel: Az A>0, B=0, D=A?+4B>0 és G2+G%=0 feltételeket

kielégits G=G[A,B,GO,G ] sorozat [e .6 ] elemeibdl akkor és
1 n n+k

csak akkor keépezhetd végtelen sok [u{ ,v{] Wythoff par ha az aladbbi fel-

tételek egyike teljesil:

(i) a>0, k=s-r, <0< |[3]|<1, b®0 és ha (3>0, akkor b<0;
(ii) a>0, k=s-r és b=0;

(iii) a=0 0>, |BI>1, «® "=p* valamely

k = k0>1 egészre és ha 3>1, akkor b<0.

(Megjegyzés: G-re tett feltételekb6l adddik, hogy o1, o> i3]=0. )

A tétel bizonyitdsat egy segédtétel bizonyitdsdval kezdjik.
Segédtétel: A tétel feltételeit kielégits G sorozat tagjaibdl akkor és

csak akkor képezhetd végtelen sok (3) tipusd Wythoff par, ha a

e ‘jGJ

Gn 1
i< gt
r r

4)
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G G
Ntk o< j ¢ —ntk 4 L
O(s as as

egyenldtlenség rendszer végtelen sok n, n+k, i pozitiv egészre fenndll.

A segédtétel bizonyitdsa: A &Sn,Gn*k] par akkor és csak akkor alkot
t]=[[ia'], [ias]]valamely i pozitiv

egészre. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy i kielégiti a

(3) tipusd Wythoff part, ha[g .G
™

n+k

G < i o <G +1
™

G, =1 o <6 +1
egyenldtlenség rendszert. a" -rel, ill. o® -sel torténd osztés utdn --
mivel o>1  -- adddik (4).

Megjegyezziik, hogy (4) megoldhatdsagdval ekvivalens a jobboldalak felcse-

rélésével nyert

3 G
(_:.'I‘_- < i < n;k + ]S
a!‘ o o
" S
. G . (5)
ul < i ¢ D =
a oF af

egyenlGtlenség rendszer megoldhatdsdga. Ezért a bizonyitds tovdbbi részé-

ben (4) és (5) kozil mindig az alkalmasabb alakot fogjuk haszndlni.

A tétel bizonyftdsa: A bizonyitdst a feltételek sziikséges voltdnak igazo-
G, - 36
. i 1 )
ldsaval kezdjiik a——?;1:7§~—¢0 esetben.
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- Mivel 1 i m u’=1 i m[iar]=w , 111, 1 i m vy=1 i mliasJ=w
i i i—> oo i
igy sziikséges, hogy a G sorozat elemei kozdtt is végtelen sok kiilonbozd

pozitiv tag legyen. A G sorozatra tett felételek miatt

a>l, I3l <a, s igy

n

G =aa™b A" =a o [1 -k [Q]n]

alapjdn ez csak akkor lehetsége, ha a>0.

- Bizonyitjuk tovébb&, hogy ha (5)-nek végtelen sok n,n+k,i pozitiv egész
megolddsa van, akkor k nem lehet tetszfleges. Ugyanis elegendGen nagy n,

illetve n+k értékekre ‘g[q miatt igazak az aldbbi becslések:

% aa” <G = aa" ( - % [g)n] <2 aa

% a o™tk ¢ 6 ,, <2a antk

Alkalmazva ezt (5)-t61 (ugyancsak elég nagy n, n+k esetén)

: _ G
% a o7 ¢ -0 o -ntk oy —% <2aa™k™ % &% <3 a "tk
a o 7 o
ill.
n+k-s o Gk < (_;_v_w_ + 1
as ar al"

a a

N

<2ac" ™+ a " <3aad",

melyekbdl G <k<C, adddik, aholC , G, az el6z0ekbdl meghatdrozhatd

konstansok.
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- (5)-bd1l G =a a~b 3" alakjdt hasznalva a

n ntk L oan+k
6 -DBB 4 pgrr <y 4+ ax b - aa™ T+ pp" T4 Lo
n-r T n-r =1 s
[&] a [&}
ao”k_ppn*k n- - ba" - 1
G___+ - aa" T+ p3" " £ i <6 ~ b3 + bp" T+ —=
n-—-r as n-r ar al‘

egyenldtlenségekhez jutunk, melyek ha végtelen sok n, n+k, i gészre iga-

zak, akkor ugyancsak végtelen sok n, n+k-ra igaz a beldlik nyerhetd

v +k vtk 2
-1 _ba" adteppt't L ner o bl 1 i
s r 3 r r

(&3 x [23 (& e

majd dtalakitva a

- n+k -
. R r[g [Q] ks g_ (Q]” .1 - ak—s+r] < 1_9_ 6>
a .

o o

egyenlotlenség is.

De a>0, o>1, |Bl<a és elég nagy n-ek esetén C,<k<C, miatt (6) csak
akkor oldhatd meg végtelen sok pozitiv n, n+k egészre, ha okt r=ay

mely oot miatt csak k=s-r esetén teljesiil.

- Mivel k=s-r, igy (6)-bél a

e (@) <k

[+
egyenldtlenséghez jutunk, melynek O#|3}l<a és 1sr<s miatt csak ak-
kor lehet végtelen sok pozitiv n egész megolddsa, ha IB31<1, vagy b=0.
A |Bl=1 és b=pesetet kizdrhatjuk a tovdbbi vizsgdlatbdl, ugyanis 3=%1

esetén o« 1is egész, s igy a
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egyenltségekbdl o = * 1 kovetkezne, ami a G sorozatra tett

>
]

a + 3 >0

a — (3 ? > 0
(« - 7)

feltételek miatt lehetetlen.

D

o e =33
- Bevezetve az f(n, j>=bgp" "’ C—‘—J&- jelidlést, tovdbba
(&1

G =aa"-bf3", k=s-r helyettesitéssel (4)

Gn .t f{n,r> £ i < Gn_r + f(n,r) +

Q=

7>

Gn , * fin,sd> £ i < anr + f{n,s)> +

S

alakﬁan is irhaté. Ahhoz, hogy a (7) egyenldtlenség rendszert végtelen
sok n, i pozitiv egész kielégitse, sziikséges, hogy f{n,r><0 és
f(n,s>s0 végtelen sok pozitiv n-re teljestljon, ugyanis elegendS-
en nagy n-ekre ¢ |3]<1 miatt > pl. |fd(n,rd>|<1 és f(n,ﬂt%r)(l
fgy ha ezekre az n-ekre £(n,r>>0 lenne, akkor (7) elst egyenldt-

lenségébdl G _.*1=i=G ad6dna, mely lehetetlen.

n-r

3
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(8) pedig csak akkor nem teljesiil végtelen sok pozitiv n egészre ha 3>0

esetén b>0, mivel [B1<a.

- Az eddigiekben igazoltuk tételiink (i) vagy (ii) feltételeinek sziiksé-
gességét és most az a=0 esetet vizsgdlva ratérink az (iii) feltétel sziik-
ségességének bizonyitdsara.

Ha a=0 és |B3}|=t, akkor G _,G_,, nem lehet (llf,vi] par végte-

len sok n, n+k, i egészre, mivel IG |=|b[3"'s|b| minden nzO-ra.
hal

ETE AP -1 M U
ar as aS

alakd, mely ha végtelen sok pozitiv n, n+k, i egészre megoldhatd, akkor a

beldle nyerhetd

« o® a o

Tk
_1_r_<b(3"{&_.1_;}<1.;_ 9>
egyenldtlenséget is kielégiti végtelen sok n, k pozitiv egész. De (9)

csak akkor oldhatd meg végtelen sok pozitiv n, k egészre, ha

8 ~r

= 0 vagyis ﬁk =

QmP;r
!
Q_‘ I"‘

teljesiil valamely k=kEJ esetén [ko >1, mert o311, 151‘(5] .
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- Haa=0, B3>1 és bd>o,akkor Gn=-b(3"<o minden n20-ra, igy ebben az

esetben biztosan nem képezhetd (uz,vf] par a G sorzat tagjaibdl.
1

- A tétel feltételei elégségesek is, ugyanis az (i) esetben ha >0,
k=s-r, 0<|3]<1, bmp akkor a 0=bp" " egyenlStlenséget is kie-

légitd elegendden nagy n-ekre a

D £ - fn,rd <

2,

0 = - ' (n,s) <

(0]

Ql“

egyenldtlenségek szintén teljesiilnek. fgy vételen sok pozitiv n, i megol-

désa van (7)-nek, valamint a vele ekvivalens (4)-nek is.

- Az (ii) feltétel is elégsége, ugyanis a>0, k=s-r, b=0 esetén

G =aa” , s igy 4

6 =aoa" " si<add"" o+

n-r r
«

6 _=aa” " sicaaT + 1

n-r as

alaki, melynek a>1, 1<r<s miatt nyilvén végtelen sok pozitiv n, i

megolddsa van, mivel G _,=a oa"" egész.
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- Az (iii) feltétel elégséges voltdt az aldbbi mddon ldthatjuk be.

, G, -13G
Mivel B=0, igy (3#0, tovédbbj G§+Gf==o és a=;j—2=ofe1téte1ekb61
G
p=g*
%,
1

kovetkezik. Esetinkben G“=—b(3" ., igy b=-G_. g =
G In

-b A" = G, [—G—-i-] egész széam minden nz0 —-ra, ezért B=g™ egesz
o 0

A2l

Q0

szam, amib8l oa+p3=A miatt « is egész. A feltétel szerint létezik

r

x .
olyan Kk >1 egész, melyre 3°=0o>"", igy 6 =b p" =i«

n+k0 ko k
Gn+k0="b 3 =-b3"3%°=ia % ia a7 =ia°

egyenletekbl kdvetkezik, hogy ha a G _=-b 3"=ica" egyenletnek végte-

len sok pozitiv n, i megolddsa van, akkor a G sorozat 6,6y

elemeib6l végtelen sok [u;,v.:;] képezhets. A G =-b 3 =ja" egyen-

letet pedig vételen sok pozitiv n, i kielégiti, ugyanis a feltételek mi-
k

att G_=-b p">0 végtelen sok n esetén, tovdbbd a BO = 5T

Ca, 3 egészekdegyenldségbdl kovetkezik, hogy « és (3 primhatvanyténye-

z0s alakjdban ugyanazok a primszamok dllnak, igy elegendGen nagy n-ekre

R Y
o’ o’

Ezzel a teétel bizonyitdsdt befejeztiik.

egész szdam.
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