H. MOLNAR SANDORx

LINEARIS REKUZTV SOROZATOK EGY ELOSZLASI TULAJDONSAGAROL

Abstract: (On a distribution property of linear reccurences)
0

Let G==E3n] ~=o bDe 8 second order linear recurrence of real numbers
defined by the recursion G _=AG__,+BG _, for n=22 , where A
and B are non-zero real numbers and the initial terms G, » 6,0

are given. The distribution properties of these sequences have been
studied by several authors. For example Tichy showed that there are
infinitely many sequences G which are everywhere dense modulo 1 on
the unit interval but they not uniformly distributed. However the
characteristic plynomials of the sequences in Tichy's construction have
positive discriminants. In present paper we extend this result for
sequences having negative discriminants furthermore we give the

asymptotic distribution functions, too.

* A kutatdst (részben) az Orszdgos Tudomdnyos Kutatdsi Alap 273. sz. pd-

lyazata tamogatta.
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Legyen G==E3n] n=O egy mdsodrend(i linedris rekuziv sorozat de-
finidlva a
(1) G = AG__, + BG_ _, n=2

formuldval, ahol A és B zérustdl kiilonbbz6 valds szamok, és a

G, , 6, (=0 kezdfértékek szintén valds szédmok. A G sorozat
fFCxd=x*~Ax—-B

karakterisztikus polinomjdnak a p=A%+4B  diszkrimindnsdt egyidejGleg

a G sorozat diszkrimindnsdnak is nevezziik. Ismeretes, hogy ha a karakte-

risztikus polinomnak két kiilonbdzo zérushelye van -- amit e« -val és g3

-val jeloliink --, akkor G, explicit alakja

(2) 6 =aca" +bp" (n20>
ahol
G, - 36 g, —agd
®) a=d=p=2 & b-- =g

A (2) egyenletet Binet formuldnak nevezzik. A=B=G =1, G,=0 esetén
a G sorozat az ismert Fibonacci sorozattal azonos, amit F-el jeldliink.
Az (1) sorozat nemdegenerdlt, ha a3 nem egységgyok.

Dolgozatunkban mdsodrendd linedris rekurziv sorozatok modulo 1 el-
oszl4sdval foglalkozunk, igy sziikséglink lesz néhdny tovabbi alapveztd fo-
galomra is.

Az an] T=1 valés szdmsorozat modulo 1 aszimptotikus elosz-
lasfiiggvényének az

. N
F: [0,1] — Ryx — FOO = limk S 1 o [{xn}]
N» @ n=1 ’



fliggvényt nevezzik, ahol 1, az I intervallum karakterisztikus filigg-
vényét, mig az <{x» = x — [x} az x valGs szdm tortrészét Jeloli,
tehat 1 t o, xt [{xn}} értéke 1 ha {xn} e [o,x[ , és zérus,
e {x.} = [o,x[

e o]
Az [xh] net sorozat akkor egyenletes eloszldsd modulo 1, ha
F(x)>=x 0 < x £ 1D tel jesiil.
Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az [X“J ;=1 valds

szamsorozat mod 1 egyenletes eloszldsd legyen, az hogy a

% n§1 1 [O.X[[{Xn}] X

discrepancia zérushoz konvergdljon, ha N, (1d.pl. L. KUIPERS és H. NI-

A [x ] = s up
N 0<x<1

EDERREITER (1974).)
o

H.WEYL (1916), kdzismert dolgozatdban bizonyitotta, hogy az [xn] et

sorozat akkor és csak akkar egyenletes eloszlast mod 1, ha

ok 3 () - jm ax

N» oo

teljesil minden olyan valds vdltozds, valés vagy komplex értékd folytonos
f fiiggvényre, melynek periodusa 1. Minthogy az Osszes folytonos 1 pe-
riédusd fliggvény egyenletesen approximdlhatdé trigonometrikus polinomok-
kal, ebbBl kovetkezik a Weyl kritérium: Az [an :;1 sorozat akkaor
és csak akkor egyenletes eloszldsd modulo 1, ha

5 N 2 Wihx
G yim L S e " =0
N» 0 n=1

minden h = 0 egész szamra igaz.



A mod 1 eloszldssal kapcsolatos alapvetd eredmények megtaldlhaték a L.
KUIPERS és H. NIEDERREITER (1974) és E. HLAWKA (1979) monogrdfidkban.

Linedris rekurziv sorozatokkal kapcsolatosan felvet6dt eloszlasi prob-
1émakat mdr szémos szerzd tanulmdnyozott. Példaként csak a témankhoz szo-
rosan kapcsolddd dolgozatok koziil emlitiink néhdnyat.

R.L. DUNCAN (1967) és L. KUIPERS (1969) a [loga'an] T=1 sorozat-
rol megmnutattdk, hogy mod 1 egyenletes eloszldsy, ahol F_ a Fi-
bonacci sorozat n-dik elemét jeloli. Eredményilket L. KUIPERS 1982-ben 4l1-
taldnositotta tetszbleges b > 1, b & N alapd logaritmusra.

M.B. GREGORI és J. M. METZGER 1978-ban a 132 st:[anﬂ] hatdrérté-
ket vizsgdltdk, ahol G Fibonacci tipusu s;rozat, vagyis A=B=1, és x
egy tetszbleges valds szdm. Bizonyitottdk, hogy a hatdrérték akkor és
csak akkor 1étezik, ha x eleme a Q75> egy -- dltaluk meghatdro-
zott -- H részhalmazdnak. Eredményiiket H. MOLNAR SANDOR 1983-ban 4ltala-
nositotta az A, 6,6, & 2 és B=1 esetre, majd 1984-ben médszert adott
a hatdrérték meghatdrozdsdra és azon X £ R szdmok megkeresésére,
melyekkel a hatdrérték létezik, abban az esetben, ha a karakterisztikus
polinom egyik zérushelye P.V. szdm. (Az o« £ R algebrai egész szamot Pi-
sot-Viyayaraghavan féle szamnak -- P.V. szdmnak -- nevezzik, haa > 1 és
Osszes o -t61 kiilonbozd konjugdltjainak abszolut értéke egynél Kki-
sebb.)

KISS PETER és R.F.TICHY (megjelenés alatt), a @ /G sorozat mod 1

nt1
asszimptotikus eloszlasfiiggvényét d1litottdk eld negativ diszkirindnsi G
sorozatokra.

~M.B.LEVIN és I.E. SPARLINSZKIJ 1979-ben konstrudltak olyan paraméte-



reket, melyekkel képezett G sorozat egyenletes eloszlésd mod 1.

KISS PETER és H.MOLNAR SANDOR (1982), kontinuum sok olyan x £ R
€s y & R szamot adtak meg, melyekkel egy G egészelem{i linedris rekuziv
sorozatbdl képezett [x . Gn] :ozo sorozat mod ‘1 mindeniitt sGrd a
[o,11 intervallumban, de nem egyenletes eloszlasd, illeltve az
(Y . Gh} :o=° sorozatnak mod 1 végtelen sok torldddsi pontja van, de
nem mindenitt sdrG a fo,1r intervallumban. Az emlitett dolgozatban a
szerzO0k feltételezik, hogy a karakterisztikus polinom egyik zérushelye
P.V. szam. R.F.TICHY megjelenés alatt levd dolgozatdban végtelen sok va-
losértekd mdsodrendid G sorozatot ad meg, melyek mod 1 nem egyenletes el-
oszldsdak, de a (0,10 intervallumban mindeniitt siirlek.

KISS P. és H. MOLNAR S. (1982) M.B LEVIN és I.E. SPARLINSZKI (1979)
és R.F. TICHY megjelenés alatt lév0 dolgozataiban kozos, hogy a karakte-
risztikus polinomok zérushelyei valds szamok. Most megmutatjuk, hogy vég-
telen sok olyan valdsértéki G mdsodrendd lindris rekuziv sorozat léte-
zik negativ diszkrimindnssal 1is, melyekre (Gn] ::0 mod 1 mindenitt
sGrd a [0,1[ -ben, de nem egyenletes eloszldsd ott. Bizonyitdsunk

konstruktiv és a modulo 1 aszimptotikus eloszlds fiiggvényt is elddllit-

Juk.

Ha D=A%+4B<0 , akkor (2)-ben o , 3 valamint a, b komp-
lex konjugdlt szamok, s 1Igy o, 3 , a és b felirhatok

(6) o= et2f® B =r o L 27O
€s

= 1 .
(7) a=j3zr.e . b= e i2m0



alakban is, ahol

06 = ELW arctg -—_— 3

AG - 26
. A o .
®w = 5= arctg —————mo0="
P . —
és r, r, pozitiv szdmok. r #0 mert D<o , tovabbd felte-
hetd, hogy
1
0<9, o < i -
fgy (2) és (3) alapjén
i i 20 Cern6d 1 n_-t2r(u+no®l _
G =3 rit-"el + xrre
(8)
= rlr“ cos 2HCe+rndd
adddik

Ervényes a kivetkezd:

1. TETEL: Legyen A egy valds szdm, melyre -2 < A < 2 és

o = Zln arccos (A/2)

irraciondlis. Legyen B=-1, G m0; G .G, € R €5

G, =AG _+BG_ _, Ctha n 2 2.

i -

Ha r = 2 |a} 2 2 egész szdm, akkor [Gn} * modulo 1 mindeniitt

s(rl, de nem egyenletes eloszldst a {0,110 intervallumban.

A kbvetkezd tétel megfogalmazdsshoz néhdny jelolést vezetiink be. Le-

gyen n egy egész szam,



max { n,—rl} ha n<0
és legyen
min {n+x, T } ha nz20
L (x> = 1
max {n+x,—r1} ha n<0 =

Ezen jeldlések alkalmazdsdval bizonyitjuk a kovetkezdt.

2. TETEL: Legyen A egy valds szam, melyre

-2 < A<2 és © = »lo arccos (A/2) irraciondlis.

Legyen B=-1, G,™0 és G,,G, &£ R . Ekkor a

G =AG +B G ¢ha n = 2

n n—-1 n-2

linedris rekuziv sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénye

) 1 [r1] K. L. (x> »
F:10,1]1— R, x— F(x)= i > arccos I»;-l- -arccos —-I',—-—- .
J=f-r} 1 1

Kivetkezmény: Kontinuum sok valdsértékd linedris rekurziv sorozat van
negativ diszkrimindnssal, amely modulo 1 mindeniitt sGrl, de nem egyenle-

tes eloszlasd a [0,1( intervallumban.

Az 1. Tétel bizonyitédsa.

Legyen (gh} :D a tétel feltételeit kielégitd sorozat. (8) alapjédn

(9) 8 =r r" cos 2l(e+n®) ,

n

ahol~



e .

PYTI
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r= la] = A+Y A%-a I = | Ariv 4-AZ i,
Ezt figyelembe véve a (9)-b0l
(10) ¢ =r, cos 2MKe+no>
adddik.
Legyen C e [0,11 . Mivel r12 2 létezik olyan d & [0,1[
hogy

cos 2 d = —&—
rl

A © irraciondlis szam, ezért mint ismeretes az

()oee = (o)

sorozat egyenletes eloszldsd mod 1. Ekkor viszont mod 1 mindeniitt sdrd a
w0

[0,1L intervallumban, s igy ki lehet vdlasztani olyan ﬁn+nj9]j=o

részsorozatotdt, mely mod 1 konvergdl d-hez. De akkar a

G *® = |r 2 ®
(O )7e0 ™ [races (om0

konvergdl a tetszilegesen vdlasztott < = [0,1( szamhoz, amiért is a
s 2}

¢ szédmak tetszdleges pozitiv kornyezetében van a b;n] n=o sorozat-
nak eleme, tehdt Es ] N mindenitt sGrd to,1C -ben.
n n=0
De akkor mod 1 is sird.
Bizonyitjuk azonban, hogy nem egyenletes eloszldsd. Ehhez felhasznal-
n=0

juk a Weyl kritériumot. Mivel e irraciondlis, ezért ﬂn+neﬂ<°

egyenletes elosz1l4si mod 1, s igy a (4) reldcidt alkalmazhatjuk az

2 Tihr 4 €0 2Tx
fix>=e

b}
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-re és igy (5)-bdl

N
254 N
1 o ?nhGn i 1 20 hr _cos2rC+nd)
N mg2 e ! =

1l im .
1l i
N — =
© n=1 N — 00 n=1

1

ZnthriCOSZNx
= le dx

o

adddik.

De h = 0 esetén konnyen beldthatd, hogy

1

2 N thcos 20x
fe dx=10(4 llhri] =0,

[s)
0 ¢ o]
ezért a [Gn]“o = [r1 cos ZIl(m—rne)Jh:O nem egyenletes
eloszlasd mod 1.
A 2. Tétel bizony{tdsa
[o ]
A [Gh]mo sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlédsfiiggvényének

a 0 = x =1 helyen felvett értéke definicié szerint:

N
1 Fl
myg 2 ipg,x<€6.» -

n=1

FCx>=1 i
N -~

Hasznaljuk G_ (10)-beli alakjat. Igy

N
— . 1 X =
F(x) ]% :g N S 1{O,x[ [-{ricos 2H(m+n9)}] =
n=
1 N [ril
= é :Lno R > 3> 1[j,j+x[{l‘1cos le(cﬁne)] =
n=1 j=l—-r .
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: N [r1]—1
= Lim{s P 10, eut [ry008 20Corned] +
n=1 j:[—ril-*i
+ 1 (rlcos Zﬂ(cﬁne)] +

[tr 3, min<lr J+x,r >[

r. cos 2H(m+n6)J -
[—ri,max{—ri,[—r1]+x}[ [ 1

1N [ril-—i
=1 im N-E 213 1, 4 - .
— 1*x _ 1 i Latnb)d+
N - w =1 j=[~l~1]+1 [Vznrarccoe rl,znarccoarllm

+ .
1 . mirw{[r1]+x,r1} . [!_1]‘ {+tnb}d> +
oo o arccos ]'1 ’E—';- arccos

Ty

2%
L T,

-

r iy max€-r . [=r J¥x}) T-r 1) [¢€e*nO>
2—11!‘QTCCOS P ApArccos 1

a0
Minthogy e irraciondlis, ezért [(ﬁne]moegyenletes eloszlésd mod 1,
igy
[r 1 1-1 . .
F(x> = > ﬁ arccos # - % arccos J%K +
j=L~r J+1 1 1
1
(1r 1 <ir, 1 >
r min{ir_l+x,r
+ % arccos ri - ﬁ arccos ;1 A +
i r'-r'i 1 max{~r1,1~r1]+x}
+ [p arccos T, - [f arccos T, =
[r, 1}
1 k. L .Cx>
= > % arccos ;J - ﬁ arccos —JF—— ,

j=l-r 1 i 1
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s ez a 2. Tételt igazolja.

A kovetkezmény bizonyitdsa

A (3) és (7) reldcickbdl

G, - 3G
— 1 0
ry = o - 3 2
kévetkezik.
Ha 6, =0, 6, =} la=3}, ahol j = 1 egész szdm, akkorr, = 2j 2 2

egész szam lesz.

Nyilvdnvaldan kontinuum sok A = R szdm létezik a -2 < A < 2 ¢és
e = L arccos (A-2> irrsciondlis feltételekkel, ezért az 1. Tétel
feltételei kontinuum sok olyan G sorozatra teljesiilnek, melynek diszkri-

mindnsa: D=A%-4 negativ, s ez a kivetkezményt igazol ja.
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