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UALHüll V I Kf ÓH J A 

A ZSEÖS^AttlLÓGÓ' ALKALMAZÁSA AZ ÁLTALÁNOS ISKOLAI MAII MA LIKAOKI A lASIJAM 

ABSTRAKTü: (La ap l ikado de p o s k a l k u l i l o j en l a kadro de la no Unna t.Lka 

i n s t r u a d o . ) La ro lo de la ap l ikado de poskalku lmasino j p l i a l t i g o s 

estorvte en kadro de la matematika ins t ruado . 

La ka lku lmas ino jn oni povas d i s p o n i g i a l la servo de la evou l i gn 

de la ka lku lkapabio de la ge lc rna r r tu j , üar i l i la al.oi idul) lajn r.n 1 -

vo jn de la t asko j aritautaksas k a j n i ce r t i gas a l t i o s u f i c a n tem-

pón por cerbe ka i ku l i . La ge le rnan to j t i e l povas e l ("ormi metodnjn 

por s i m p l i g i la k a i k u l adón. Üum la apl ikado de Sa masinoj i l i ob-

servas la sangadon de la grandeco de la nombrej k a j sekve evuulas 

i l i a koneepto p r i numeroj ka j i l i povas bnne o r i e n ü g i en !n ama-

so j de la numeroj. Ln la taskosolvadoj i l i a t ingus la knnseian, 

rapidan ka j prec izan s o l v o j n . l i o cesigas la s t r e c i teenn kun la 

solvadu de la tasko j k a j t i el ln seionou agadu I rnu:; lok ig;r ; al In 

planado de l a solvometodo, ka j a l la t r a r i g a r d u de La t ' inJnru de 

la tasko - de la komenco g is la l a s t a momento. 

La ekkono de la i n t e r n a j eco j de ka l ku lmas ino j , - la ekzameriado de 

uni.kaj kapab lo j de masinoj l ielpas la konseian apl ikadon de k a l k u -

l i l o j ka j i l i a n u t i l i g b n per r'naksiinala plenumka|)nblo. 

La ka lku lmas ino j povas e s t i p o z i b i v a j mo t i van ta j i l o j de sukcese 

ma téma t i k o - i n s t r u a d o , se i l i n ne nur nekanike, - per ln enbatado 

de la k l o v e t o j l aös igno j - n i donas en la manojn de la ge le rnan-

to j . 



I . 

Az ember segí tőeszközöket , gépeket hozo t t l é t r e a Munkájának megküny-

ny í t ésé re , p l : az irodákban írógépeket - egyre több te l j es í tmény re képe-

seket h á z t a r t á s i gépeket és eszközöket, a k á v é ő r l ő t ő l a programhozha-

tó Mosógépekig. 

Nan meglepő az sem, hogy évszázadok óta k ísé r le teznek a számul ár; t 

megkönnyítő eszközökkel ! 

- táb láza toka t k é s z í t e t t e k - hatvány, gyök táb láza toká t , szögfiiggvény táb -

láza toka t s tb . - és ezek a lkalmazását , mindenki e l f ogad ja , ső t tan te rvek-

ben k iemel t az alkalmazásuk! 

A számológépek őse az abakusz, amelynél a pá lc i kák fmsszával tudtak ösz-

szeadni és k i v o n n i , többszörözn i , f e l o s z t a n i , majd újabbak j e l e n t e k meg: 

~ 3 golyós számológépek, a s c s o t i - sokáig e l f ogado t t eszközök az ok ta -

tásban, kereskedelemben, 

- a fogaskerekekkel működő Mechanikus gépek a 17. században je lennek Meg: 
Pascal (1641-ban) majd Le ibn iz (1673-ban) mutat ta be számológépét. 

Ezek a gépek a 19. században egyre e l t e r j e d t e b b é válnak, - tömeggyártásuk 

1930-as évekre a l a k u l t . 

- az elektromos a s z t a l i számológépek az 1950-es években f e j l ő d t e k és már 

papírszalagokra i s k i í r n a k adatokat , - üz le tekben, h iva ta lokban te r jednek 

e l . 

- az e l e k t r o n i k u s , t r a n z i s z t o r o k k a l működtetet t számológépek az 1962-es 

években robbanásszerűen hódí tanak! 

- a zsebszámológépek pá lya fu tása az 1970-71-es években kezdődik, - egyre 

tökéletesebbek, s egyre k isebb méretükkel , működési é l e t t a r t a m u k k a l , 

energia f o r rásukka l válnak népszerűbbé. Ma már fényhatására működő vagy 

karóra méretű számológépek i s mindennapi eszközök! 

Mégis, az i s k o l a i oktatásban sokáig v i t a t o t t kérdés a zsebszámológépek 

alkalmazása, - f é l t v e a tanulók számolási készségének v i s s z a f e j l ő d é s é t ! 

A mai iskolásgyermek - a jövő embere - lépten-nyomon t a l á l k o z n i fog szá-

mológépekkel a h iva ta lokban , a kereskedelemben, különböző munkahelyeken, 

i l l e t v e gyakran fog t a l á l k o z n i pontos és gyors számolást igény lő f e l a d a t -

t a l , he lyze tekke l , - legyen akár háziasszony vagy b o l t i k i s z o l g á l ó , k i s i -

paros vagy termelő va lami lyen munkahelyen! - A tervezés t e r ü l e t é t nem i s 
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említem, h iszen o t t már a kompjuterek v i l ága a l a k u l ! 

Mindezek m ia t t az isko lának fe lada ta - tudomásul venni a számológépek l é -

t é t és ueg ismer te tn i a tanu lókat a gépek keze léséve l , maximál is t e l j e s í -

tőképességeiknek f e l i smer te téséve l és a legegyszerűbb számolási e l j á r á -

sokkal ! 

A folyamatban lévő t a n t e r v i reform dokumentumai már k i e m e l i k : Mégis sokan 

aggódva szólnak vagy v i ta t koznak azon, Iragy a gyermekek e l f e l e j t e n e k f e j -

ben vagy írásban számolni ! 

Válasz: Ez nem következhet tie, tia a tanár megfelelően átgondolva, - éppen 

a számolási készség f e j l e s z t é s e szo lgá la tában , megfe le lő metodikával a l -

kalmazza oktatásában a számológépet! 

I I . 

Az á l t a lános i s k o l a i tagozatos matematikai osztá lyokban 1901.-es é v t ő l k í -

s é r l e t e t végeztünk a szebszámológépek alkalmazására. A legegyszerűbb szá-

mológépek i s alkalmasak a négy a lapművelet , a Vszá in í t ás , a hatványozás, 

ese t leg a gyökvonás elvégzésére. 

Meghatároztuk azt a tananyagot, amelynek keretében osztá lyonként megter-

vezhető a zsebszámológép megismertetése és haszná la ta . Önál ló óraszámokat 

nem j e l ö l t ü n k a zsebszámológépekkel va ló munkához. A/ ado t t témák k e r e t é -

ben k e r ü l t f e ldo lgozás ra az ú j e l j á r á s és a gépek alkalmazása az e l ő í r t 

követelmények e lé résé re . 

5. osz tá ly 

Egyszerű számológépek alkalmazása a műveletek (+; - ; x; f ; és hatványo-

zás) e lvégzésére, számítások e l l enőrzésére összeadás, k ivonás és osz tás , 

konstanssal va ló szorzás és csztás esetén. 

Számok valahányadik hatványának k iszámí tása : a más számrendszerek h e l y i -

ér téke inek meghatározása. (Számolás természetes számok és t izedes t ö r t e k 

körében.) Kor rek túra hibásan beadott adatuk esetén, számok pontossága -

nyo lc jegyű számok - számkörbővítés. 



Követelmény 

Tudják a számológépet k e z e l n i , a lka lmazni egyszerű műveletek és művelet -

sorok elvégzésére. Alkalmazzák számítások e l lenőrzésére a természetes és 

t izedes^törtek körében. 

6. osz tá ly 

Számológéppel negatív szám szorzása, osztása, Egész számuk. Száza lékér-

ték , száza lék láb , alap k iszámítása számológéppel. 

Számok rec iprokér tékének t i z e d e s t ö r t a l a k j a . Számológép pontossága ke-

r e k í t e t t é r tékekke l va ló szánolás. 

Képletek átrendezése - szorzatok összege esetén. 

Köve telmény 

Tudják a számológépet a lkalmazni a száza lékér ték , száza lék láb és alap 

k iszámí tására; negatív számok szorzása és osztása. Tudják a r e c i p r o k é r t é -

ket meghatározni. 

7. osz tá ly 

Hatványok hatványa számológéppel. Százalékkal növe l t és csökken te t t 

összeg k iszámítása, tísszeg szorzása és osztása; különbség szorzása és 

osztása. 

Egyéb azonosságok a számológéppel; láncműveletek, hatványozás ö s s z e t e t t 

műveletekben. Konstans táro lás ! Sorqzatok e l ő á l l í t á s a . Számtani és mértani 

sorozatok Összege. Reciprokképzés k é t f é l e módszerrel ! Lnko és l k k t megha-

tározása számológéppel. 

Követelmény 

Alkalmazása a számológépnek a hatványozásnál , százalékkal növe l t és csök-

ken te t t összeg k iszámí tására , az összeg és különbség szorzása, osztása 

elvégzésére, egyéb azonosságok alkalmazására. 
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Nagy számokkal végzet t összeadás és szorzás esetén tudja l e o l v a s n i a k i -

í r t k e r e k í t e t t é r ték nagyságrendjét . 

ü. osz tá l y 

Számológép alkalmazása geometr ia i számításokban. Azonosságoknál a gép l e -

hetőségének e l lenőrzése p l : egy szám osztása, szorzása összeggel , kü lönb-

séggel. 

Képlet átrendezések, kons tans tá ro lás . 

Követelmény 

Tudja alkalmazni a számológépet a geometr ia i számításokban, az azonossá-

gok megoldását megfele lő e l l e n ő r z é s s e l a l a k í t s a k i , p l : összeggel , kü-

lönbséggel való osztás, szorzás esetén. 

111. 

A zsebszámológépből, ha maximálisan azt szeretnénk " k i h o z n i " , amire ké-

pes a gép, ahhoz meg k e l l t a n u l n i a keze lésé t , az "én" gépem t u l a j d o n s á -

g a i t meg k e l l i smern i , s asze r in t k e l l a műveleteket , műveletsorokat e l -

végezni ve lük ! Nem elegendő kézbe adni a gépet , és a b i l l e n y t y ú k é t nyom-

kodn i , - mert ezt b á r k i e l tud ja végezni meggondolással a b i l l e n t y ű z e t 

j e l rendsze re a lap ján , - lianem é r t e n i k e l l , ismerni k e l l be lső rendszerét 

és annak megfelelően tudatosan, f igyelmesen k e l l dolgozni a géppel ! 

1. Zsebszámológép használata közben e lő fo rdu lha tnak személyi eredetű h i -

bák, p l : rossz adatot b i l l e n t y ű z t ü n k vagy h e l y t e l e n művele t i j e l e t . A h i -

bák egy részét észrevesszük, másik részét nem. A végeredmény szempontjá-

ból közömbös mi t h ibáztunk, - a számítás eredménye hibás l esz ! Felméré-

sekkel e l l e n ő r i z t é k a b i l l e n t y ű k " téves" haszná la tá t , s ezek a l a p j á n meg-

á l l a p í t o t t u k : 20-150 bi l lentyűbenyomása közö t t át lagosan egy, nem észre-

v e t t h ibáva l dolgozhatnak az á t lagos egyének! A hibák száma függ az egyé-

n i ado t t ság tó l i s , a p i l l a n a t n y i l e l k i á l l a p o t t ó l , a számológép kezelésé-
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nek mód já tó l , a gép érzékenységétűi , a munkavégzés gyorsaságától s t b . 

Nagyon fontos tehát a számitások e l l enő rzése , i l l e t v e a várható ér tékek 

e lőrebecs lése! Természetesen a tanár e lőzetes számítása a lap ján a munka 

e l lenőrzése mindig b i z t o s í t o t t ! 

A hibás adatokat k o r r i g á l h a t j u k ! A legegyszerűbb gépek i s rendelkeznek 

i l y e n tu la jdonságokka l : 

a) A QTJ b i l l e n t y ű v e l a k i je lzőrendszerben l á t h a t ó adatok t ö r ö l h e -

tők, - a gépet ű j műveletre k é s z í t i e lő , C - Clear szó kezdőbetűje min-

dent t ö r ö l ! 

b) A [ü] - v a l i s lehet t ö r ö l n i , de csak a műveletek eredményét t ö r -

l i , a b e í r t adatokat nem, - az [=] j e l r e az e lső adatot v i sszaad ja ! 

Ez e l lenőrzendő tu la jdonsága a gépnek, mert géptípusonként vá l t ozó , -

és hiba forrása lehe t a számolásnak! 

c) A [CÊ  b i l l e n t y ű i s t ö r ö l , de alkalmas egy hibás adat t ö r l é s é r e , 

azaz a műveletsor f o l y t a t h a t ó az adat j a v í t á s a u tán, p l : a 170 + 346 

összeget szeretnénk számítan i , de v é l e t l e n ü l 356-ot ü tö t tünk a gépbe. A 

CE - b i l l e n t y ű benyomásával a h ibás adat jav í t h a t ó ! Az • - j e l l e l e l -

l e n ő r i z n i k e l l az e lőzetesen b e í r t adato t , mert a gép a [Jülj - b i l l e n t y ű 

benyomása után 0 - á t j e l e z ! 

Gépenként vá l tozó tu la jdonság az i s , hogy művelet i j e l be í rá ráva l vagy 

ané lkü l f o l y t a t h a t ó a művelet! 

Programja: 170 [TJ 356 [CEj Q Q 346 Q 534 

b i l l e n t y ű szerepe, ha hosszabb CE Különösen célszerűnek l á t s z i k a 

adatsor beírása közben hibázunk, s így nem k e l l az egész ada tso r t ú j r a 

b e í r n i egy e l h i b á z o t t adat beütése m i a t t , hasonlóan j a v í t h a t ó a hibásan 

b e í r t művelet i j e l i s ! 

2. A zsebszámológépekkel való munka f e l t é t e l e z i a várható eredmények á l -

landó e lő rebecs lésé t és az u tó lagos e l l e n ő r z é s t . A k í s é r l e t e z ő tagozatos 

osztá lyok nevelő i a r r ó l számoltak be, hiogy a várható eredmény "becs lése" 

ugrásszerűen f e j l e s z t i a tanulók fe jszúmoló képességét! 

- f e j l ő d i k a számok nagyságrendjének v i z s g á l a t a , azaz érzéke lése; 
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- f e j l ő d i k a művelet i tu la jdonságoknak, műveletsoroknak, a művelet so r -

rendjének, sőt á t rendezés i technikájának ÓE szerepüknek fe l i smerése ; 

- f e j l ő d i k a művelet i azonosságok alkalmazásának, fe l ismerésének képessé-

ge és a művelet i azonosságok á t í rásának képessége. 

Mindezek v i zsgá la tá ra és a gondolkodásra a gép j e l e n l é t e m o t i v á l j a a t a -

nu lóka t ! A tanár i s tudatosan adhat ö t l e t e k e t a konkrét fe lada tok kapcsán 

a ke rek í tések re , a fejszámolás e l j á r á s á r a . 

Maguk a tanárok e m l í t i k , tragy a "becs lés " , " k e r e k í t é s " , " f e j s zámo lás " , 

"azonosságok a lakulása" enny i re i n tenz í v alkalmazása k imaradt a korább i 

gyakor la tukbó l - t a l á n időkímélés az í r á s b e l i számolás hosszas végzése 

mia t t ! 

3. Ismerni k e l l a számológépek sa já tos t u l a j d o n s á g a i t , - hogy mely t e r ü -

le teken je lentkezhetnek e l té rések? P l : 

- t i z e d e s t ö r t adatokkal másként és másként bánnak a gépek, a gép t í pusá -

t ó l függően! Vannak gépek, amelyek a végte len t i ze r íes tö r l ek u to lsó h e l y i -

ér tékén k e r e k í t i k a számokat, más gépek nem! Vannak " lebegőpontos" számo-

lógépek, amelyek mindig csak két t i zedes jegyre k e r e k í t e t t é r t é k k e l d o l -

goznak! Vannak gépek, amelyek G h e l y i é r t é k e t í rnak k i , de vannak t í z he-

l y i é r t é k ű e k ! Vaunak gépek, amelyek a 0.3333333 szánnak a 0 egészéi k i j e l -

z i , más gépek ez .33333333 alakban í r j á k k i . Az előző 7 t i z e d e s j e g g y e l , 

az u tóbbi ü t i zedes jeggye l , pedig mindket tő nyolc-számjegyes gép! 

- a gépek "befogadóképessége" más és más! A legá l ta lánosabb gépekbe b e í r -

ható legnagyobb ér tékű szám: 99 999 999 és a legk isebb ér tékű szám: 

0.000 0001 (1 m i l l i omod) . Ha ezekhez a szarokhoz hozzáadunk vagy t i zedes -

se l megszorozzuk, akkor " t ú l c s o r d u l á s " , i l l e l t v e " a l u l c s o r d u l á s " köve tke-

z i k be. 

Az " a l u l c s o r d u l á s t " f i gye lmez te tés n é l k ü l 0 -va l j e l z i a gép. Ez á l t a l á b a n 

azonosan j e l e n i k meg különböző gépeknél ! 

A " f e l ü l c s o r d u l á s t " a gép j e l z i [" vagy E j e l l e l . (E r ro r = h iba ) és t i z e -

despont j e l e n t i k meg az adatban. Ezzel az a d a t t a l nem l e h e t tovább d o l -

gozn i , mert a gép a b i l l e n t y ű k használatára nem reagá l , p l : 

90765432 [ x j 1230 Q ] 1214.014ö[ 



A gépek á t té rnek a számok normál a l a k j á v a l valé k i j e l z é s r e , - egyes gépek 

ezt j e l z i k i s - de l i e l y i é r t é k hiánya m i a t t csak néhány t izedes jeggye l j e -

l ö l i k ! 

Mi lyen va lód i nagyságrendű a f e n t i szorzat értéke? 

n 
1214.8148 • 10° 121 481 480 OGÜ, azaz 

"Százhuszonegyezer-négyszáznyolcvanegy m i l l i ó . . . " • 
10 hatvány a gép 8 he ly ié r tékének l ia tványa lak ja . 

(A tudományos cé lé számológépek rendelkeznek a számok normála lak jáva l va-

ló számolás lehetőségével ! A gépen lEXfj = exponens, azaz k i t e v ő t j e l ö -

lő b i l l e n t y ű van ! ) 

- A legegyszerűtb gépek nem rendelkeznek a "magasabb rangé" műveletek á t -

rendező-képességével, p l : szorzatok összegét hibásan végz i , ha a gép 

használója e r re nincs f igyelemmel! A rnűvelet lár icot át k e l l rendezni vagy 

a részeredményeket pap í r ra le jegyezn i és a gépet tudatosan k e l l használ-

n i ! (Ezért j a v a s o l j u k , hogy ba l kézzel keze l jük a gépet , mert a számítá-

sok részeredményeinek, vagy eredményeinek bejegyzését kezünkben t a r t o t t 

í róeszközzel azonnal jegyezni t ud j uk ! ) 

P l : 120 ' 5 + 4 3 ' 7 = szorzatok összege 

a) 120 0 5 43 [ x ] 7 Q ] 4501 eredmény h ibás , mert a 120 és 

szorzatához adot t 43-a t szorozza 7 - t e l ! 

A • D + C • 0 = (A'B+C) 'D 

b) Előre tervezve a tanu ló egysze rűs í t he t i a f e l a d a t o t : 
4 3 0 7 0 6 0 0 0 eredmény l i e l yes ; mert a 120 ' 5 = 600 szo r -

za to t fe jben elvégezve egysze rűs í te t t ük a f e l ada t k i számí tásá t . 

c) A memóriával rendelkező gépek esetén az e lső szorza to t az [MJ b i l -

l en tyűve l e i t ie lyezzük, majd a második szorat után J T R ] vagy [RMJ 

b i l l e n t y ű v e l v i sszah ív j uk és fwzzáadjuk a k i j e l z ő n k i í r t szorzathoz. 

Tekintsük most más adatokkal a f e l a d a t o t : 
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12 • 15,4 + 16 ' 23,6 = 

12 0 15.4 [ J [M] 16 0 23,6 0 0 [rm] 0 362.4 

d) Ue e l ő f o r d u l , liogy a memóriát már rnás sdat tá ro lásá ra igénybevet tük , 

akkor a " kép le t át rendezését" k e l l a lkalmazni úgy, hogy az A'B + C'D 

művelet a r i t m c t i k a i l a g egyező legyen: 

( —--x--- + 0 ) x C műve le t so r ra l , azaz 
C 

A |~x~] B 0 C 0 D fx ] C 0 l e s z 3 számolás "p rogramja" . 

Mostinár a legegyszerűbb géppel , memória né l kü l i s összegezhetők 

szorzatok , p l : 

12 0 15.4 0 16 0 23,6 0 16 0 562.4 az eredmény megegyezik az 

előző módszerrel k i s z á m í t o t t eredménnyel! 

A gépek rendelkezhetnek konstans táro ló-képességgel . Erinek seg í t ségéve l 

tudunk a gépekkel növekvő vagy csökkenő sorozatokat képezni ! üe ez a tu-

la jdonság nem egységesen / je len ik meg minden gép t ípusná l , - ez r u t a gép 

használójának k e l l megvizsgálni a konstanstáro lóképességet ! 

a) Próbaként végezzük e l a következő művele te t : 

l / a . 13 Q 8 Q • Q 

0, 21, 3 4 , . . . 
v a9V 13 0 0 0 0 

13, 26, 39, 5 2 , . . . ; 

Ha az 0 beütésére n incs vá l tozás a k i j e l z ő r e g i s z t o r é n , akkor a gép 

nem rendelkez ik a sorozatképzés ezen tu la jdonságáva l . ( I t t az e l ső tag 

a konstans! ) 

2 /a . 200 0 25 0 0 0 

200, 175, 150, 1 2 5 , . . . 

Á l ta lában az egyszerű gépt ípusoknál nincs kons tans tá ro lás összeadásra 

és kivonásra nézve. (A kivonandó a konstans! ) 
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b) De még a s z o r z á s r a és osz tás ra nézve l ehe t konstans t á r o l ó képessége. A 

legegyszerűbb géptípusok i s rendelkeznek ezzel a tu la jdonságga l ! 

! / " • 2 [x] 3 Q Q Q • 
6, 12, 24, 4 0 . . . 

Az elsőnek tx; : í r t tényezőt t e k i n t i konstansnak. 

2 /b . 24 n 2 • • • n 

12, 6, 3 , . . . 

Osztásnál az osz tó a konstans. 

A kons tans tá ro ló képesség gép t ípus tó l függ, ezé r t ezt a k í s é r l e t e t 

mindig végezzük e l . P l : 

SHARP EL-00169S t ípusú gép csak a szorzásra és osztásra nézve, a 

FACIT-gép pedig az összeadás, szorzás, osztásra nézve rende lkez ik ez-

z e l a tu la jdonságga l . Több géptípus mind a négy a lapműveletre nézve 

kons tans tá ro ló . 

c) Ezt a képességet alkalmazzuk hatványozásnál, f i i : Mennyi 3' ér téke? 

5 B Q Q 0 0 Q Q M 

(De összetet tebb gépek [y^j függvényértékkel számolják k i a hat 

ványér tékeket ! ) 

A hatványazonosságok gyakor láséra - hatványok szo rza ta , hányadosa és 

hatványa számításokhoz - vá l t oza tos fe lada tok j e l ö l h e t ő k . 

d) Más j e l l e g ű konstans t á r o l ó képessége i s lehet a zsebszámológépeknek, 

p l : 

1 /d . Azonos t ago t adunk különböző szánokhoz, p l : 1526; 17; 3 .4 ; és a 

83-hoz szeretnénk 1985-öt hozzáadni. 

Ha a gép rende lkez ik ezze l a képességgel, akkor 0 [_»J 1905 beí rása 

után a k i j e l z ő n megje lenik 1905. 

Ezután csak b e í r j u k az ado t t számokat és az f=~) j e l r e megkapjuk 1905-
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t e l nagyobb é r tékeke t ! 

l éhá t : 0 JTj 1905 • 1905 

• 1526 0 3511 

17 • 2002 

i 3,A • 1900.4 

03 • 2060 

Hasonlóan e l l e n ő r i z h e t ő k ivonásra i s ez a képessége a gépnek: 

Egy adot t számból különböző ér tékek kivonása! 

2/d- A szorzó kons tans tá ro lása , - á l t a l ában a legegyszerűbb gépeknel 

i s képessége. Nagyon hasznos akkor , ha több szánnia 1 ugyané/1: a sznr 

zást k e l l e lvégezn i , p l : t á b l á z a t o t k e l l k é s z í t e n i . 
Mennyi a kör ke rü le te 1; 1 .5 ; 2; 2 .7 ; 3 s t b . cent iméter sugár ese 
tén? 

A kör k e r ü l e t kép le te : 2 " O l , * r 

konstans; vá l tozó é r ték 

A gép programja: 

2 0 3.14 [x ] 1 \J\ 6.20 

" 1.5 ra 
2 0 

2.7 Q 

r 1 1.5 2 2.7 3 3.6 4.7 

2rX 6.20 9.42 12.56 16.906 10.04 

Hasaonlőan fe lbon tha tók a geomet r ia i számítások k é p l e t e i konstans é 

vá l tozó é r tékek re . Ezzel a v i zsgá lódássa l t a r t a l m i l a g i s mélyül 

f e l s z í n és té r foga tszámí tás , sőt az inverz f e l ada tok ra i s — f e l s z í n 

vagy t é r f o g a t b ó l adatok meghatározása — k e l t ő idő marad. 

3 /d . A számok valahányad részét i s hasonlóan számoljuk kons tans tá ro -
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l á s s á l ! 

Mennyi az 5-üd része: 795; 15340; 202.125 szánoknak? 

5 f t l 5 [ 3 1 ezze l h í v j uk e lő a konstanst 
795 Q 

, 15 340 [ 3 

202.125 • 

Más gép az e lső osztás u tán megőrzi az osz tó t konstansként ! 

Ma tenia l i k a i l ehe te t lenség j e l z é s e i s másképpen j e l e n i k nng gépenként, p l . 

0 -va ló osztásra programozzuk a gépet! 

Megjelenik az E vagy j e l , de gép t ípus tó l függően egyéb j e l z é s t i s l á t -

hatunk : 

- v i l l o g ó 0 - j e l 

- 0.[ 
- több t izedespont 

- a k i j e l z ő n csupa 0-számjegy 

- vagy minden fény e l t ű n i k . 

Amíg a készüléken a hiba j e l z é s e van, addig további műveletet végezni nem 

l e h e t . A h i b a j e l z é s é t csak a [ü j - b i l l e n t y ű v e l szün te the t j ük meg! 

Még soro lhatók lennének a gépek sa játos képességei, a gépek belső t u l a j -

donságai, - de ezeket tudatos használat közben ismerhet jük meg! A gépek 

keze lő i u t a s í t á s a i nagyon szűkszavúak vagy sokszor nincsunuek, nem magyar 

szövegűek! így a tanu lóka t cé lszerű ezekre f e l k é s z í t e n i . 

IV. 

A zsebszámológépek alkalmazásával a matematikai ismeretek i s mélyülnek! 

S e g í t i az összefüggések mélyebb megértését, p l : a t ö r t r é s z - száza lékér -

ték számítás; az egész - és a lap k iszámí tása; az arány - százalék láb szá-

mítása közö t t ! A száza lékka l növe l t és csökkente t t ér tékek meghatározása 

leegyszerűsödik, - a hosszas köve tkez te tés i e l j á r á s t f e l v á l t j a a gépre 

alkalmasabb számításmód! 
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Az arányossági fe lada tokná l s e g í t i a "vá l tozás arányával való szorzás , 

i l l e t v e osztás" művele t i e l j á r á s megértését! A r a c i o n á l i s számok v i z s g á -

l a t á r a sokfé le alkalom k í n á l k o z i k ! A gépek segí téséve l több f e l ada t meg-

oldása tervezhető és az egész fe lada t k imenete lé t k e l l t e r vezn i , hogy ne 

apró, szé thu l l ó számításokkal jussunk a megoldáshoz! P l : 

126 tanulónak táborozás i kö l tsége 56700 T t . Utó lag j e l e n t k e z e t t még 10 

pa j t ás . Mennyit f i z e t t e k be a táborozásért? 

a) Hagyományos számítások je lennek neg a füzetekben, s z é t h u l l ó művelő l uk ! 

5670Ü : 126 - 450 F t / f ő 450 ' 136 

630 1350 

00 2700 

61200 Ft 

b) Az egész fe lada t átgondolására u t a l ó tervezés lenne szükséges még az 

í r á s b e l i számolásnál i s ! Egyszerűsí tés i lehetőséget k í n á l ! 

60 900 

56 700 • = jS-jQTÍ • 60 = 60 ' 900 ••= 61 700 (I t ) 

63 1 

c) Géppel e l l enő r i z zék a számítást - legalább néhányan! 

56700 [£] 126 0 136 = 61 200 ( F t ) 

Az í r á s b e l i számolásnál i s cé lszerű az egész fe lada t megoldási a l g o r i t m u -

sának a megtervezése! Ezt a gondolkodásmódot i s a zsebszámológép j e l e n l é -

te s e g í t i ! Egy műve le t so r ra l , — ese t leg memória használat megtervezésé-

ve l — cé lszerű a f e l a d a t o t e l őkész í t en i a géppel való k i számí tás ra ! 

Ma már az osz tá lyok tanu ló inak 80-90 \-a rende lkez ik s a j á t tu la jdon i ) 

zsebszámológéppel - így j e l e z t é k a k í s é r l e t e z ő nevelők! 

Az isko lák szer tárába i s bekerü l tek már zsebszámológépek! Annál é rdeke-

sebb a fe lada tok megoldása, minél t öbb fé l e géppel szári*)Inak a gyerekek, 



így van lehetőség a gépi tulajdonságok v i zsgá la tá ra ( k e r e k í t é s , számok 
a lak ja s t b . ) ! 

V. 

i 
Matematika oktatásunk a lapvető c é l k i t ű z é s e a tantárgy megszeret te tése. 

Zsebszámológépekkel érdekes fe lada tok , j á tékok i s végreha j tha tók ! Szakkö-

r i keretben, i sko lán k í v ü l i fog la lkozáson bemutathatok és közösen j á t s z -

hatók a zsebszámológéppel, p l : 

1. Polindrom e l ő á l l í t á s a 

Az o lyan számok, amelyek v i ssza fe lé o lvasva i s ugyanazt a számok ad ják , 

p l : 121; 323, 89196 s tb . 

Fe ladat : Keressük meg az összes háromjegyű négyzetszám-pol indromot! Há-

nyat t a l á l t u n k ? (Ezekhez a számokhoz könnyen e l j u t h a t u n k , ha 10 és 31 kö-

zé eső egész számokat négyzetre emel jük ! ) 

2. Szerencsés számok 

Adott képzési s zabá l l ya l számsorozatot í runk f e l , s ez e l veze the t az 1-

es számhoz. A sorozat k i i n d u l ó eleme "szerencsés szám". 

a) Legyen a sorozat kezdőeleme t e t s z é s s z e r i n t i p o z i t í v egész szám, éü 

minden további elemét ügy képezzük, hogy nz el ó t hí á l hi elem számje-

gye i t négyzetreemeljük és ezek összegét vesszük, p l : 

7, ^49, 97, 139, 10, 1 

16+81= 97 

Ha azt t a p a s z t a l j u k , hogy a sorozat néhány lépés után e l é r i az 1 - e t -

a kezdő szárrat p l : a 7 - e s t "szerencsés szánnak" nevezzük. 

b) Indu l junk k i a 9-es számból! Az e l ő b b i képzési móddal á l l í t s u k e l ő a 

soroza to t ! 

(Megf igye lhe tő , hogy 0 elemű c i k l u s k e l e t k e z i k , melynek e lemei : 37, 

58, 89, 145, 42, 20, 4 , 16 és megismétlődöen!) így a 9-es nem szeren-

csés! 
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c ) Válasszuk k i i n d u l ó elemnek a következő számokat: 6, 0, 13, 19, 21, 23, 

30. 

Melyek szerencsés számok? A nem szerencsés számok 0 elemű c i k l u s a i b a n 

szereplő elemeket hason l í t suk össze a 9-ne l kezdődött sorozni H elemű 

c i k l u s á v a l ! (Ugyanezek a számok, csak más és más a c i k l u s e lső eleme!) 

d) Válasszuk k i az 5 0 < x = 100 számok közü l a szerencsés számukat! (Ha 

pontos a sorozatképzés, 9 i l y e n szám van! ) További, v i z s g á l a t o k a t é rde-

mes végezni a szerencsés számokról, p l : végte len sok szerencsés szám 

van s tb . 

3. Háromjegyű számok pó lusa: 495 

Te tszéssze r i n t i háromjegyű számból indulunk k i , melynek minden számjegye 

különböző. Legyen ez p l : 326. Ebből a legk isebb és legnagyobb háromjegyű 

számot á l l í t s u k e lő és számítsuk k i a különbségüket! 

632 - 236 = 396 A kapo t t különbségből i s képezzük a legnagyobb és 

963 - 369 - 594 legk isebb számok különbségét és fo ly tassuk tovább! 

954 - 459 = [495] 

A 495-ből már újabb legnagyobb és legkisebb szám különbsége nem képezhe-

t ő , i t t megál l t a számítás! 

f e l a d a t : Több háromjegyű szám hasonló v i z s g á l a t a után i ndoko l j uk , m ié r t 

vezet e l mindig a képzet t legnagyobb és legkisebb számok különbsége a 

495-ös számhoz - vagyis miér t 495 a "pólusa" a háromjegyű számoknak? 

( F i g y e l j ü k meg: az e lső kapot t különbségben a középső szám 9-es ; az e l ső 

és u to lsó számjegyek összege 9 ! ) 

4. 13-mal, 11-gyel és 7 - t e l osztható számok 

Bármelyik abcabc alakú háromjegyű szám osz tha tó 13-mal, 11-gyel és 7 - t e l ! 

M ié r t? í r j u n k a gépbe te tsző leges háromjegyű számot és ugyanazt a három-

számot í r j u k me l lé . Az így nyer t 6 - jegyű számot osszuk e l egymás után 

13-mal, 11-gyel és 7 - t e l ! 
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p l : 422422 [T] 13 0 11 (T) 7 [=] 422 

Azért mert 13 [x ] 11 [x ] 7 g 1001 

és 422 [x ] 1001 • 422422 

5. Játék számokkal 

a) Háromjegyű, azonos számjegyű számok négyzetét m ié r t számí that juk k i az 

a lább i mórion? (Próbá l juk k i más számokra i s ! ) 

2 
777 = 7 

777 

77777 

06247 • 7 = 603729 

b) V izsgá l juk és i g a z o l j u k , hogy a szorzás tényezőiben és a szorzatban az 

1, 2, 3 . . . , 9 számjegyek vannak! 

1730 ' 4 = 6952 

190 * 27 = 5346 

403 ' 12 = 5769 

Keressünk további - hasonló tu la jdonságé szo rza toka t . 

c) I g a z o l j u k , hogy a (10 'a+b)(10*c+d) szorzatánál érvényes az a lább i 

egyenlsöség! 

12 ' ' 42 = = 21 • 24 A tényezőkben a számjegyeket f e l c s e -

13 : r 62 = = 31 • 26 r é l t ü k a szorzat mégis egyenlő! 

24 ' ' 63 = = 42 • 36 

6. Kedvenc szám 

Ha va lak inek van "kedvenc" számjegye, annak tömeges e l ő á l l í t á s á r a töhb 

módszer lehetséges, - és megkaphatja a "kedvenc" számjegyét a számológép 

k i j e l z ő j é n e k minden h e l y i é r t é k é n ! 
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a) 12345679-et szorozzunk meg a kedvenc szám 9-szereséve l ! 

12345679 [7] 5 [ x ] 9 [=] 55555555 

" i 
( kedvenc 

A szorzandóból csak a 0 és 8-as h i á n y z i k ! 

A szorzás sor rend je fon los ! 

b) 15873 [T] 7 K [ g KKKKKK 

K = Kevenc szám 

Á l l í tsunk e lő más módszerekkel i s kedvenc számot. Indoko l juk az e l ő á l -

l í t á s módját! 

7. Szavak í rása számológéppel 

A számológép számjegyei betűket képeznek, fin gépet " l e j j e l l e f e l é " t a r t -

j uk . 

1 = 1 2 = Z 3 = E 4 = h 5 = S 

6 = g 7 = L 8 = 0 9 = b 0 = o-hetűnek o lvasható ! 

A szöveget mindig az u to l só be tűve l kezdjük b e í r n i , p l : 

ZOLI > 1702 SZELI ^ 17325 

Mi v o l t a v i l á g gazdasági válságának oka? 

71077345 számról leo lvasható ! 

lovább i já tékos fe ladatok oldhatók meg a zsebszámológéppel (Csákány An-

t a l : M i t tud a zsebszámológép? Műszaki Kiadó 1901) 

- "Megoltla t i an p rob l éma" - egy ado t t s z a b á l l y a l képzet t sorozat va lahá-

nyadik e lemétől 4, 2, 1 elemek ismétlődése küve tkzo ik . 



- "Számok generál ása" vé le t lenszerűen számológéppel, pJ: kockadobás lír:-

l y e t t e s í t é s é r e . (De akár 4- jegyű szánok i s generá lha tók ! ) 

- "Nap lár-számf tás" Adott dátoin mi lyen napra es ik p l : 1700 mám ins 1. -

2000. f eb ruá r 28. k ö z ö t t . 

- Vetélkedő j á tékok : ügyességi já tékok p l : "A zérus a c é l " , "Vagy-vagy" 
s t b . 
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KRYSTYNA D I A L E K AND A L E X A N D E R GRYTCZUK 

SOME REMARKS ON C E R T A I N D I O P H A N T I N E EQUATIONS 

ABSTRACT: The paper gives resutte on ihe nolutionn of ihe 

equation& 

a x n + a J x n ~ 1 y + . . . + a y n = m , x p + y P i = z 2 , O i 
4 . 1 + 1 + 1 a n d 5 = 1 + 1 + 1 
n x y z n x y z ' 
w h e r e m f n art? i n i e g e r s a n d p C > 3 ) i s a p r i m e . 

1 . I n t r o d u c i i o n 

I n t h i s p a p e r we g i v e Rome r e m a r k s c o n c e r n i n g t h e 

f o l l o w i n g ' p r o b l e m e n e : 

1 ° L e t i > n < x , y ) d e n o t e s t h e f o r m o f d e g r e e n £ 3 a n d l e t m € Z 

t h e n t h e e q u a t i o n 

C i . l ) . x , y)*=m 

h a s s o c a l l e d r e g u l a r s o l u t i o n s i n < x , y > « Z 2 . 

2 ° I f Cx , y ) 1 1 ! a n d p > 3 i s a p r i m e a n d t h e p i j i m l . j o i i 

C I . 2 ) x p + yp » z 2 

h a s a s o l u t i o n i n i n t e g e r s x , y , z t h e n 

p j z o r p j <pC z ) , 

w h e r e >p d e n o t e s t h e E u l e r f u n c t i o n . 

3 ° L e t 

< 1 . 3 ) 4 = 1 + 1 + 1 n x y z 
a n d 

C I . 4 ) 5 - 1 + 1 + 1 n x y z 

E r d ő s a n d S t r a u s c o n j e c t u r e d , , t h a t t h e e q u a t i o n < i . 3 ) 

h a s a p o s i t i v e s o l u t i o n i n i n t e g e r s x . y , z f o r e v e r y n a t u r a l 

n u m b e r n £ 2 C s e e [ 4 1 , Open p r o b l e m s , p . 5 0 ; No I B ) . 

S i m i l a r c o n j e c t u r e was p o s e d b y S i e r p i n s k i C s e e Í 4 J , O p e n 



p r o b l e m s , p . 5 8 , No 1 9 ) f o r t h e e q u a t i o n ( 1 . 4 } . 

We g i v e e x p l i c i t f o r m o f s o l u t i o n i s o f ( 1 . 3 ) f o r 

n = d k , 4 k + 2 , d k + 3 , B k + 5 j k = i , 2 , . . . and f o r n ^ d k , d k * 2 „ 

d k + 3 ; k = l , 2 , . . . o f t h e e q u a t i o n ( l . d ) . 

2. Regu lax ' s o l u t i o n s o f t h e a q u a t i o n <f> Cx , y ) —m. 

J . H . E v e r t s e t 2 J p r o v e d t h a t i f 

C 2 . 1 } N « c a r d ^ < x , y > « Z 2 j * > _ ( x , y ) ~ m ^ , 

w h e r e n ä 3 , ^ ( x , ! ) i s a p o l y n o m i a l , w h i c h h a s t h r e e 

d i s t r i c t r o o t s a n d t=o>( | m | ) , w h e r e o ( | m | ) d e n o t e s t h e n u m b e r 

o f d i s t i n c t p r i m e d i v i s o r s o f | m | , t h e n 

2 

(2. 2} N 5 n 

1 5 
Ü M 

+ 6 * 7 
(3) 

( t + i ) 

An i m p r o v e m e n t o f ( 2 . 2 ) was g i v e n b y E . F l o m b i e r i a n d 

W . M . S c h m i d t [ 1 3 . L o t F C x , y ) « Z t x , y J be a n i r r e d u c i b l e f o r m 

o f d e g r e e «»£3 and l e t N b e t h e number o f s o l u t i o n s o f t h e 
t rr> 

e q u a t i o n 

( 2 . 3 ) f n ( > c » y } " m 

i n i n t e g e r s x , y sue!» t h a t ( x , y ) = l , t h e n 

( 2 . 4 ) N < C n n, m 1 

w h e r e C i s a n a b s o l u t e c o n s t a n t . I f n > C . t h e n 1 2 

( 2 . 5 ) 

w h e r e < x , y > = <~x,—y> . 

N < 2 1 3 R»1*1 n, m 

I n t h i s p a r t we c o n s i d e r s o c a l l e d r e g u l a r s o l u t i o n s o f 

( 2 . 3 ) . 

L e t ip Cx, y ) <s Z C x , y J a n d n ^ 3 , a n d l e t 

( 2 . 6 ) y ( x , y ) «= a x n + a v n " i y + . . . + a y n » m. 
N O 1 N 
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L e t d=|jao ,as , . . . >
 a

nJ » | rre | > 4-, m X d a n d s u p p o s e t h a t C 2 . 6 ) 

h a s a t l e a s t t w o s o l u t i o n s . L e t 

C 2 . 7 ) < x k ' y k > * Z > k - i . 2 , . . . 

d e n o t e t h e s e q u e n c e o f s o l u t i o n s o f ( 2 . 6 > . T h e s e q u e n c e 

C 2 . 7 ) w i l l b e c a l l e d r e g u l a r i f 

C a ) f o r e v e r y i < k , d e t 

Cb> f o r e v e r y i < k „ 

K - V I 
k ' m 

* o 

d e t 
[ x . , y t 

K > = i 

We p r o v e t h e f o l l o w i n g t h e o r e m : 

THEOREM 1 . L e t N 4 d e n o t e t h e n u m b e r o f r e g u l a r s o l u t i o n s o f 

C 2 , 6 > a n d l e t | m | > l , m-fd, w h e r e d = f a . „a^ , . . . , a J . T h e n 

c 2 . e ) N £ n. 

PROOF. S u p p o s e t h a t t h e e q u a t i o n C 2 . 6 ) h a s N > n r e g u l a r 

s o l u t i o n s 

< x 1 , y 1 > , < x 2 , y 2 > , . . . , < x n + 1 , y n , t > , 

t h e n f r o m C 2 . 6 > we g e t 

C2. 9 ) 

a x n + a x n _ 1 y + o i 1 1 7 1 

a x ^ a x " 4y' + 
O 2 1 2 2 

+ a y? = m r>J 1 

y ^ ea m n 2 

+ a x n " * y + . . . + a y " O n * ! 1 n + i - n + 1 r r ' n + l 

T h e f u n d a m e n t a l d e t e r m i n a n t o f t h e s y s t e m C 2 . P > h a s t h e foi^m 
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C 2 . 1 0 ) A = 

<7. * r v í ' y; 

'•Z>
 X 2 y 2 ' 

n +1 

I t i s e a s y t o s e e t h a t f r o m C 2 . 1 0 ) 

C 2 . 1 1 ) A - 1 [ [ykxi ~ xkyJ 
i ^ i < k 5 n + l 

d e t 
[x. , y t 

[ x k -l i l < k 5 n + l 

f o l l o w s . T h u s b y ( 2 . 1 1 ) a n d C a ) i t f o l l o w s t h a t A * 0 

t h e r e f o r e b y C r a m m e r ' s r u e l e we o b t a i n 

a n d 

C 2 . 1 2 ) 
m • A ' 

2 
~ Ä  

m » A ' n • 1 
3 ' a i " 

S i n e : « a e Z , f r o m C 2 . 1 2 ) we h a v a 

C 2 . 1 3 ) A | m • A£ f o r e v e r y i = i , 2 , . . . , n + i 

B u t C m , A ) = l , s i n c e f r o m ( b ) 

f r o m < 2 . 1 3 ) we g e t 

m > d e t fxl » yi 

[ V y k 

C 2 . 1 4 ) A | A> f o r e v e r y i = l , 2 , . . . , n + i 

T h u s b y C 2 . 1 4 ) a n d C 2 . 1 2 ) i t f o l l o w s 

A' A ' 

w h e r e 

A ' i 
T T « 2 f o r e v e r y 1 = 1 , 2 , . . . , n + 1 , 

a n d 
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arid t h e r e f o r e m | a f o r j = 0 , l , . . . , n . S i n c e d = j a ^ . a , j ^ o 1 

. . . , a r j , t h u s d j a . a n d t h e r e f o r e rn j d . I t c o n t r a d i c t s t o 

o u r c o n d i t i o n s J m | > i a n d m j d GO t h e p r o o f i s c o m p l e t e . 

We r e m a r k t h a t b y s i m i l a r m e t h o d we c a n p r o v e t h e 

w e l l - k ^ n o w n L a g r a n g e ' s t h e o r e m c o n c e r n i n g t h e n u m b e r o f 

s o l u t i o n s o f t h e c o n g r u e n c e 

f C x ) ^ 0 Cmod p ) , 

w h e r e f e Zixl a n d p i s a p r i m e C c o m p . t 3 ] > . 

3 . On t h e e q u a t i o n x p + y p " z 2 

I n 1 9 7 7 G . T e r j a n i a n E81 p r o v e d t h n t i f t h e e q u a t i o n 

X 2 p 4- y 2 p - Z
2 p , 

w h e r e p i s o d d , h a s a s o l u t i o n i n i n t e g e r s x , y , z , t h e n 

2 p j x o r 2 p I y . 

I n 1 9 8 1 A . R o t k i e w i c z t ö l i m p r o v e d t h i s r e s u l t s h o w i n g 

t h a t i f x 2 p + y 2 p « z 2 p h a s o s o l u t i o n i n i n t e g e r s x , y , z , 

w h e r e p i s a n d o d d p r i m e , t h e n 8 p ? j x o r 8 p J j y . 

I n 1 9 8 2 A . R o t k i e w i c z [ 6 1 o b t a i n e d t h a t i f C x , y ) = l 

a n d p > 3 i s a p r i m e a n d p j z a n d 2 | z o r p - fz a n d 2 f z , 

t h e n t h e e q u a t i o n 

C3. 1> x p + y p ® z 2 

h a s no s o l u t i o n i n i n t e g e r s x , y , z . 

F o r o t h e r r e s u l t s s e e a l s o E 7 1 . 

I n t h i s p a r t we p r o v e t h e f o l l o w i n g t h e o r e m : 

THEOREM 2 , S u p p o s e t h a t C x , y ) = i a n d p>3 i s a p r i m e . I f t h e 

e q u a t i o n ( 3 . 1 ) h a s a s o l u t i o n i n i n t e g e r s x , y , z , t h e n 

( 3 . 2 > p | z o r p j ^ C z ) , 

w h e r e <p d e n o t e s t h e E u l e r f u n c t i o n . 
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PROOF. F i r s t , we p r o v e t h a t i f C x , y ) = i , n<m a n d 

C3. 3 ) x n + y n j x w - y w , 

thr*n 

C 3 . d > n I m . 

S i n c e m > n t h u s m =• n q + r , w h e r e 0 ^ r < n . V e c o n s i d e r 

t w o c a s e s : 

C i ) q i s a n o d d n u m b e r , 

C i i ) q i s a n e v e n n u m b e r . 

I n t h e c a s e C i ) , we h a v e 

C 3 . 5 > x m - y r 

= x r [ x n + y n ] [ x n c q - i í - x n t < í - 2 , y + . . . - y " c q ~ 1 D ] - y n q [ x r + y r ] . 

S i n c e 

C3. 6 ) 

j •= 1 t h u s f r o m C3. 3 ) a n d C 3 . 5 ) we g e t 

x n + y n x r + y r , 

w h i c h i s i m p o s s i b l e i f r > 0 . T h u s r « 0 a n d t h e r e f o r e nJm. 

I n c a s e C i i > we h a v e q » 2a q * , w h e r e C 2 , q , ) o < l , «->-! 

a n d t h e r e f o r e f o r m =» n 2n q* + r , O S r < n we g e t 

C3. 7 ) 

S i n c e 

x M - y m = x r 

r , . - , 2 ° r 0 2 a 

[ ( x ' ) - [y n q} J 
t h u s b y a s s u m p t i o n C 3 . 3 ) a n d ( 3 . 7 ) we o b t a i n 

x n + y n I x f • y f , 

a n d s i m i l a r l y a s a b o v e i t i s i m p o s s i b l e i f r > 0 . T h u s r = 0 a n d 

n | m f o l l o w s . S i n c e < x , y ) = i , 

C3. 8 ) [ x , x n + y n ] = » l a n d [ y , x n + y n ] « i 
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a n d t h e r e f o r e f r o m E u l e r ' s t h e o r e m we h a v e 

< 3 . 9 ) 

a n d 

C 3 . 1 0 ) 

A * + y ^ s i [ m o d [ x n + y n ] ] 

y ^ ~'y ^ s i [ m o d j x n + y n ] ] . 

F r o m C 3 . 9 ) a n d C 3 . 1 0 ) we g e t 

* > ( x " + y n ] _ <f [ x n + y n J .ri . I C 3 . l l ) x + y 

By C 3 . 3 ) , C 3 . 1 4 ) i t f o l l o w s t h a t 

C 3 . 1 2 ) n j <p ( x n + y n J . 

I f t h e e q u a t i o n C 3 . 1 ) h a s a s o l u t i o n i n i n t e g e r s x,y>x 

s u c h t h a t C x , y ) = i , t h e n 

C 3 . Í 3 ) v [ x p + y p J - v [ x j -

F r o m C 3 . 1 3 ) a n d C 3 . 1 2 ) we g e t 

C 3 . 1 4 ) p j p 

I t i s e a s y t o s e e t h a t <p f z 2 J *= z -pCz) f o r a r b i t r a r y 

f i x e d i n t e g e r z , t i i e r e f o r e we g e t 

p I z o r p j ' / 'Cz ) 

a n d t h e p r o o f i s f i n i s h e d . 

&. On a c o n j e c t u r e o f E r d ő s — S t r a u s a n d S l e r p l n s k i 

I n t h i s p a r t we p r o v e t w o t h e o r e m s . 

THEOREM 3 . T h e e q u a t i o n 



( 4 . 1 ) i a i + 1 + L 
I! x y z 

h a s a s o l u t i o n I n p o s i t i v e i n t e g e r s x f y , z f o r e v e r y n=>4k, 

4 k + 2 , 4 k + 3 , B k > 5 , w h e r e k = i , 2 , . . . 

T h e p r o o f f o l l o w s f r o m t h e f o l l o w i n g i d e n t i t i e s : 

d l s + k x r h y + c k + t > n r r 2 T 

4 _ 1 
4 k + 2 ~ n r + T T T ^ F f T T 

~ C T ? + i k + 1 

= 2 C k Í i y + n t + I > « B k + 5 3 + 2 

THEOREM 4 . T h e e q u a t i o n 

Cd. 2 ) 5. o L + t + L 

n x y z 

h a s a s o l u t i o n i n p o s i t i v e i n t e g e r s x , y , z f o r e v e r y n*=4k , 

d k + 2 , a k + 3 , w h e r e k - 1 , 2 , . . » 

T h e p r o o f f o l l o w s f r o m t h e f o l l o w i n g i d e n t i t i e s : 
5 1 . 1 . 1 

51? JT+T + ZTE" + í c T k + T T 

" k r r + Tohvrs + r k + n r s r a r 

S E T S D k ^ T + S E i S + C T c + i > a k + 3 > • 
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CSERVENYÄK JÁNOS 

EGY KÖZÉPISKOLAI GEtWElRiAI KÍSÉRLET ÜSSZEI UGLALÄSA. I I . RÉSZ. 

A IIASONLÚSAGI TRANSZFORMÁCIÓK. A VEKIOROK FELÜONIAGA. 

A TRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK. 

ABSTRACT: (A geomet r ic exper iment made i n secondary se l i oo l , 2nti p a r t . 

S i m i l a r i t y t r a n s f o r m a t i o n s . B reak ing up o f v e c t o r s . T r i g o n o m e t r i c a l 

f u n c t i o n s ) Th is a r t i c l e i s the second p a r t of a summary w r i t t e n on 

a secondary school exper iment . As no summary was w r i t t e n on the 

f i r s t p a r t i t i s necessary to say some words about i t . We d e a l t 

w i t h the a x i a l r e f l e c t i n g and w i t h i t s c o n s t i t u e n t s the o ther 

c o n g r u e n t i t y t r a n s f o r m a t i o n s . Then w i t h the he lp o f these v/e 

examined the f e a t u r e s o f geomet r i c f o rma t i ons . F i n a l l y we e x p l a i n e d 

the vec to r as the sum t o t a l o f the d e r i v a t i o n a l arrows o f s h i f t i n g , 

and the p o s s i b l e ope ra t i ons as w e l l . We examine the m a t e r i a l o f the 

second year i n t h i s a r t i c l e . We exp la i ned Ute c e n t r a l e l o n g a t i o n , 

the s i m i l a r i t y t r a n s f o r m a t i o n as the p roduc t of mul t i p l i c a t i u n o f 

the c o n g r u e n t i t y and c e n t r a l e l o n g a t i o n , and we examined the 

c h a r a c t e r i s t i c f ea tu res o f the fo rma t ions as w e l l . We g e n e r a l l y 

examinded the c i r c u l a r f u n c t i o n s by the he lp o f the c o o r d i n a t e s of 

the v e c t o r s . 

We thought i t was impor tan t to g i ve the c i r c u l a r f u n c t i o n s o f the 

n e g a t i v e , the ct± 180°, the 100° and the 90° - n ang les as 

e a s i l y as p o s s i b l e by the he lp o f the c o n g r u e n t i t y t r a n s f o r m a t i o n s . 

A k ö z é p i s k o l a i geometr ia I I . o s z t á l y o s tananyagának t á r g y a l á s á t a 

címben fel. nem t ü n t e t e t t Pythagoras t é t e l l e l kezd tük . F e l h í v t u k a ü g y e i -

met a r r a , hogy a tanév során a derékszögű háromszögek v i z s g á l a t a közép-

p o n t i kérdés l esz . 



A Py thagoras - té te l b i z o n y í t á s á t két egybevágó négyzet különböző dara-

htilásávnI. b i z o n y í t o t t u k . A t é l o l megfordí tását i s kimondtuk, s o három-

szögek egybevágóságát fe lhaszná la b i z o n y í t o t t u k i s . Részben gyakor lás 

c é l j á b ó l , részben ped ig , iiogy ne k e l l j e n örökké táb lázat után nyú ln i a 

négyzet ipldala és á t l ó j a , va lamin t a szabályos háromszög o lda la és magas-

sága k ö z ö t t i kapcso la to t r ö g z í t e t t ü k . Később ez igen sok haszonnal j á r t . 

Nem köte lező tananyagként, inkább csak gyakor lásként meghatároztuk a há-

romszög o l d a l a i b ó l a háromszög magasságait és a i e r ü a ü l e t é t i s . 

A hasonlósági t ranszformációk 

A s ík önmagára t ö r t énő újabb leképezésének e lőkész í tése c é l j á b ó l az 

a lább i t é te l eke t i g a z o l t u k : 

1. Egy szög szárai t metsző g^ és g^ párhuzamos egyenesek és azok e l -

t o l á s s a l n y e r t g t g 1 , és g 'o képei a szög ugyanazon szá ra i bó l 

egyenlő szakaszokat metszenek k i . Az á l l í t á s igazolása az e l t o l á s t u -

lajdonságainak fe lhaszná lásáva l t ö r t é n t . Na p l : a g , - e t a szög csú-

csára i l l e s z t e t t ü k és olyan e l t o l á s t a lka lmaztunk, amely g ^ - e t g^-

be v i t t e — s ezt véges sokszor alkalmaztuk — akkor szakasz egyenlő 

és arányos részekre tö r ténő osztására nyer tünk e l j á r á s t . 

2. Ha egy szög s z á r a i t párhuzamos egyenespárokkal metsszük, akkor az 

egyik száron k e l e t k e z e t t szakaszok aránya egyenlő a másik száron ke-

le tkező megfelelő szakaszok arányával . (Párhuzams szelők t é t e l e ) . 

A b i zony í tásná l leszögeztük, hogy elegendő az á l l í t á s t két párhuzamos 

egyenespárra e lvégezn i . A b i z o n y í t á s t egyébként a minden szakember á l -

t a l j ó l ismer t módon végeztük. Csak a b i zony í t ás u to l só gondola táná l 

k e l l e t t e l fogadható indok lás t t a l á l n i . Természetesen néhány lépés u tán 

e l k é s z í t e t t ü k k é t - k é t szakasz aránya különbségének a b s z o l u t é r t é k é t , 

am i rő l k i d e r ü l t , hogy — - n é l k isebb. I t t azt mondtuk, hogy n minden 

határon t ú l va ló növelésével akármi lyen k i c s i n y - számok jönnek l é t -

r e , amelyeknél k isebb nem negat ív szám csak a n u l l a l e h e t . 



- 33 -

így adódott a k é t - k é t megfele lő szakasz arányának egyenlősége, i l l e t v e a 

té te lben kimondott á l l í t á s . 

A t é t e l egyszerűbb alakban tö r ténő kimondását s e g í t e t t e az, bogy r á -

j ö t t ü n k , ha az egyik egyenest a szög csúcsára i l l e s z t j ü k és a két párbó l 

egyet-egyet egybeesőnek vá lasz tunk , akkor a b izonyí tásban szerep lő k é t 

párhuzamos egyenespár h e l y e t t két párhuzamos egyenest i s mondhatunk. 

Vagyis, ha egy szög s z á r a i t két párhuzamos egyenessel metsszük, akkor az 

egyik száron k e l e t k e z e t t szakaszok aránya a másik száron k e l e t k e z e t t meg-

f e l e l ő szakaszok arányával egyenlő. Ekkor az így kimondott, t é t e l megrnr-

d í t ásá t könnyű v o l t megfogalmazni (3 . t é t e l ) . A b i z o n y í t á s t i n d i r e k t 

módszerrel a legegyszerűbb esetben e l i s végeztük, a több i e s e t e t 

szorgalmi fe ladatnak megje lö lve beszél tük meg az érdek lődőkke l órán 

k í v ü l . 

A témakör 4. á l l í t á s a a következő v o l t . Ha egy szög s z á r a i t párhuza-

mos egyenesekkel metsszük, akkor a párhuzamosokból a szárak közé eső sza-

kaszok aránya egyenlő a párhuzamos egyeneseknek a szög szá ra ibó l k i m e t -

sze t t megfele lő szakaszainak arányával . 

Gyakor lásul és össze fog la lásu l egy szög s z á r a i t két párhuzamos 

egyenessel metszettünk és tanulmányoztuk a f e l í r h a t ó arányokat . I t t 

fog la lkoz tunk azzal a t é t e l l e l , hogy a háromszög belső s z ö g f e l e l ő j e a 

szemközti o l d a l t a szöget bezáró két o ldalának arányában o s z t j a k e t t é . 

Az i t t f e l v á z o l t anyag után ér te lmeztük a c e n t r á l i s n y ú j t á s t , min t a 

síknak azt az önmagára tö r ténő leképezését , amelynél egy 0 pont f i x p o n t , 

és a s ík te tsző leges 0 - t ó l különböző P pont jához azt a P' p o n t j á t r e n d e l i 

az 0P félegyenesen, amelyre OP' = m ' 0P, ahol m > 0 va lós szám. Szó l -

tunk i t t a k i c s i n y í t é s r ő l , a n a g y í t á s r ó l , és alkalom n y í l t a t ransz fo rmá-

c i ó , az azonos leképezés, va lamint az i nva r i áns egyenes fogalmának m é l y í -

tésére . B e l á t t u k , hogy egyenestartó és hogy ha egy egyenes nem i l l e s z k e -

d ik az 0 pon t ra , akkor a képével párhuzamos az egyenes. 

Megmutattuk, hogy a c e n t r á l i s n y ú j t á s t a centruma és egy megfe le lő 

pon t já ra egyértelműen meghatározta. (Abban az esetben i s , amelyben a 

te tsző leges pont i l l e s z k e d i k a centrum és a megfele lő pontpár egyenesé-

r e . ) Kimutat tuk a c e n t r á l i s nyú j tás szög ta r tó ós a rány ta r tó tu la jdonságá t 

s megmutattuk azt i s , hogy ha az AB szakasz párhuzamos és egy i rányú az 

A'B' szakasszal , akkor l é t e z i k o lyan c e n t r á l i s nyú j t ás , amely egyik sza-



kaszt a másikba v i s z i , továbbá ha AB = A'B' i s f e n n á l l , akkor e l t o l á s 

v i s z i át egy ik szakaszt a másikba. 

Fogla lkoztunk kör c e n t r á l i s n y ú j t á s s a l nyer t képével ( k ö r ) , s c e n t r á -

l i s nyúj tások szorzatáva l i s ( c e n t r á l i s nyú j tás vagy e l t o l á s ) . 

Az elmondott á l l í t á s o k a t a c e n t r á l i s n y ú j t á s t regelőző t é t e l e k s e g í t -

ségével mind b i z o n y í t o t t u k . 

A következő fe jeze tben ér te lmeztük a hasonlósági t r ansz fo rmác ió t . 

A sík minden olyan önmagára tö r ténő leképezését , amely egybevágóságuk és 

c e n t r á l i s nyúj tások össze té te lébő l á l ] hasonlósági leképezésnek vagy ha-

sonlóságnak neveztük. 

Ez az értelmezés azér t i s b i z o n y u l t szerencsésnek, mert a tanu lók az 

egybevágóság és a c e n t r á l i s nyú j t ás közös tu la jdonsága i t f e l i d é z t é k és 

e l ő á l l t a k a hasonlóság tu l a j donsága i . 

Ezek: 1. A hasonlóság t ransz fo rmác ió , van inverze és az i s hasonlóság. 

2. Egyenes képe egyenes, fé legyenes képe fé legyenes, szakasz képe 

szakasz. 

3. A rány ta r tó . 

4. Szögtar tó . 

5. Párhuzamos egyenesek képei párhuzamosak. 

6. Hasonlóságok össze té te le i s hasonlóság. 

Nem v o l t nehéz b e l á t n i , hogy az egybevágóságok, a c e n t r á l i s nyú j tások 

mind hasonlóságok, s a hasonlóságok halmaza tartalmazza az nznnns leképe-

zést (ha az egybevágóság és a c e n t r á l i s nyú j tás i s azonosság). Ha az egy-

bevágóság c e n t r á l i s tükrözés, s a c e n t r á l i s nyú j tás szorza tá t negat ív 

tényezőjű f i x p o n t t a l rendelkező ( f i x p o n t a centrum) hasonlósági leképe-

zésnek nevezzük. 

Gondot f o r d í t o t t u n k a hasonlóság és az alakzatok hasonlósága ( r e l á c i -

ó i f e l t ű n ő megkülönböztetésére. Két geometr ia i a lakza to t akkor neveztünk 

hasonlónak, ha l é t e z i k olyan hasonlósági leképezés, amely egy i ke t a má-

sikba v i s z i . 

Ezek után hasonló a lakzatok t u l a j donsága i va l f og l a l koz tunk , majd kö-

rök, négyzetek, t é g l a l a p o k , háromszögek hasonlóságát v i z s g á l t u k . Megmu-

t a t t u k , hogy az adot t f e l t é t e l e k m e l l e t t l é t e z i k o lyan hasonlósági l eké -

pezés, amely egyik a l akza to t a másikba á t v i s z i . A háromszögek ese té t kü-

lönös gonddal k e z e l t ü k , akár az egybevágóságnál. Ügy é r z é k e l t ü k , hogy a 
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háromszögek egybevágósága, i l l e t v e hasonlósága konk ré t t a r t a l m a t nye r t 

minden korább i tárgyalásmóddal szemben. Csak pé ldaként mutatunk be egy 

b i z o n y í t á s t a háromszögek hasonlóságának négy a lapese tébő l egye t . 

l é t e i : Két háromszög I tasonló, ha k é t - k é t o lda luk aránya és az ezek á l t a l 

bezár t egy-egy szögük egyenlő. 

B i z o n y í t á s : Legyen c 0 : c , = b 0 : b . és , , = . Az A, c e n t -i \ i Í i j i 
rumé m = C 2 : C ] ( = l ^ t b ^ ) tényezőjű c e n t r á l i s n y ú j t á s az AJBJCJ 

háromszöget o lyan A.B-jC-j háromszögekre v i s z i , amelynek o l d a l a i 

C 3 = ^ C 2 C 1 = C 2 ' = b l ~ b 2 ; e " í ' 

Az A^B-JC-J háromszög egybevágó az háromszöggel, t ehá t 

van o lyan egybevágóság, amely az A^B^C^. háromszöget az 

háromszögbe v i s z i . A c e n t r á l i s n y ú j t á s és egybevágóság ö s s z e t é t e l é b ő l á l -

l ó hasonlósági leképezés az A ^ C , háromszöget az A?B7C9 há-

romszögbe v i s z i , tehát hasonlók. 

Minden tovább i esetben megalkot tuk a hasonlósági l eképezéseke t , ame-

l yeke t a tanu lók különösebb probléma n é l k ü l magukévá t e t t e k . 

A t ransz fo rmác iós szemlé le t előnye i t t i s fényesen megmutatkozot t . 

A háromszögek hasonlóságának fe lhaszná lásáva l b i z o n y í t o t t u k a derékszögű 

háromszögekre a magasság-; és b e f o g ó t é t e l t és Pythagoras t é t e l é t , majd 

összehason l í t o t t uk a számtani és mér tan i közepet , a magasság-; és befogó-

t é t e l lehetőséget ado t t i r r a c i o n á l i s szám liosszúságú szakasz s z e r k e s z t é -

s é r e . " 

A hasonlóságot f e l h a s z n á l t u k a háromszög s ú l y v o n a l a i r a vonatkozó t é -
V j . / 

t e l b i z o n y í t á s á r a , majd hasonló sokszögek ke rü le tének és t e r ü l e t é n e k 

arányát i s megv izsgá l tuk . 

A t é r s z e m l é l e t f e j l e s z t é s e érdekében a t é r b e l i egybevágósági t r a n s z -

formációk so rá t b ő v í t e t t ü k a t é r b e l i f o r g á s s a l és pon t ra vonatkozó t ü k r ö -

zésse l , majd é r te lmez tük a t é r b e l i c e n t r á l i s n y ú j t á s t . A t é r minden o l yan 

önmagára t ö r t é n ő leképezésé t , amely t é r b e l i egybevágóságok és t é r b e l i 

c e n t r á l i s nyú j tások ö s s z e t é t e l é b ő l á l l e l ő , t é r b e l i hason lóság i l eképe-

zésnek neveztük. 
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Értelmeztük a t é r b e l i a lakzatok hasonlóságát i s (hasonlóan a s í k b e l i -

hez) és v i zsgá l tok a tes tek fe lsz ínének , tér fogatának a rányá t , végül be-

b i z o n y í t o t t u k , hogy a gúla a l a p l a p j á v a l párhuzamos síkmetszete inek t e r ü -

l e t e i úgy aránylanak egymáshoz, mint csúcs tó l mért távo lsága ik négyeze-

t e i . 
i 

B i z o n y í t o t t u k , hogy minden kocka, minden gömb hasonló és minden o lyan 

t é g l a t e s t hasonló, amelyek megfe le lő é l p á r j a i n a k aránya egyenlő. 

Vektorok fe lbontása 

A továbbiakban i s a r ra törekedtünk, hogy az ú j ismeretek köz lését t é -

t e l ek formájában végezzük e l és l ehe tő leg b i zony í t sunk . Ekkor már 

j e l e n t k e z e t t i s a b i z o n y í t á s i igény, igaz inkább a jobb tanulók esetében. 

Ez azonban a tovább tanu ln i szándékozók szempontjából ó r i á s i poz i t ívum. 

Beb izony í to t t uk , hogy ha az £ és tj vektorok nem k o l l i n e á r i s a k , akkor 

bármely az £ és tj vek to rokka l nem komplanár is v̂  vek tor egyértelműen á l -

l í t h a t ó e lő az £ és b_ vek to r segí tségével v̂  = a + / ' b alakban, ahnl 

c! és fi valós számok. Ezt úgy i s k i f e j e z t ü k , houy v_ e l ő á l l í t h a t ó az £ és 

b l i n e á r i s kombinác ió jaként . Be lá t tuk azt i s , hogy ha az a^ b és c vek-

to rok ra az « £ + fi b_ + } c = Ü á l l fenn, ahol , fi és > nem 

mind nu l l ák , síikor az b ^ £ vektorok komplanár isak. 

Igazol tuk még, hogy a t é r bármely vek tora egyél- te hunén á l l í t h a t ó e l ő 

a rtem komplanáris a, b , c vektorok l i n e á r i s kominác ió jaként . Beszéltünk 

az egymástól l i n e á r i s a n függő és függet len v e k t o r o k r ó l . A t é r két £ és Ii 

vek to rá t l i n e á r i s a n függőnek nevezzük, ha n £ + / i b = 0, 1 ineár i san 

függe t len , ha « £ + / í b = Persze ebből az i s köve tkez ik , hogy a 

t é r bármely ké t k o l l i n e á r i s vektora egymástól l i n e á r i s a n függő, s két nem 

k o l l i n e á r i s vek tora egymástól l i n e á r i s a n f ügge t l en . 

A tér £j_ c vektorhármasát l i n e á r i s a n függőnek nevezzük, ha 

rx£ + i ] b + i c = l i n e á r i s a n függet lennek, ha £ + b + } c = 0. 

Ebből következ ik , hogy a té r bármely komplanár is vektorhármasa egymástól 

l i n e á r i s a n függő, nem komplanár is vektorhármasa l i n e á r i s a n függe t len , s 

bármely vektornégyese egymástól l i n e á r i s a n függő. 
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A vektorok koo rd i ná tá i 

Mivel a komplanáris vektorok eyy s í k b e l i reprezentánsa ikka l megadha-

t ók , s í k b e l i vektoroknak neveztük azokat. 

A továbbiakban t e k i n t e t t ü k a sík két nem k o l l i n e á r i s e. és e ? l a 
i 

t é r három nem komplanár is e ( , o és v e k t o r á t , ezeket a lapvekto-

roknak (báz isvektoroknak) neveztük. 

Ekkor a s ík £3 i l l e t v e a t é r b vektora egyértelműen á l l í t h a t ó e l ő 

£ = , + y • i l l e t v e b = + z a l a k b a n , nhnl 

x , y, z valós számok. 

Az e l ő á l l í t á s b a n szerep lő x , y, z számokat a vektor koord iná tá inak 

neveztük az a lapvektorokra nézve. 

A vektor végte len sok elemű halmaz, te tsző leges pontbó l indu ló r e p r e -

sentánsával megadható. 

Ha a koord inátarendszer o r i g ó j á t v á l a s z t j u k a vektorok kezdőpont já -

nak, he l yvek to rok ró l beszélünk. Megalkottuk a Desca r tes - fé le koo rd i ná ta -

rendszer foga lmát , és f e l v e t t ü n k alapvektoroknak a tengelyek egységpont-

j a i ba mutató h e l y v e k t o r o k a t . Ezek után bármely pontba mutató he l yvek to r 

e l ő á l l í t h a t ó a három a lapvektor (s íkban két a lapvek to r ) l i n e á r i s 

kombinác ió jaként , s m e g á l l a p í t o t t u k , vek to r koo rd iná tá i n Im l yvek to r 

végpontjának k o o r d i n á t á i v a l egyenlők. 

Ezek a lap ján a vektor hossza mint egy t é g l a t e s t ( t é g l a l a p ) á t l ó j á n a k 

hosszaként adódot t . Ezek után a koord iná tákka l adot t vek torokka l végze t t 

műveletekre megfogalmazott t é t e l e k b i zony í tása s z i n t e ö n á l l ó munkával 

t ö r t é n t . A b i z o n y í t á s i igény a tanulók zöménél ekkor már fe l támad t . 

A két pont távolságára vonatkozó összefüggés, a szakasz adot t a rány-

ban tör ténő fe losz tása va lamin t két vek to r egyál lásúsága szükséges és 

elégséges f e l t é t e l é n e k megfogalmazása és b i zony í tása semmilyen nehézséget 

nem j e l e n t e t t . 

A t r i gonomet r i ábó l a szögfüggvények ér te lmezését végeztük e l . Az 

irányszögű egységhelyvektor k o o r d i n á t á i t , i l l e t v e azok megfe le lő hányado-

s a i t neveztük az «? szög cosinusának, s inusának, tangensének, i l l e t v e 

cotangensének. 

Mive l a he lyvek to r koo rd i ná tá i a végpont koord iná táva l egyenlők, 

e lőször az e l ő j e l e k meghatározását végeztük e l , majd mive l a vektor f e l -



bontása egyértelmű, ér te lmeztük a négy szögfüggvényt , ügyelve a r r a , hogy 

pontosan adjuk meg azok ér te lmezés i tar tományát . Miután f e l i sme r ték a t a -

nulók a p e r i o d i c i t á s t , meghatároztuk a 30°, 45°, 60°-os szögek 

szögfüggvényér téke i t , egy k ö z e l í t ő g r a f i k o n t k é s z í t e t t ü n k mind a négy 

függvényhez. 

Azonos léptékeket használunk a négy függvény g ra f i kon jának kész í t ésé -

re , együt tes szemlélése s e g í t e t t az a lapvető összefüggések rögzí tésében. 

A negat ív szögek, az a t l 8 0 o - n e k , a 1 8 0 ° - « , i l l e t v e a 9 0 ° - * 

szögek szögfüggvényeinek meghatározásakor a pontok koord iná tá inak v á l t o -

zását v i zsgá l tuk a tenge lyek re , az o r i g ó r a , i l l e t v e az y = x egyenesre 

vonatkozó tükrözések esetén. 

Nagyon szemléletesen l e h e t e t t így megadni a függvények par i tásának 

fogalmát i s . A szögfüggvények egyéb tu la jdonságainak v i z s g á l a t a természe-

tesen időben megtárgyalásra k e r ü l t , i t t inkább azt emeltük k i , hogyan l e -

h e t e t t a t ransz fo rmác ióka t , i l l e t v e a vektorokat a szögfüggvények foga l -

mának k i a l a k í t á s á n á l f e l h a s z n á l n i . 

Ezen tananyag tárgyalása megmutattn, tiogy a t ranszformációs szemléle-

tű geometr ia, a fogalmak d e f i n i á l á s a , az á l l í t á s o k t é t e l szerű kimondása, 

azok b izonyí tásának igénye — lega lább i s az igény f e l k e l t é s e — kevesebb 

energ iá t használ t e l t a n u l ó t ó l , t a n á r t ó l egyaránt ahhoz, ltogy j ó sz ínvo-

nalon s a j á t í t s á k e l a tanu lók a tananyagot. 
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CSÖKE LAJOS 

STURM TÉTELÉNEK GYAKORLATI ALKALMAZÁSIRÓL 

k 

ABSTRACT: (Praktical aplication of Sturm's theory J> 

In the numerical methods of Mathematics there are a 

lot of procedure on approximatly calculation of the 

real roots of a polynomial with real crteffil f e n i n . 

AI I the systems n e e d um interval , which contents a 

root of the polynomial, 

The application of Sturm's theory gives a method 

for calculation of the number a n d si fin of the real 

roots. 

In this paper ve show a computer program which, 

applicates Stui'm's theory completing with the 

system of binary researching, for finding useable 

intervals.. (Their lenghts are not greater then c> 

uni Is}. 

A k l a s s z i k u s m a t e m a t i k a j ó n é l i á n y n u m e r i k u s e l j á r á s t 

i s m e r a f ü g g - v é n y e k z é r u s h e l y é n e k k ö z e l í t ő m e g h a t á r o z á s á r a . 

E z e k g y a k o r l a t i a l k a l m a z á s a a s z á m í t á s t e c h n i k a e l t e r j e d é s é v e l 

e g y r e n a g y o b b t e r e t k a p o t t . K ü l ö n ö s j e l e n t ő s é g ű a v a l ó s 

e g y ü t t h a t ó s p o l i n o m o k z é r u í t h e l y é n e k m e g h a t á r o z á s a . E g y - e g y 

g y ö k t e t s z ő l e g e s p o n t o s s á g g a l k i s z á m í t h a t ó , é s még 

h a r m a d — n e g y e d f o k e s e t é n i s m e g k i m é l i a f e l h a s z n á l ó t » 

f á r a s z t ó s z á m o l á s i m u n k á t ó l . A k ü l ö n b ö z ő e l j á r á s o k k ö z ö s 

v o n á s a , h o g y f e l t é t e l e z i k e g y z á r t i n t e r v a l l u m i s m e r e t é t , 

a h o l a p o l i n o m n a k v a n C l e h e t ő l e g egyj> z é r u s h e l y e . Í g y e z e k 



s i k e r e s a l k a l m a z á s á n á l s z ü k s é g ü n k v a n i l y e n i n t e r v a l l u m o k 

m e g h a t á r o z á s á r a . S t u r m t é t e l é n e k ( t l l 2 5 9 . o l d . ) a l k a l m a z n i a 

l e h e t ő s é g e t a d a p o l i n o m v a l ó s g y ö k e i s z á m á n a k é s e l ő j e l é n e k 

m e g h a t á r o z á s á r a . S t u r m t é t e l é n e k a l k a l m a z á s á t h á t r á l t a t t a , 

a n n a k s z á m o l á s i g é n y e s s é g e , i g y a g y ö k ö k s z á m á n a k 

m e g h a t á r o z á s á h o z s z i v e s e b b e n a l k a l m a z n a k b e c s l é s i 

m ó d s z e r e k e t . A m e l l é k e i t s z á m i t ó g é p e s p r o g r a m b i n á r i s k e r e s é s 

m ó d s z e r é n e k f e l h a s z n á l á s á v a l a C — 1 0 0 0 0 ; + 1 0 0 0 0 ) i n t e r v a l l u m b a 

e s ő g y ö k ö k e t l o k a l i z á l j a u g y , h o g y m e g a d *?gy l e g f e l j e b b 5 

e g y s é g h o s s z ú i n t e r v a l l u m o t , m e l y b e n a p o l i n o m n a k p o n t o s a n 

e g y z é r u s h e l y e v a n . Ha a b e h a t á r o l t i n t e r v a l l u m b a n a 

z é r u s h e l y e k k ü l ö n b s é g é r i e k a b s z o l ú t é r t é k e k i s e b b m i n t e g y , 

u g y k i v á l a s z t e g y o l y a n e g y s é g n y i h o s s z ú i n t e r v a l l u m o t , 

m e l y b e n t a l á l h a t ó l e g a l á b b e g y g y ö k . 

A p r o g r a m m ű k ö d é s é h e z k a p c s o l ó d ó f o n t o s a b b m e g j e g y z é s e k : 

A p o l i n o m f o k s z á m á n a k é s e g y i i t t h a t ó i n a k b e o l v a s á s a u t á n a 

p r o g r a m g e n e r á l j a a p o l i n o m S t u r m - f é l e r e n d s z e r é t é s a 

r e n d s z e r p o l i n o m j a i n a k e g y ü t t h a t ó i t a I K I , K ) k é t d i m e n z i ó s 

t ö m b b e n h e l y e z i e l . A z e l s ő i n d e x a r e n d s z e r h e z t a r t o z ó 

p o l i n o m s o r s z á m á t , a m á s o d i k a p o l i n o m m e g f e l e l ő f o k s z á m ú 

t a g j á h o z t a r t o z ó e g y ü t t h a t ó s o r s z á m á t r e g i s z t r á l j a . 

A r e n d s z e r t a g j a i : 

b Q C x ) = p C x ) , h t C x ) - p > C x ) , . . . , h k t x ) = h k + 1 ( x ) - q n M ( x ) - h H 2 ( x ) 

A r e n d s z e r m e g h a t á r o z á s a k o r k i j e l z i , h a a p o l i n o m n a k 

t ö b b s z ö r ö s t g y ö k e v a n . . } / 

A k ö v e t k e z ő f á z i s b a n m e g á l l a p í t j a a n e g a t i v i l l e t v e a nem 

n e g a t i v g y ö k ö k s z á m á t . 

A — co —ben v e t t e l ő j e l v á l t o z á s o k s z á m á t G O ) , a 0 — n á l G ( 3 ) , 

+ oo - b e n G K 2 ) g y ű j t i . A S t u r m - f é l e r e n d s z e r v a l a m e n n y i 

p o l i n o m j á n a k e l ő j e l e m e g e g y e z i k f ő e g y í i t t h a t ó j á n a l c e l ő j e l é v e l 
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+ od —ben , i l l e t v e — en — ben a f ő e g y ü t t h a t ó e l ő j e l é v e l , fia 

a n n a k f o k s z á m a p á r o s , é s f ' ő e g y ü t t h a t ó —1 s z e r e s é n e k 

e l ő j e l é v e l , h a a n n a k f o k s z á m a p á r a t l a n . E g y t e t s z ő l e g e s c 

h e l y e n a x - e n d s z e r b á r - m e l y t a g j á n a k e l ő j e l é t a h ^ C c ) e l ő j e l e 

a d j a n»e?g. M i u t á n a r e n d s z e r t a g j a i h o z t a r t o z ó e l ő j e l e k 

s o r o z a t á b a n a z e l ő j e l v á l t o z á s o k s z á i n a p o n t o s a n e g g y e l 

c s ö k k e n , h a a n ö v e k v ő h e l y e t t e s í t é s i é r t é k e k s o r o z a t a a 

p o l i n o m e g y g y ö k é n h a l a d á t , í g y G C l ) — 0 ( 3 ) a n e g a t i v , 

G C 3 ) — GC 2 ) a nem n e g a t i v g y ö k ö k s z á m á t a d j a . 

A m e n n y i b e n a p o l i n o m n a k v a n v a l ó s g y ö k e , a k k o r a p r o g r a m 

m e g v i z s g á l j a , h o g y a z o k m i n d e g y i k é r e t e l j e s ü l - e h o g y a b s z o l ú t , 

é r t é k ü k n a g y o b b m i n t 1 0 0 0 0 . ( E z a z é r t é k v á l t o z t a t h a t ó ) . Ha 

v a n — 1 0 0 0 0 é s + 1 0 0 0 0 k ö z é e s ő g y ö k , a k k o r b i n á r i s k e r e s é s s e l 

s z ü k i t i a g y ö k e l h e l y e z k e d é s é t m e g a d ó i n t e r v a l l u m o t . Ha e g y 

p o z i t í v é s e g y n e g a t i v e l ő j e l ű g y ö k ö t l o k a l i z á l t , a z e l j á r á s t 

a k k o r f e j e z i b e , h a a v é g p o n t o k k ü l ö n b s é g é n e k a b s z o l ú t é r t é k e 

nem n a g y o b b m i n t 5 . I I a a l o k a l i z á l t i n t e r v a l l u m b a n t ö b b g y ö k 

t a l á l h a t ó , a k k o r a z i n t e r v a l l u m o t 1 h o s s z ú s á g ú r a s z ű k í t i . 

G y a k o r l a t i l a g a z e l j á r á s a l k a l m a z h a t ó e g y g y ö k n d o t . t 
* 

p o n t o s s á g ú m e g h a t á r o z á s á r a i s , d e e r r e a c é l r a h a t é k o n y a b b 

e l j á r á s o k i s i s m e r e t e s e k . 

1 KEH »XGYOfCRERESES STURM M O D S Z E R E V E L * 

2 P R I N T " * G ¥ 0 K K E R E S E S STURM MÓDSZEREVEL* " 

3 INTERVALLUMBAN PONTOSAN EGY GYÖK V A N ! " 

1 0 I N P U T " A POLINOM FORSZ AM A: N } ' -

1 3 P R I N T " A Z E G Y U T T H A T O K > Á ( N ) - Á C O ) / : " 

1 7 REM * A Z EGY.HATOK BEOLV+A MARADEKRENDSZER G E N E R A L A S A * 

2 0 D I M H C N , N ) , A C N ) , B C N - 1 ) 

3 0 FOR 1 - 0 TO N: I N F Ö T Í K 0 , N - I ) : N E X T 

3 3 FOR 1 = 0 TO N - i : H C l , N - l — D - H C O j N - I ) * K N - I ) : NEXT 

i 



4 0 FOR J—2 TO N 

SO FOK K=0 TO N - K 2 - J : AC K ) = ! K J - 2 , K) : NEXT 

6 0 FOR K=0 TO N + l - J : B C K > = H C J - l , K > : NEXT 

7 0 T—K.-1: K=T 

7 2 FOR 1 = 0 TO N + 2 - J 

7 3 V = i > l + 2 - J - I 

8 0 I F K>V THEN 1 1 0 

0 3 I F BC T ) = 0 THEN F R I N T " T O B B S Z O R O S GYOIC! " : GOSUB 0 0 0 : STOP 

9 0 C — A C N + 2 - J — D / B C T ? 

1 0 0 FOR L = 0 TO K: A = N - I + 2 - j - L : AC A>=AC A)-CX'BC K. I >: NEXT L : 

NEXT I 

1 1 0 FOR L = 0 TO K - l : HC J , D ^ - A C L ) : NEXT I . : NEXT J 

1 2 0 FOR 1 = 0 TO N 

1 3 0 S=—1: I F N - I = 1 N T C C N - I ) X 2 ) ^ 2 THEN S = 1 

1 1 0 A C N - I ) = - 1 : I F S * H C I , N - I ) > = 0 THEN A C N - i : > = l 

1 4 5 NEXT: P = 1 : GOSUB 3 0 0 

1 3 0 FOR 1=0 TO N 

1 6 0 A ( N - I ) = — 1 : I F H C I , N - I ) > = 0 THEN A C N ~ I > = 1 

1 6 3 NEXT: F = 2 : GOSUB 3 0 0 

1 7 0 FOR 1=0 TO N 

1 8 0 AC N—I > 1 : I F HC I , 0 5 > = 0 I HEN A t N - I ) ^ l 

1 9 0 NEXT: P = 3 : GOSUB 3 0 0 

2 0 0 F R I N T - A N E G A T I V VALÓS GYOKOK S Z A M A = " , GC1 ) - G C 3 ) 

2 1 0 P R I N T - A P O Z I T Í V VALOS GYOKOK SZAMA=*" ; GC 3 J>-GC 2 > 

2 1 3 I F GC3>—GC2) > 0 THEN G = 1 0 0 0 0 : GOSUB 9 0 0 : REM » • ' F O Z I T I V GYOK 

BEHATAROLAS* } j v ) ) ' N 

2 1 6 I F G C 1 ) - G C 3 ) > 0 THEN C = ~ 1 0 0 0 0 : GOSUB 1 0 2 0 : REM ^ N E G A T I V 

GYOK BEHATAROLAS* 

2 1 7 STOP 

3 0 0 REM * A Z ELŐJELVÁLTÁSOK SZAMANAK H . H . * 

3 0 1 G C P ) = 0 : X=AC N ) : FOR 1 = 0 TO N - l 



3 1 0 I F X O A C N - l — I ) AND A C I H - D O O THEN G C F ) = O C P ) + l : 

X=AC N—1—I} 

5 2 0 NEXT 1: RETURN 

6 0 0 REM * A HELY.ERTEKEK ELO .JELENEK H . H . * 

Ö01 FOR V--Ü TO N: Z = V : S = H C V , N - Z > 

6 0 2 IF^ V=N THEN 6 1 0 

6 0 5 FOR I = Z + 1 TO N: S = S * C + H C V , N - I ) : NEXT 

6 1 0 Y = - l : I F S > 0 THEN Y=1 

6 1 5 I F S = 0 THEN Y=0 

6 2 0 AC N—V) =»Y : NEXT: RETURN 

0 0 0 FOR V=0 TO N: FOR Z « V TO N 

8 1 0 P R I N T HC V , N ~ Z ) j " ; : N E X T : P R I N T : NEXT 

9 0 0 REM *+GYOK* :GOSUB 6 0 0 : P=4:GOSUB 5 0 0 

0 0 3 I F OC3>—GC45=0 THEN P R I N T "A P O Z I T Í V GYOKOK NAGYOBBAK 

M I N T 1 0 0 0 0 " : R E T U R N 

9 0 7 GC3)=GC45 

9 1 0 L ~ C : F O R J = 1 TO 2 STEP 0 : G = I N T C 3 * C U + L ) > / l 0 : GOSUB 6 0 0 : 

GOSUB 5 0 0 

9 2 0 I F GC 3 > —GC 4 > »1 THEN A^GC 4 ) : GOSUB 11)00: I F V l > 1 I B E N 

WE—O: RETURN 

9 2 3 I F GC 3)—GC 4 ) >1 THEN U=G: A=GC1) 

9 3 0 I F G C 3 > - G C 4 3 = 0 THEN L=G 

9 3 0 I F L ~ 0 <3 THEN P R I N T " A C Z > " , U5 " ~ " j L , " INTERVALLUMBAN"t 

GC 3 )—A; GYOK V A N ! " : R E T U R N 

9 7 0 NEXT 

1 0 0 0 I F ABS<G—U><s) THEN P R I N T " A C Z ) "_> U; " - " ; G; B« : W E ^ l : RETURN 

1 0 1 0 L=G: RETURN 

1 0 1 5 P R I N T U , G , L : P R I N T G C 3 ) , G C 4 ) 

1 0 2 0 REM»« - GYOK * : GOSUB 6 0 0 : P = 4 : GOSUB 5 0 0 

1 0 2 5 I F G C 3 ) - G C 4 > = 0 THEN P R I N T " A N E G A T I V GYOKOK KISEBBEK H I N T 

- 1 0 0 0 0 " : RETURN 
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1 0 2 6 G C 1 ) = G C 4 > 

1 0 3 0 U=0 r L = C : FOR J = 1 TO 2 STEP 0 : G = t N T C 3 * C U * L ) ) y \ O : I F 

WA=U THEN OOSHB 1 1 3 0 

1 0 3 3 GOSUB 6 0 0 : GOSUB 3 0 0 

1 0 1 0 I F GCl )—GC4 > = 1 THEN U=C: A = G < 1 ) : GOSUB 1 1 1 0 : I F V E = 1 

THEN WE=0: RETURN 

1 0 3 0 I F G C 1 ) — G ( 4 ) = >1 THEN U=C: A-GC 4 ) 

1 0 6 0 I F GC1)—GC4 ) = 0 THEN L = C : F I = 0 

1 0 6 3 E = A B S C L - U ) 

1 0 7 0 I F E < 2 THEN GOSUB 1 1 3 0 : RETURN 

10Í30 NEXT 

1 0 9 0 I F U - L C 3 THEN F R I N T " A C Z ) " ; U j " - " } L j B S : V E = 1 : RETURN 

1 1 0 0 L=C: RETURN 

1 1 1 0 I F A B 3 C L - U X 3 THEN F R I N T " A C Z ) " } L , " - " , U , BS: V E = 1 : RETURN 

1 1 2 0 RETURN 

1 1 3 0 F R I N T " A C Z ) " ; L j "— " ; U ; " INTERVALLUMBAN" ; GC1)—A; " Gl'OK 

V A N ! " : RETURN 

1 1 5 0 S = H C O , N > 

1 1 3 3 FOR 1 = 1 TO N: S = S * a + H C O , N - l > : NEXT 

1 1 6 0 I F S = 0 THEN F R I N T C ; " Z E R U S H E L V E A P O L I N O M N Á L " : S T O P 

1 1 7 0 RETURN 

*GYOKKERESES STURM MODSZEREVEL* 

A POLINOM FOÍCSZAMA: ? i 

AZ E G Y U T T H A T O K / A C N > - A C O ) / : v 

? 1 

7 - 6 2 

? 1 1 0 4 

? - 4 2 3 8 

? - 3 4 2 3 



A N E G A T I V VALÓS GYOKOK SZAMA=* 1 

A P O Z I T Í V VALÓS GYOKOK S Z A M A * 3 

A C Z ) 2 d . 3 - 3 1 . 2 INTERVALLUMBAN 2 GYOK VAN! 

ACZ>—1. . 3 - 0 INTERVALLUMBAN 1 GYOK VAN t 
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[ 1 3 A . G . K u r o s : F e l s ő b b a l g e b r a . T a n k ö n y v k i a d ó , B u d a p e s t 

1967. 
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133 U r y L á s z l ó : C o m m o d o r e 6 1 B A S I C f e l h a s z n á l á s i k é z i k ö n y v , 

L S I A l k a l m a z á s t e c h n i k a i T a n á c s a r i ó S z o l g á l a t , B u d a p e s t , 

1 9 0 5 . 
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PÉTER K I S S * AND D U I M I N I ! P H O N G * * 

RECIPROCAL SUM OF P R I M E D I V I S O R S OF LUCAS NUMHF.RS 

ABSTARCT: In this paper, among othore, uie shou that for any 

non-degenerate Lxtcas s e q u e n c e the reciprocal sum of 

the prime di vi nor it of the i t 1 term in lesti than 

tog log log n -*- c for any n > n Q . The constant c is an 

absolute one, only n depends on the parameters of 

the sequence. It is an extension of a result of 

P.Erdős who proved it for Mersenne numbers. 

L e t R = b e a L u c a s s e q u e n c e o f i n t e g e r s 
^ n = o 

d e f i n e d by 

R == A R * B R „ ( n > l > , n n - i n - 2 * 

w h e r e A, B a r e f i x e d n o n - z e r o i n t e g e r s a n d t h e i n i t i m l t . p r m s 

a r e R o ~ 0 , R ? = l . T h r o u g h o u t t h e p a p e r we a s s u m e t h a t C A , B ) ~ 1 

a n d t h e s e q u e n c e i s n o n - d e g e n e r a t e , t h a t , i s i f a a n d ß 

d e n o t e t h e r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c p o l y n o m i a l x ? ' - A x - B , 

t h e n c i / f i i s n o t a r o o t o f u n i t y . I t i s known t h a t i n t h i s 

c a s e 

C l ) R as 

n a~f) 

f o r a n y n £ 0 . F u r t h e r m o r e i f p i s a p r i m e a n d p f B , t h e n 

t h e r e a r e t e r m s i n R s u c h t h a t p | R . We s h a l l d e n o t e t h e 

Research partially supported by Hungarian National 

Foundati oh for Sci&fti i f ic ft&s&Qvch gvani No. 3 otid 

go 7 respectively. 
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! 

l e a s t i n d e x w i t h s u c h p r o p e r t y b y r C p ) , i . e . r C p ) = n i f pJR 

b u t P-tRm f o r 0 < m < n . I n t h i s c a s e wo s a y p Í B a p r i m i t i v e 

p r i m e d i v i s o r o f R ^ . F o r p r i m e s p w i t h p j B t h e r e i s no t e r m 

R ^ C n ^ l ) d i v i s i b l e b y p i f C A , B ) = i j i n t h i s c a s e we a s s u m e 

r ( p ) = o o . I f p i s a p r i m e , p j B , D « A 2 + 4 B a n d C D / p ) d e n o t e s t h e 

L e g e n d r e ' s s y m b o l w i t h C D / p ) = 0 i f p j D t h e n , a s i t i s w e l l 

k n o w n , 

C 2 ) r C p ) I Cp - C D / p ) ) 

a n d 

C 3 ) p I R^ i f a n d o n l y i f r C p ) j n 

( s e e e . g . t 2 3 ) . 

I n t h e s p e c i a l c a s e C A j B ) = C 3 j - 2 ) t h e t e r m s o f t h e 

s e q u e n c e R a r e R ^ = 2 n — 1 . F o r t h i s s e q u e n c e P , E r d ő s E l 3 p r o v e d 

t h a t t h e r e a r e p o s i t i v e c o n s t a n t s c ' a n d c ' ' s u c h t h a t 

4 

2 - < l o g l o g l o g II + c" 
p | C 2 " ~ l ) 

f o r t h e d i s t i n c t p r i m e d i v i s o r s a n d 

5 ^ < c " . l o g l o g n 
d | ( 2 n - l ) 

f o r t h e d i s t i n c t p o s i t i v e d i v i s o r s o f t h e t .er»n«. E r d ő s n o t e d 

t h a t s i m i l a r r e s u l t s h o l d f o r t h e d i v i s o r s o f t h e n u m b e r s 

a n - l C a > l i s a n i n t e g e r ) b u t h e a s k e d w e t h e r t h e c o n s t a n t s 

c * a n d c * ' i n t h i s c a s e d e p e n d o n a o r n o t . 

I n t h i s p a p e r , u s i n g a l i t t l e m o d i f i c a t i o n o f E r d ő s * 

a r g u m e n t , - we e x t e n d t h e s e ' r e s u l t s f o r L u c a s n u m b e r s 

f u r t h e r m o r e we g i v e t h e i r i m p r o v e m e n t s b y s h o w i n g t h a t t h e 

c o n s t a n t s i n t h e i n e q u a l i t i e s d o n o t d e p e n d o n t h e s e q u e n c e . 

We n o t e t h a t R i f n^O ( s i n c e cx/73 i s n o t a r o o t o f ri ' 

u n i t y ) a n d we s h a l l w r i t e i f o r t h e r e c i p r o c a l sum o f t h e 

d i v i s o r s o f R i f R = 1 . 



THEOREH. T h e r e a r e p o s i t i v e a b s o l u t e c o n s t a n t s c a n d c , — — o 
w h i c h d o n o t d e p e n d o n t h e s e q u e n c e R , s u c h t h a t 

C 4 ) J — < l o g l o g l o g n + c 
p |R ' 1 n 

a n d 
t. 

C55 J ^ < c o l o g l o g n 
d | R ' n 

f o r a n y n > n w h e r e n ^ d e p e n r l s o n l y o n t h e s e q u e n c e R. 

We n o t e t h a t s i m i l a r r e s u l t s c a n b e o b t a i n e d i f C A , B 3 > ± 

b u t i n t h i s c a s e t h e c o n s t a n t s c a n d c a r e n o t a b s o l u t e o 

o n e s , t h e y d e p e n d o n A a n d 8 

We a l s o n o t e t h a t i n t h e c a s e R = 2 n ~ l G . P o m e r a n c e [ 3 3 

o b t a i n e d r e s u l t s f o r s p e c i a l d i v i s o r s . L e t E ( n ) « 5 1 / d , 

w h e r e t h e s u m m a t i o n i s e x t e n d e d f o r p o s i t i v e i n t e g e r s d f o r 

w h i c h d | C 2 n - 0 a n d d | C 2 m - l > i f 0 < m < n , f u r t h e r l e t FCn)=» 

2 1 / d , w h e r e d r u n s o v e r t h e i n t e g e r s f o r w h i c h dJC2n—.1 > a n d 

d > n . Among o t h e r s P o m e r a n c e p r o v e d t h a t 

E C n ) £ ™ e x p ( c i + o c i ) ) V l o g l o g r T j 

f o r i n f i n i t e l y many n a n d t h e s o t o f n w i t h 

E i n ) < ~ C l o g i i ) n ° 

h a s l o g a r i t h m i c d e n s i t y 1 f o r a n y f u n c t i o n f f o r w h i c h 

f C n > 0 a s n «--> oo > f u r t h e r m o r e . 

FCn> < e x p - i o g n l o g l o g l o g n / 2 " l o g l o g n j 

f o r a l l l a r g e n . 

PROOF OF THE THEOREM. I n t h e p r o o f we s h a l l u s e p o s i t i v e 

r e a l n u m b e r s c ^ , c ^ , . . . , w i c h a r e a b s o l u t e c o n s t a n t s , a n d 



k , k 2 > . . . , w h i c h d e p e n d o n t h e s e q u e n c e R. 

F i r s t we c o n s i d e r i n e q u a l i t y C d ) . L e t 

ACn) = 2 £ • 

p | R 

By C 3 ) we c a n w r i t e 

A C n ) - J 2 £ • 

d j n r C p ) - = d 

a n d A C n ) c a n b e d i v i d e d i n t o t h r e e p a r t s : 

A . o o = 2 I f ; 
d j r» r C p ) = d 

d ^ i o g n 

a n d 

A 2 c n > = 2 I f ; 

d j n r C p ) = d 

d > l o g n pSn 

A ( n ) => 2 I ~ 
d I n rC p ) - d 

d > l o g n p > n 

s u c h t h a t 

C 6 ) A C n ) = A C n ) + A C n ) + A C n ) . 1 2 3 

By C I ) a n d C 2 ) i t i s e a s y t o s e e t h a t t h e r e a r e a t m o s t 

k ^ d ^ l o g d p r i m e s s u c h t h a t r C p ) = d , s o t h e n u m b e r o f p r i m e s 

i n sum A C n ) i s a t m o s t 

C l o g n ) ' k t ' i o g ° í o g n
 = k i * Í o g ° í o g n ' 

I t i m p l i e s , u s i n g t h e e s t i m a t i o n p ^ < c i i * l o g i f o r t h e i 

p r i m e , t h a t 

1 h 



- M 

A / r O < 2 

p3y 

w h e r e 

C 7 ) y - fciCl - ^ f l ü — * l o § . < 

f o r a n V s u f f i c i e n t l y l a r g e n . We k n o w t h a t 

C B ) J 1 < l o g l o g x + c 2 

p ^ x I 

t h u s b y C 7 ) a n d C 8 ) 

CO) A J C I I ) < l o g l o g l o g n + c g 

f o l l o w s . 

Now we g i v e a n e s t i m a t i o n f o r A ^ t n ) s u p p o s i n g t h a t n i s 

s u f f i c i e n t l y l a r g e . I t i s e n o u g h t o d e a l w i t h t h e sum 

( 1 0 ) A ; C n ) l b 
2 ' P 

d j n r C p ) = d 

d > l o g n p S n 

p < d 3 

i 1 I-, ti 
1 J - S J — ' — < c 

d I n r C p ) « d d > l o g n u d 

d > l o g n p ^ d 3 

a n d s o 

C l l ) A ( n ) < A l C n ) + c . 
2 2 4-

We c a n w r i t e A ' C m ) i n t h e f o r m 
2 

<12> A j C n í - 2 2 } * 0 ( , - » — ) , 
I =o 

w h e r e N i s a n i n t e g e r d e f i n e d b y 

M + 1 
C l o g n ) 2 < n S C l o g n ) z 

a n d t h e s u m m a t i o n i n £ i s e x t e n d e d f o r p r i m e s p f o r w h i c h 
l 



t l + i 
( l o g r i ) < p C l o g n > 2 

a n d F o r w h i c h t h e c o n d i t o n s i n C 1 0 > : a r e s n t i s f i e d . Ve? n o l . e 

t h a t O C 1 / l o g n ) i n C 1 2 ) c a n b e d i f f e r e n t f r o m z e r o o n l y i f 

t h e r e i r * a p r i m e p s u c h t h a t l o g n — 1 < p ^ l o g n , 

r C p ) = p + l a n d C p + i ) | n . S i n c e r C p ) = d , d | n a n d p < d * f o r t h e 
I, 

p r i m e s i n ^ , b y ( 2 ) , 

C p - C D / p ) , n ) £ d > Y p > [ l o g n ) 2 ' 

f o l l o w s a n d ( D / p i ^ O i f n I s l a r g e . 

L e t x b e a r e a l n u m b e r w i t h c o n d i t o n s 

y ^ ( l o g n ) < x 5 C l o g n > = y 

a n d l e t Q ( . i , x ) b e a s e t o f p r i m e s p d e f i n e d b y 

Q ( i , x ) = | p : p < x , C p - C D / p > , n ) > [ l o g n j 2 ' / 3 j . 

I f q C i , x ) d e n o t e s t h e c a r d i n a l i t y o f t h e s e t Q C i , x ) , t h e n 

e v i d e n t l y 

C 1 3 ) 1 T C p - C D / p > , n ) > [ l o g 

p < x 

O n t h e o t h e r h a n d E r d ő s p r o v e d t h a t 

1 T C p - i , n > < e x p [ c ^ x ' l o g l o g n / l o g x j 

p < x 

f o r a n y x > C l o g n ) i c a n d x i n C s e e C I S ) a n d C 2 1 ) i n E l l ) a n d 

w e c a n s i m i l a r l y o b t a i n t h a t 

1 T C p + 1 , n ) < e x p ^ c c x * l o g l o g n / l o g x j , 

p < x 

t h u s 

C 1 4 ) T ~ T C p - C D / p ) , n ) < 1 T C p - i , n ) • C p + 1 , n > < 

p < x p < x 

< e x p | c 7 x * l o g l o g » / l o g x j . 



C o m p a r i n g C l 3 ) w i t h C i4> 
c x 

C15) q í i , 3 í ) < 5 

2 l • l o g x 
f o l l o w s ? f o r 12:4. 

I.of. , i (m) bo an a r i t h m e t i c a l f u n c t i o n m i c h t h a t nCriO«»! 

i f m i s a p r i m e s a t i s f y i n g t h e c o n d i t i o n s f o r t h e p r i m e s i n 
k 

5 and aCm)~0 o t h e r w i s e . Then 
i. 

2 a<m) ^ q C i , x ) 
m^x 

by t h e d e f i n i t o n o f q C i , x ) a n d , u s i n g C15) and t h e f a c t 

y ;J,™y j" , by Abel's i d e n t i t y we h a v e 

C16:> 2 t ~ I aCm)'i 
. p m 

y -

: c 2 d t 
" ' J < 2 2 v 1 • l o g l o g n y 1 f l o g t 2V 

f o r any i2:4L. B u t b y C8> 

= 0C1) 
^ \ P i R P P L T o g r V j 

í =o páClog n> p - ^ l o g n 

s i n c e p£d—1 i f r C p ) = d , and s o by CO) a n d C16) we o b t a i n 

C17) A ' C n ) « c ® 5 K - + 0C1) < c . 

2 O ~ t 1 O 
t A 

For t h e t h i r d summand o f ACn) we a l s o g e t A ^ C n ) = O C i > . 

Namely R has a t most k ^ i / l o g n d i s t i n c t p r i m e d i v i s o r s 

g r e a t e r t h a n n , and s o r e a l l y 
1 <? k n 

C18) A ( n ) 5 J L < L . i — . < c 3 P n . ^ i t 
p 1R l o £ n 

' ' n 
p>n 

i f n i s s u f f i c i e n t l y l a r g e . 

Thus by C ő ) , C 9 ) , C l l ) , C i 7 ) ar id C IO) 



C1P> 
_ i 
2 - = ACn> < l o g l o g l o g n + c s 

p\R 

follows which proves Cd) with c=cj2. 
Foi- the reciprocal sum of the positive divisors of R > r 

we ha ye 

5 h < T T t i + + + - • • j - r r [ i - ^ r ] < 
P | R p IR p|R. 

< T i 
P I R 

i / ( p - D _ = exp 
I P I R P - 1 

exp - C 1 3 + ^ 
P |R. 

and so by C19> 

2 j < exp { c J 4 + log log log ii J 
d jR 

follows which implies inequality C5) with c
a ~ e 
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MÁTYÁS FERENC 

PITAGORASZI SZÁMHÁRMASOK fö A LUCAS SOROZAT 

k 

AUSTRAGT CPyi hagorean triples and ihe l.ucr irt sequenced Ve 

define ihe sequence L=mL ^ bv ihe iníegcrB 

L--2, L =1 and ihe recurrence L »L. _ L _. n >1. O ' i ri n - i rí- 2 

This sequence is called Lucas sequence and the 

terms of il are ihe Lucas number ft. x o' ̂  o ' ̂  o 
positive i n t e g e r s are called Pythagorean triple 
if = z2. If for this J o J o o 3 o ' ^ o o 
triple (x0»y0»z0]=l ai«« t™«? then x

0>y0'Z0 

triple will be called primitive Pythagorean 

triple. 

In this paper we deal with ihe connection between 

the Lucas numbers and the Pythagorean triples. 

Let Asn,C CAs^O) be arbitrary, but fixed integers. 

Ve prove ihe following two theorems: 

THEOREM 1, CAL ,L + B, L >C> triples are 
— — — — r> 2 n Z n ' 
P y t h a g o r e a n iriples for every even n ( ? 0 3 if and 
only if 

Á = 0 Cmod 2), B = - j +2 and C - j jj2+2 , 
v J j - y y 

while for every odd nC^l) t/ and only if 

A s 0 Cmod 2), B - - f ^ J 2 - 2 and G » ( É j 2 " 2 ' 

THEOREMJZ. Under ihe conditions of Theorem 1. ihe 

AL^ , L +BP L2, +G I iriples are primil ive Pythagorean 
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iriplea if and only if L > % and: 

if A=0 (mod d ) , then n=±2 (mod 6> or n=il (mod 6) 
if A=?2 (mod 1), then n^O Cmod 6) or n~3 (mod 6) 

I. 

Az I =2, 1 = 1 kezdő tagokkal és az L «L +L Cn>l> 
O 1 r> r> - 1 r> - 2 

rekurzió« formulával definiált sorozatot Lucas sorozatnak, 
tagjait Lucas számoknak nevezzük. E rekurzív definíció 
mellett jól ismert a sorozat tagjainak explicit alakja is: 

L„ . [ i s s n y + ( i V T } " , n 0 

(lásd pl. Cd l ) . 

Ugyancsak jól ismert a pitagoraszi számhármas fogalma, 
mellyel az x2+y2=z2 diofantikus egyenlet pozitiv egész 
megoldásait szokás nevezni. Tudjuk, hogy az összes (zérust 
nem tartalmazó) megoldások előállításához elegendő 
meghatározni az úgynevezett alapmegoldásokat, azaz ^ o ^ o ^ o 
mellett az (xo, y Q > z^J =1 fel tét.el t is kielégítő 

számhármasokat. Jól ismert,hogy az összes alapmegoldás: 
x o a 2 m • t 

z » m 
V O 

alakú, ahol (m,t)=l, m>t és m+t=l (mod 2). 

M.Bicknel1-Johnson C23 a Fibonacci sorozat [p^O, F t ~ 1 és 

rr)=Fr) i+Fn 2, n>l | és a pitagoraszi számhármasok kapcsolatát 

vizsgálva megoldotta az F 2 ± F 2 <= K2 (K rögzített egész) rn rn 
egyenletet. L.Bernstein Cl 3-ben szintén a Fibonacci sorozat 
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és az x2+y2~za dlofantoszl egyenlet alapmegoldásait 
vizsgálva Jutott el az ikerprim-probléma epy 
á tfogaimazásához. A Lucas sorozat és a pitagoraszi 
számhármasok kapcsolatára vonatkozó problémát vet fel 

H.T.Freitag t31-benr Mely n-re lesz a (2L n> i-2n~3, ,n~l ] 

számhármas pitagoraszi számhármas? Ezen dolgozat tárgya e 
felvetett probléma egy lehetséges általánosítása s annak — az 
alapmegoldások meghatározását is tartalmazó — megoldása. 

II. 

Legyenek Á,B,G CAf^O) tetszőleges, de rögzített egész számok. 

I. TÉTEL Az ÍAL ,L +B, L +C[ számhármas pitagoraszi "••*•' n* 2n ' í n J 

számhármast alkot minden páros n^O -ra akkor és csak 

akkor, ha A a O írnod 2), B « ~ [j]2+2 C ** (§] ̂ > m i£ 

minden páratlan n^i -re akkor és csak akkor, ha A = 0 (mod 

2), B « - ( £ ] é s C » • 

2. Tél EL Az 1. Tétel feltételeinek megfelelő (a!,\.sJ r+B, 

h2n
+CJ számhármas akkor és csak akkoi- alapmegoldás, ha 

K> *> > 7 éS 

ha A = 0 Cmod 4>, akkor n 3 ± 2 (mod 6) vagy n = ± i (mod 6> 
ha A 55 2 (mod 45, akkor n s 0 Cmod ő) vagy n s 3 Cmod 6>. , 
A tételek bizonyításához szükségünk van a következő lemmára. 
LEMMA: L„ « L2+2. ha n £ 1 páratlan és —'—— 2 n n '

 r 

» L7-2, ha n £ 0 páros egész szám. 2 n n ' 1 0 

BIZONYÍTÁS: A Lucas számok Ci3-beli explicit alakját 

használva 



I 2 , íl+/_5 I 2" - ofl+V 7^]^ . 
n " t 3 J * J 

• n ^ T • N ^ n -

melyből a Lemma állitása nyilvánvaló. 

I. + 2 C - 1 Í 1 
2 n 

1. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. Tételezzük fel, hogy ÍAL ,L +B. ™— ^ ^ ^ n ' 2n * 

L2ri+cJ minden n,M) páros egészre megoldása az x 2+y 2«z 2 

egyenletnek, vagyis [ A L
n j + [ L

2 n
+ B ) = [L

2r,+G] • Lemmánk 

alapján L +B = L2+B-2 és L +G = L2+G-2, igy az 2 n n 2r. n > a J 

egyenlethez jutunk, melyet 

(3) L 2 [A2+2B~2G] ® [c+B-«lJ ĵ c-nj 

alakra hozhatunk. Mivel C35 minden »SO páros egészre 
fennáll és L »*0, ezért az A2+2B-2G*0 és CG+B-/1) CG-B)^0 n ' 

egyenlőségeknek kell teljesülni. Nyilván G>B, igy ez csak 

B = [§] +2 és G - I2] + 2 esetén lehetséges, továbbá A,B,C 

egész volta miatt szükséges, hogy A páros szám legyen. 

Ha L2i+GJ minden páratlan n?"l egészre 
pitagoraszi számhármas, akkor lemmánk segítségével a 
következőket Írhatjuk: 

[ A L n ] M L n * B + 2 r " ( L n + C + 2 ] 2 ' 

melyből az 

C4> L 2 £A2+2B—2cJ «= (c+B+4] jc-BJ 

adódik. Mivel C4) minden páratlan nSrl — re Igaz, és L , 
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így az A2-* 2D~2C=0 és CC+B+4)CC-B)=0 egyenletrendszernek 

kell teljesülni, molyet megoldva — G>B miatt — B ~ (sj 

és C = j — 2 adódik, ahol A-nak szintén páros egésznek kell 
lennie. 
Á tétel feltételeinek elégséges voltát C3), ill. Cd) minden 
n-ö —ra való megoldhatósága, továbbá a lemmánk n paritásától 
függő állítása szolgáltatja. 

Megjegyzés. Tételünk speciális esetként választ. ad 
H.T.Freitag által felvetett problémára, ugyanis ha A*=2, B=-3 
és C=—1 , akkor a i2L , L —3, L -1S hármas minden páratlan 

^ n ' r Z n ' X r í J * 

n£l egészre pitagorászi számhármast ad. Az igy előállitható 
pithagoraszi számhármasok: C2,0,2) CB»15,17), C22,120,122),.. 

2. TÉTEL BIZONYÍTANA. Vizsgáljuk meg tételünk állítását páros 

n£0 egészekre. Az i. tételünk szerint páros n—re |ALt> 

pontosan akkor pitagoraszi számhármas, ha A 

páros és 

^ - • ^ - ( T 

alakú. C2) szerint ez pontosan akkor lehet alapmegoldás, ha . 

— A páros voltát is figyeiembevéve — létezik olyan pozitív 

egész m és L, melyre / ; 

Có) ALn «2mt, L
2 - = m 2-t 2 és L 2+ [§]2 - m 2+t 2, 

ahol Cm, t)=í, m>n és m+nei (mod 2). Có)-ból és t <= ^ 

'adódik, azaz C5) akkor és csak akkor alapmegoldás, ha 
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l^n'Éj"1, ^n * É 1 1 2 paritása különböző. Azaz, ha 
A~0 Cmod 4), akkor- L^ páratlan kell hogy legyen, mely — L 
rekurzív definícióját figyelembevéve — páros n-ekre pontosan 
akkor teljesül, ha n=±2 Cmod 6). Ha pedig A~2 Cmod 4,), 
akkor L^, páros. Ugyancsak L^ rekurzív definiciójából könnyen 
nyerhető, hogy páros n-ekre L^ pontosan akkor páros, ha n-'O 
Cmod 6). 
Páratlan n-ekre az állitás az előzőhöz hasonlóan 
bizonyítható. 

Megjegyzés. Alkalmazva tételünket a már vizsgált (2L^, L^ -3, 

h2r|—lj pitagoraszi számhármasokra Cn páratlan) az). kapjuk, 

hogy a |2 L
1 2 l + 0

- 3 , Li2i+e-iJ száml|ármas minden iSO 

egész esetén egy-egy alapmegoldását szolgáltatja a x 7+y Z az 2 

diofantoszi egyenletnek. 
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MOLNÁR SÁNDOR* 

MÁSODRENDŰ LINEARIS REKURZÍV SOROZATUK LOGARITMUSÁNAK 
ELOSZLASA 

ABSTRACT: C Di s t r i bu t i on of the logarithm* of terms of linear 

rercurcHcesJ. Let 0 be a non-degenerate second 

^ njn = 0 
order linear recurrence sequence of real numbers 

I;>Hh positive terms defined b v O —AD »MO r J * n n - i r> - 2 

Cn>l>, uhere A, B and the initial terms G o, G, are 

fixed real numbers. In this paper it is proved that 

for a positive real number c the sequence j log G I = o is uniformly distributed modulo 1 if 

and only if log^a is not rat ional Co. is the 

dominant root of the characteristic polynomial of 

the sequence G * n 

Legyen a V \ k—at! rendű k>l lineáris rekurzív scirozat. ' ^ IN J N = CS 

definiálva az At , A^, . . . , A^ valós számokkal Ja^HoJ és az 

Cl) V ~ A V + A V + ... 4- A. V n l n - 1 2 rt - 2 k n - k 
rekurzióval Cn£k>, ahói a Vo, V , . . . , _ kezdő értékek 
rögzített valós számok, melyek között van zérustól különböző. 

* A kutatási (részbeni az Országos Tudományos Kutatási 

Alap 273. sz- pályázata támogatta. 



Jelöljük a 

C2) vCx> ~ xk - A xk ~1 - A xk~2 - ... - A, 1 2 k 

karakterisztikus polinom zérushelyeit o< , « , . . . . a. —va). 1 ' 2 ' ' k 
Az Cl) 1. ineái'is rekurzív sorozat C2> karaktertsr.tlkus 
polinomjának diszkriminánsát egyidejűleg' a sorozat 

v 
diszkriminánsának is nevezzük. 

Ismeretes, hogy a V^ értékek n=l,2,... explicit 

alakban is kifejezhetők az A( , A,(, . . . , Afc és az , . . . , 

o<k segitségével. Az explicit alakra csak k=2 esetben lesz 
szükségünk. Ekkor másodrendű lineáris rekurzív sorozatról 
beszélünk, és a szokásoknak megfelelően a V^ = G , cxJ = ot, 
a 2 = ß, A4 = A, A2 = B jelöléseket alkalmazzuk, ahol az a 
és ß választást az j <x | |/3| relációnak megfelelően 
végezzük. Az a**ß esetén az explicit alakot a 

<35 G =* arxn + hßn 
n 

Binet formula szolgál tat ja, ahol a= és 

b = - ̂ -G^Jy-Ca-/» . 

A másodrendű lineáris rekurzív sorozatot nem r*lfajnlónak 
nevezzük ha: 

— Í0n]n_o nem tesz eleget elsőrendű rekurziónak 

— a y ß nem egységgyök. 
Az Cl)—bői k=2, A — A = V = 1 és V =0 választással az ismert. ' » 2 1 | O 
Fibonacci sorozatot kapjuk. 

Szükségünk lesz az alábbi jelölésekre és fogalmakra is. 
Ixl az x valós szám egész részét, <x> =* x — tx.1 pedig a 
törtrészét jelöli. Az 1J. szimnólummal az I intervallum 
karakterisztikus függvényét fogjuk jelölni. 
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Á valós számok rj n- i ssorozatát modulo 1 egyertlet.es 

eloszlásúnak nevezzük, ha a 

U S fc ' < « . b ) ( W ] ~ B " * 

egyenlőség a E0,1> intervallum bármely la,b) 
részinterval1urnán teljesül. 

Pozitiv tagokból álló lineáris rekurzív sorozatok 
természetes alapú logaritmusának modulo 1 eloszlásával mái-
számos szerző Foglalkozott. R.L. Duncan 12] bizonyította, 
hogy a Fibonacci sorozat tagjainak természetes alapú 

logaritmusaiból alkotott sorozat, ílug ^rjn-i > modulo 1 

egyenletes eloszlású. L.Kuipers C33 uj bizonyítást adott a 
123 —béli tételre és igazolta, hogy az egész számokból 

alkotott [ jlog F ||^_s sorozat egyenletes eloszlású. 

J. L. Brown, Jr. és R. L, Duncan [.13 megmutatták, hogy az Cl> 
rekurzív sorozatban V , V , . . . , V, pozitiv valós számok, O l k - l 
Aj > A , . . . , A. nemnogatlv racionális számok és 
0< |«t j< |rt2 !<...< j teljesül, akkor [log v„)n-, 

egyenletes eloszlású mod 1. L. Kuipers és J. S. ShJue 16J uj 
bizonyítást adtak az til -bell tételre, továbbá igazolták, 

hogy ugyanilyen feltételek mellett j[log V"]Jr>-i 

egyenletes eloszlású. L. Kuipers 14 1 a 121 -bell eredményt 
kiterjesztette tetszőleges c>i és alapú logaritmusra. 

Jelen dolgozatban megadjuk annak szükséges és elégséges 
feltételét, hogy egy pozitiv tagokból álló nem elfajuló 
másodrendű lineáris rekurzív sorozat tagjai tetszőleges c«s[R, 

c>ö és c**l alapú logaritmusának sorozata modulo 1 egyenletes 
eloszlású legyen. 



Érvényes a következő: 

TÉTEL: Legyen [ G
n] n_ 0 ^gy pozlt.iv tagokból álló nem elfajuló 

másodrendű lineáris rekurzív sorozat és legyen c^l pozitív 

valós szám. A I log G I „ sorozat akkor és cs;ik akkor ^ c njn-o 
t. 

egyenletes eloszlású modulo 1, ha log a Q. 

A TÉTEL bizonyitásához felhasználjuk az alábbi lemmát, 

LEMMA: Ha a [® nJ n = 0
 n e m elfajuló másodrendű lineáris rekurzív 

sorozat tagjai pozitiv valós számok, akkor 
G T 
TT l i m —77—— « 0 > 0 . 

n—• co 
Rátérünk a bizonyításokra. 

A LEMMA BIZONYÍTÁSA: Először azt fogjuk megmutatni, hogy a 
LEMMA feltételei mellett |«| > | ß | teljsül. Ehliez csak az 
I cx I ̂  I J -t kell igazolni, mert a bevezetésbei 1 
megállapodásunk szerint |a|Sj^Jj. 

Az !« I I /3 ! valós a esetén nyilvánvaló, mert ellenkező 
esetben egységgyök adódna, ami ellentmond a LEMMA 
azon feltételének, hogy a sorozat nem elfajuló. 

Ha viszont cx nem valós, akkor cx és ß valamint a 
és b komplex konjugált számok és érvényesek a 
Cd) cx = r *expC iHO) ß ~ r'exp(-illö) 
és 
C5) a = r4 'expC ÍF!«.0 b «= r *expC-iII«> 
összefüggések, ahol 

1 vCrT 1 AG -2G 0 < 9 = ft arctg -j^-- < 1 , o - ft arctg ^ 
Go * V-T) 

és r = |cx|>ü, r t= | a I > 0. A (<4) és (5) felhasználásával a 



- b? -

(33 Binet formula a 

Cő> G = 2 r rn cos nCaUiO) n i 

alakot- ölti. 
Hivpl Cóy -ban 2r1rn pozitív, cos 1IC ot-riO) pedig' (XeCl 

miatt pozitív és negativ értéket egyaránt felvesz Cn«ÖD, 
ezért a sorozat tagjai nem mind pozitívak. Tehát az l«!"*!^!» 
akkor sem lehetséges ha cc nem valós értékű, i gy az |<a|>|/3| 
reláció érvényességét belátttik. 

Tekintsük most a l i m G SQ határéi téket. A Binet . _ 1 n + i r>J n—y co -

formula és a nem elfajuló sorozatokra érvényes af*0 
felhasználásával 

G r, * 1 , , _n •<• í 
C7) 1 i m 4 p - - l i m a a +W? = 

n—»co n n —* 00 a « n + b/3n 

« • 1 " {?T 
ra j ä f,1 

n—> oo b 

a' 
A C7> határérték kiszámításánál felhasználtuk, hogy 11* I > | ß j 
miatt Ccx/fiĴ  —» 0P ha n—> co. 

Megmutatjuk még, hogy c<>0 és i gy teljes ] osz a LEMMA 
bizonyítása. Az a valós sznm a pozit.lv filmekből álló 
IG . /Q I „ sorozat határértéke, ezért cĉ O. Az |cx|>|/3|£ö ^ n + I r, j n = O * ' 1 * ' 

miatt et̂ O, tehát a>0. 

A TÉTEL BIZONYÍTÁSA: Legyen l G
nJ r, 3 0

 effy n G m elfajuló 

másodrendű lineáris rekurzív sorozat, melynek tagjai 
pozitívak. 

Á feltétel elégségességének bizonyításához felhasználjuk 
J.G. vau der Gorput ismert tételét CVÖ.fül p. 2fí.): ha 



rS.jrv-o ^ valós számol; Male olyan snros.il.n, mnl j'i-n 

I i mix , — x határérték létezik «'"3 érté ho i r rae i t utá 1 i s 
i i-> • t i i i i>- ¥ oo v ' 

S Z Á M , akkor az ix I sorozat eryon lotos i* lof;r. I IÍKII mud 1 . v. rí ) rí = O ^ ' 

Â  logaritmus függvény to I y tónussá;;;« t ós a LF.MMA-t 

felhasználva kl tudjuk számolni a I l m lug G -lor O 1 

Iii« tárért, éke t: 

CH> l i ni flog G -log G ) <= 1 I m (log -ír-'-1] " Inr <•. 
J. l C »1 • t C r, ) " r í » 1 r Ii—* Ol v J —» -r> u j 

A LEMMA értelmében c*>0, igy a C») -In-1 i határérték 

létezik. Ha lo«( «etfj , akkor van dor Gorput tdézott tétele 

szerint [log^ pG)'f7M-''.,tt.,?í eloszlású modulo 1. 

Meginnia t Jul: végül, hogy 1. o g ̂  osotén ^ ' "g f,
t | 

iirrn egyenletes eloszlású modulo l. Logyon !<>r; /." !) . 

l o g c G n = l u g c [ a u n + b f V J = ! o g e ( - W (1 + ~ í ' ' 1 " 

- lugc a -»• ., logc « » logc [l + ti j(ij j . 

(Nyilvánvalóan n>0, egyébként ci ~ lMl'l»?l míntt 

Gf - aon + b(3r' nem lehetne tetszőleges ti'III -t o pozitiv.) 

A It'g G I sorozatnak véges sok torlódási punt- Ja v-m 
C II J I-« ~ o 

nindulo 1, mivel CP) jobb oldalán az első tag konstans, nz 
utolsó zérushoz tart Cn—»en), a középsőnek pedig log; rr-,rj 
miatt modulo 1 véges sok torlódási pontja van. Ekkor vh^oit'. 
lug 0 ,, nr?m egyenletes eloszlású modulo 1, amivel n ^ C rí j r< - O ' 

feltétől szükséges voltát is bizonyítottuk. 
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NAGY LAJOSNÉ 

A K T I V I T Ä 5 MATEMAT1 KAORÁKON AZ ÁLTALÁNOS ISKÜLA 5 — 8 . OSZTÁLYÁBAN CÍMÖ 

KUTATÁSUNK HARMADIK ÉVÉNEK MJNKÁIRÚL 

ABSTRACT: (The r e s u l t s of the t h i r d year of a search e n t i t l e d : " A c t i v i t y 

dur ing the mathematic lessons i n the 5th—Bth forms o f the pr imary 

schoo l " ) The Matematics Department of the Teachers' T r a i n i n g 

Col lege Eger, Hungary and the Dr. Theodor Neubauer Pedagogical 

Co l lege, E r f u r t , East-Germany lead a common piece of research i n 

the f i e l d of p ro fess i ona l methodology on the t o p i c " A c t i v i t y 

dur ing the rratematic l esson" . 

The repo r t i s to g ive account on the three years ' work and i t 

wants to f i n d an answer f o r the f o l l o w i n g quest ions. 

- What mot ivates ac t i ve work dur ing the lessons? 

- The e f f e c t s of p rob lem-so lv ing teach ing techniques, 

- How frequent i s the e v a l u a t i o n of the s tudents ' work dur ing thn 

lessons and how e f f i c i e n t i s i t ? 

We summarize the quest ions g iven to 500 ques t i onna i res . The 

answers we received du r ing the personal conversat ions and 

d iscuss ions g ive new and i n t e r e s t i n g v iewpoints to our s tudy. The 

repo r t l i s t s the quest ions fo r which we are t r y i n g to f i n d an 

answer i n the next years. E . g . : 

- Con t ro r -eva lua t i on and i t s r e l a t i o n to a c t i v i t y , 

- Can a c t i v i t y be planned? 

- What i s the impact of the personal connect ion between the p u p i l 

and the teacher on the a c t i v i t y of the p u p i l s . 



Az e g r i Ho Si Minh Tanárképző Fő isko la Matematika Tanszéke (Magyaror-

szág) és a Dr. Theodor Neubauer Pedagógiai Fő isko la E r f u r t (NDK) Matema-

t i kaok ta tás -Me tod i ka i Tudományos szakcsopor t ja a matematika szakmódszer-

tan t e r ü l e t é n közös k u t a t á s t végez: " A k t i v i t á s a matematikaórákon" c . t é -

makörbe rj. 

A ku ta tócsopor t t a g j a i a megállapodás a lap ján rendszeresen t á j ékoz -

t a t j á k egymást. (Az e l ső évek munkáiról j e l e n t meg t á j ékoz ta tás a WZ 22. 

JAHRGANG. 1986. HEFT 1 ) . 

A következőkben az 1986—87-es tanévi munkánkról, p rob lémá ink ró l , 

t e r v e i n k r ő l t á j é k o z t a t j u k azokat, ak i k érdeklődnek a téma i r á n t , és ITOZ-

zánk hasonlóan törekszenek a r ra , hogy nevelő és ok ta tó munkájuk az edd i -

g i n é l jobb, hatékonyabb legyen. 

Megf igye lése inket jegyzőkönyvekben r ö g z í t e t t ü k . A 3 év a l a t t több 

mint 500 jegyzőkönyv k é s z ü l t . Ezek döntő többségét IV. évers un tematika 

szakos f ő i s k o l a i h a l l g a t ó k k é s z í t e t t é k v i d é k i gyakor la tukon az ország kü-

lönböző á l t a lános i s k o l á i b a n . 

Az 1. sz. jegyzőkönyv az egész osz tá l y megf igye lésére, a 2. sz . egy-

egy tanu ló legalább 5 matematikaórán tö r ténő megf igyelésére vona tkozo t t . 

"Az óra elemzése"-hez i s 10 f é l e megf igye lés i szempont t a r t o z o t t . 

Ezekből a következő kérdéseket , szempontokat emeltein k i az elemzés során: 

- Mi mo t i vá l j a az ó r a i a k t í v magatartást? 

- A probléma f e l v e t ő t a n í t á s . 

- Az é r téke lés gyakorisága az órán és hatása a t a n u l ó i a k t i v i t á s r a . 

A mot ivác ió fe l ismerhetősége — hatékonysága 
V. ) ' f ' 

A jegyzőkönyv a lap ján adható vá laszok: 

- TÖKÉLETES 

- RÉSZBEN - NEM 
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Fel ismerhető-e a mot ivá l tság? 

A mot ivác ió hatékonysága. 

Az (500 jegyzőkönyv ada ta i t a mot ivác ió fe l i smerhe tőségérő l és haté-

konyságáról a következő t áb l áza t ta r ta lmazza: ( l / a t á b l á z a t ) 

A mot ivác ió 

Fel ismerhetősége Hatékonysága 

Az órák száma h Az órák száma ?s 

Tökéletes 230 46 160 32 

Részben 220 44 285 57 

Nem 50 10 55 11 

Összesen 500 100 500 100 

Ha az e lső és második s o r t együt t é r t é k e l j ü k : az órák 90 V b n n m o t i v á l t a 

a pedagógus, a tanu lóka t töké le tesen , i l l e t v e részben. A mot i vác ió a meg-

f i g y e l t órák 89 V b a n b i z o n y u l t töké le tesen , i l l e t v e részben Isatékony-

nak. Ez az é r ték 1 V b a n tér e i az e lőbb i t ő i , vagy is k ü / e l í l ő n n annyi 

órán v o l t fe l i smerhe tő a mot i vác ió , mint ahány órán hatékony. 

Figyelemreméltó e l t é r é s t mutat v iszont a mot i vác ió t öké le tesen , i l -

l e t v e részben tö r ténő fel ismerhetőségének aránya, va lamin t a mot ivác ió 

töké le tesen , i l l e t v e reszten megvalósuló hatékonyságának aránya. 

Érdekes meg f i gye ln i , hogy amíg a mot ivác ió t ö k é l e t e s , i l l e t v e rész-

beni fe l ismerhetősége k ö z ö t t i e l t é r é s k i c s i (2 ugyanakkor a mot ivác ió 

részleges hatékonysága 57 - 32 = 25 V k a l nagyobb, mint a t öké le tes haté-

konyság. Ebből a r ra i s köve tkez te the tünk , hogy a töké le tesen m o t i v á l t 

óráknak csak egy részében v a l ó s u l t (Tieg a t öké le tes hatékonyság, azaz nem 

b i z t o s , hogy a tanár á l t a l töké le tesen mo t i vá l t órákon a tanulók ó r a i ak-

t i v i t á s á n , munkáján a töké le tes hatékonyság tük röződ i k . 

Az órák 10 V b a n a pedagógus nem m o t i v á l t . Ennél 3 V k a l több azoknak 

az óráknak a száné, amelyeknél a mot ivác ió nem v o l t hatékony. A matemoti-



kaórák magas é v i óraszámát t e k i n t v e ez a 11 h i s nagyon fon tos , f i g y e l -

meztető adat. Van még ezen a té ren i s j a v í t a n i v a l ó ! 

Ezek az adatok ar ra engednek k ö v e t k e z t e t n i , liogy a mot i vác ió j e l e n l é -

te e lengedhete t len , ha a tanulók a k t i v i t á s á t i génye l j ük és j ó munkánk 

eléréséhez fontosnak t a r t j u k . 

Érdekel t bennünket az i s , hogy vajon az egyes osztá lyokban hány órán 

v o l t töké le tesen vagy részben hatékony, i l l e t v e ha tás ta lan a mot i vác ió . 

( 1 / b táb láza t ) 

A mot ivác ió 5 . o s z t . 6 .osz t . 7 . o s z t . B .osz t . össz. 

hatékonysága ( ó r a ) (ó ra) (ó ra) (ó ra ) (ó ra ) 

Tökéletes 45 75 30 10 160 

Részben 70 90 60 65 2U5 

Nem 20 10 15 10 55 

Összesen 135 175 105 05 500 

T e k i n t e t t e l a r r a , hogy az elemzésre fe lhaszná lha tó jegyzőkönyvek száma az 

egyes osztályokban e l t é r ő , így egyszerűbb a mot ivác ió szempont jából rész-

ben és töké le tesen hatékony órák összehasunl í tása n nem hatékony órák 

arányával . 

A következő t á b l á z a t ada ta i a lap ján ar ra kerestük a v á l a s z t , hogy a 

- TÖKÉLETES 

- RÉSZBEN 

- NEM 

5. osz tá lyban 

6. osz tá lyban 

7. osz tá lyban 

8. osz tá lyban 

115:20 

165:10 

90:15 

75:10 

(23 :4 ) 

(66 :4 ) 

(24 :4 ) 

(30 :4 ) 

i 
lehetőségek hogyan párosulnak egy-egy órán b e l ü l a mot i vác ió fe l i smerhe-



- í y 

tőségének és hatékonyságának összefüggésében, va lamint a lehetséges páro -

s í tások a megf igye l t 500 óra hány százalékában va lósu l tak meg (1 /c t á b l á 
z a t ) . 

A mot ivác ió f e l -t Mot i vác ió ha- Az órák 0, a 

ismerhetősége tékonysága száma 

TÖKÉLETES TÖKÉLETES 130 26 

TÖKÉLETES RÉSZBEN 100 20 

TÖKÉLETES NEM - -

RÉSZBEN TÖKÉLETES 30 6 
RÉSZBEN RÉSZBEN 185 37 

RÉSZBEN NEM 5 1 

NEM TÖKÉLETES - -

NEM RÉSZBEN - -

NEM NEM 50 10 

Az előzőekben már eml í te t tem, liogy az osz tá lyok — csoportok — meg-

f i gye lésén t ú l , egy-egy tanu ló munkáját folyamatosan ( l ega lább 5 órán ke-

r e s z t ü l ) jegyzőkönyvben r ö g z í t e t t ü k . 

Ezt követően e lbeszé lge t tünk velük ( r i p o r t ) . 

Tanulmányoztuk azokat az ese teke t : 

a) amikor mi akt ívnak í t é l t ü k a tanulók munkáját és keres tük az o k á t ; 

b) megf igye l tük azokat , akiknek ó r a i magatartását passzívnak l á t t u k . 

A hasonló tu la jdonságú, a k t i v i t á s ú tanu lóka t egy csoportba s o r o l t u k . így 

három csoport a l a k u l t k i ( természétesen ez a besorolás még tovább f i n o -

mí tható lenne) . 

1. Ak t í v és eredményes tanulók c s o p o r t j a ; 

2. ak t í vak , de eredményük közepes; 

3. nem ak t í vak , eredményük közepes vagy gyenge. 

(Csak. megjegyezni szeretném, hogy — különösen a 7 . , 8. osztá lyokban több 

o lyan tanu lóva l i s t a l á l k o z t u n k , ak ik nem a k t í v a k , de képesek j ó eredmé-

nyek e l é r é s é r e . ) 

Hogy a csoportba soro lásná l mi t vet tünk f igye lembe, azt t a lán a következő 



tu la jdonságok f e l s o r o l á s á v a l é r z é k e l t e t h e t j ü k . 

1. Az e lső csoportba ta r tozókra je l lemző a tudatos c é l r a t ö r é s , fe -

gyelmezettség. Az o t t h o n i és i s k o l a i munkájuk ö n á l l ó . Ismerete ik b i z t o -

sak, fe lada tok megoldásában j á r t a s a k . Delső igényük a j ó megoldások kere-

sése. A^matematikai szaknyelvet pontosan haszná l ják . 

Eredet i ö t l e t e i k , e lképze lése ik vannak a fe ladatok megoldásánál. Szívesen 

tanulnak, ismételnek, gyakorolnak. S z e r e t i k a matemat ikát . 

2. A második csoportba so ro l t ak ra i s je l lemző az ó ra i a k t í v magatar-

tás. I g é n y l i k az ú j i smereteket , tudásukat másokéval h a s o n l í t j á k , e l l e -

nő rz i k . Feladatok megoldását szívesen v á l l a l j á k , ha probléma adódik se-

g í tséget kérnek. Törekszenek a jó eredmény e lé résé re . 

Az o t t h o n i , egyéni munkában már sokszor e lb izonyta lanodnak. í rásos munká-

i k , do lgozata ik már nem mindig h i b á t l a n o k . I l yenko r kedvüket v e s z t i k . 

Ezek a tanulók munkájuk f igyelemmel k í s é r é s é t , seg í tésé t i g é n y l i k . A po-

dagógus személyisége tudatos oda f igye lése , n é l k ü l ö z h e t e t l e n e lő reha ladá-

suk érdekében. 

3. A harmadik csopor t ó r a i magatartására nan je l lemző az a k t i v i t á s . A 

tanár u t a s í t á s a i t b e t a r t j á k . Matematika i r á n t i érdeklődésük, szorgalmuk 

vá l tozó . Feladatok megoldása során ha problémába ütköznek hamar f e l a d j á k . 

Munkájukban gyakor i i r á n y í t á s t , b á t o r í t á s t , e l l e n ő r z é s t igénye lnek, öná l -

ló munkájukban még sok a j a v í t a n i v a l ó , do lgozata ik közepes vagy gyengébb 

o s z t á l y z a t i a k . A szaknye lvet r i t k á n és hibásan haszná l ják . Egyéni bánás-

módot, sok törődést igényelnek ha eredményüket j a v í t a n i , tudásukat gyara-

p í t a n i szeretnénk. 

Ez a csoportba soro lás önkényes, h i s z még sok szempont a lap ján l e h e t e t t 

volna ezt az osz tá lyozás t e lvégezn i . 

Ami megf igye lése ink , t a p a s z t a l a t a i n k ; a lap ján közös v o l t : 

minden tanu ló igény i a m o t i v á l á s t ; 

munkájának é r t é k e l é s é t ; 

seg í t sége t , ha problémája adód ik . . 4 

Ezért i s próbál tuk megf igye lés i szempont ja inkat úgy összevá loga tn i , trogy 

vá laszo ln i tudjunk ar ra a kérdésre: 

- hogyan f e l e l ünk meg ezeknek az elvárásoknak? 

- az e l ő f o r d u l ó hiányosságokat hogyan tudnánk a jövőben e l k e r ü l n i ? 

Tanulságos v o l t egy-egy tanu lóva l va ló egyéni e lbeszé lge tés . 
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A következőkben idézek egy á l t a l u n k e lső csoportba s o r o l t tanu lóva l ké-

szü l t r i p o r t o t ( í ó t h Dénes 0. o s z t . t anu ló . T = tanár , D - Dénes) ( k é s z í -

t e t t e : H izsny ik Tünde IV. éves m a t . - f i z . ) . 

T: F igyel tem az ó ra i munkádat. Most ar ra ké r l ek mutasd lie magad, hogyan 

d o l g o z t á l ! 

D: Jelentkeztem, és ahol tudtam segí te t tem a tanárnő munkáját. 

T: Miben seg í te t ted? 

0: Ha ké rdeze t t , j ó l vá laszo l tam, megoldottam a f e l a d a t o k a t . 

T: Szer in ted a tanárnőnek mi v o l t a véleménye az ó r a i munkádról? 

0: Megdicsér t , mert j ó l do lgoz tán , az órán nem v o l t velem semmi probléma. 

T: M i é r t szok tá l do lgozn i , ak t í v l enn i? 

D: Szeretem a matemat ikát , mert érdekes és ezt a témakört ( függvények) i s 

nagyon szeretem. 

T: M ié r t tanulod a matematikát? 

D: Azé r t , mert a továbbtanulásnál fon tos , és mert nekem különben i s t e t -

s z i k . 

T: Mi lyen iskolában sze re tné l továbbtanuln i? 

0: Közgazdaságiban vagy kereskedelmi szakközépiskolában. 

T: Mi szere tné l l enn i? 

D: Ha a közgazdaságiba vesznek f e l , akkor programozó, ha a kereskedelmi-

be, akkor pedig e ladó, 

f : Mi lyen órákat szcro tsz mntématlkából? 

D: M inden fé lé t , de legjobban azokat ahol eszközzel dolgozunk, a függvény 

témakört vagy amikor versenyszerűen p i r o s pon té r t ese t l eg ö t ö s é r t o l -

dunk meg f e l a d a t o k a t . 

T: Szakköre j á r matematikából? 

D: Szakköre nem, te nem e l ő k é s z í t ő r e . Ez j ó , most o lyanokat tanu lunk , amik 

f e l v é t e l i r e i s szükségesek. 

T: Van-e a r r ó l e lképzelésed, hogy mi lyen legyen az ó ra , ahol mindig a k t í -

van dolgoznál? 

D: Játékos és verseny fe lada toka t o ld junk meg, és o lyan legyen az ó ra , 

hogy mi i s pbban rész t tud junk venni az ó r a i munkában. 

I : Hányasod v o l t ma temat ikából? 

0 : Tavaly ötösöm v o l t , az idén igaz már vagy egy hármsom i s , de van 4 

ötösöm, és az u t o l s ó dolgozatom i s j ó l s i k e r ü l t . 
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Lehetőségeink a l ap ján 6. és 0. osztá lyosok megf igyelésére adódott több 

alkalom. 

Végzett h a l l g a t ó i n k s e g í t e t t e k i t t i s (Molnár E d i t , Nagy Ágnes, Szusz 

Éva, Hizsnyik Tünde). Á l ta lános i s k o l a i t an í t ványa i kka l f o l y t a t o t t e lbe-

szélgetések, í rásban f e l t e t t kérdésekre adot t í r á s b e l i és szóbe l i vá la -

szok összesí tését tar ta lmazzák a következők: 

6. osztá lyos (280) és 8. osz tá lyos (230) tanu ló véleményét s a j á t munká-

j u k r ó l írásban i s ké r tük . 

Ak t í v vagy-e matematikaórán: kérdés összegezését az a lább i táb láza t 

tar ta lmazza: 

Tanuló i válaszok Osztá ly \ Ma temat ika jegyük 

6 . o . 8 . 0 . 6 . 0 . B.o. 6 .0 . S.o. 

Akt ívnak t a r t j a magát 105 40 30 17,4 4,34 4,38 

Közepesen akt ívnak 

t a r t j a magát 110 125 39 54,4 3,41 3,60 

Nem ak t í v (gyenge 65 65 23 28,2 3,00 2,39 

Érdekes v o l t összehason l í tan i a gyerekek tő l kapot t vá laszokat az o s z t á l y -

ban matematikát t a n í t ó ka r tá rsak véleményével. Ök i s azt mondták, hogy 

mindkét ko rosz tá l yná l a legtöbb taní tványuk a k t i v i t á s á t közepesnek t a r t -

j á k . v '' 

Különbség: még a 6. o s z t á l y n á l ezt a j ó a k t i v i t á s ú tanu lók k ö v e t i k , 

addig a 0. osz tá lyosokná l a gyenge a k t i v i t á s ú gyerekek vannak többen. 

A második kérdés: 

Ha igennel v á l a s z o l t á l i ndoko ld , m ié r t vagy ak t í v? 

Ha nemmel v á l a s z o l t á l i ndoko ld , m i é r t nem vagy ak t ív? 

A 6. osz tá lyosokná l a leggyakrabban e l ő f o r d u l ó válaszok közül idézek most 

néhányat: 
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- Szeretem a matemat ikát ; 

- Jó jegyet kapjak; 

- Szeretnék j a v í t a n i ; 

- Szeretem a matematikát t a n u l n i ; 

- Szívesen szerkesztek; 

M ié r t nem vagyok ak t í v? 

- Nem értem a matemat ikát ; 

- Nem szeretem a matemat ikát ; 

- Nehezek a f e l ada tok ; 

- Félek a kuda rc tó l , ha tudom akkor sem merem mondani; 

- Unalmas, nem e lég érdekesek a fe lada tok . 

M i t ke l lene t e n n i h o g y akt ívabb legyé l? 

A harmadik kérdésre adot t válaszok közü l ; 

- Többet ke l lene t a n u l n i ; 

- Jobban f i g y e l n i az órán; 

- Otthon i s t anu ln i kéne; 

- Nem beszé lgetn i és nem j á t s z a n i órán; 

- Érdekesebb lenne a t a n u l n i va ló anyag; 

- Ha nem lenne unalmas a matematika; 

- Több já tékos fe l dn to t jó lenne megoldani; 

- Többször " 4l<::-a • <" az órán n " l o g i k a i " , a "model lező" kész l e t l e l . . . 

A több mint 100 r i p o r t meghal lgatása, majd ezt követően a taná rokka l va ló 

e lbeszélgetésből a gyerekek ö n k r i t i k u s véleményét f igyelembe véve, az 

a k t i v i t á s t mot ivá ló tényezőket a következőkben összegezhetnénk: 

Az okta f a l c-:mán tudatosan törekedjünk az a k t v i t á s megvalósí tásá-

r a . Ezt s e g í t h e t i : 

- a tá rgy megszeret tetése; 

- az érdeklődés b i z t o s í t á s a ; 

- a tanulók élményeire való támaszkodás; 

- a t a n í t á s i óra cá iának, fe ladatának megje lö lése; 

- a tanulók rádöbbentése ismerete ik h iányosságai ra ; 

- probléma f e l ve tése ; 

- valamely konkrét cselekvésre va ló f e l s z ó l í t á s ; 

- a s i k e r , kudarc, d i c s é r e t , bünte tés helyes a lka lmazára; 



- a tanár személyisége, pé ldá ja ; 

- é rze lm i és é r t e l m i hatások; 

- megfe le lő p á l y a i r á n y í t á s ; 

- g y a k o r l a t t a l való kapcso la t te remtés ; 

- szülőig törődés, érdeklődés. 

Minél erősebb egy motívum, annál könnyebb a k t i v i z á l n i . A be lső és kü lső 

mot ivác ió nem v á l i k e l mindig é lesen egymástól. Van o lyan témakör, amely 

i r á n t e lőször nem é rdek lőd i k a t a n u l ó . A fe ldo lgozás módja, érdekes f e l a -

datok során haladva egy ponton kezd i " i z g a t n i a f a n t á z i á j á t . " 

Az embert bármi lyen tevékenysége, így a tanu lás ra i s az m o t i v á l j a t a r t ó -

san, aminek számára é r téke var . 

Fontos a pedagógus személyisége — egyrész t , inert a j ó kapcso la t b i z -

t o s í t j a a tanár számára, hogy t á r g y á t szívesebben t a n u l j á k , h iszen a t a -

n í t á s i óra légköre, a j ó t aná r -d i ák viszony előnyösen hat a tanuló érdek-

lődésére , munkakedvére. 

Azok a tanárok, ak i k munkájukat eredményesnek í t é l i k a mo t i vá l ás t fontos 

neve lés i eszköznek t e k i n t i k és v a l l j á k , hogy a gyerekek a k t í v tevékenysé-

ge megoldhatat lan mot i vác ió n é l k ü l . Ér the tő t e h á t , ha továbbra i s keres-

sük a v á l a s z t : M i v e l , Imgyan mo t i vá l j unk matematika órán? 

A következőkben a prob lémafe lve tő t a n í t á s hatásának és a t a n í t á s i óra mo-

t i vá l t ságának összefüggését elemzem. 

A jegyzőkönyv e r r e vonatkozó kérdésére adható lehetséges vá laszok: 

- TÖKÉLETES 

- RÉSZBEN 

- NEM 
. • - . < / v / 

/ • * 

Az l / a táb láza t csopo r t os í t ásá t f igyelembe véve e lőször azokat az órákat 

elemzem, amelyeken a mot ivác ió töké le tesen fe l i smerhe tő . Az összesí tés 

a lap ján 230 i l y e n óra v o l t . 

Hogyan a l a k u l t ezeken az órákon a prob lémafe lvető t a n í t á s ? 

A 230 óra 91,3 %-ában v o l t p rob lémafe lve tés , ezen b e l ü l az órák 32,6 

ban töké le tesen v a l ó s u l t rneg a prob lémafe lve tő t a n í t á s ha tása. A 230 ó rá -

nak csak 8,7 Vában nem v o l t p rob lémafe lve tés . 

Az l / a táb láza t második sorában t a l á l j u k azokat az ó ráka t , melyeken rész-
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ben ismerhető f e l a mo t i vá l t ság . I l y e n óra 220 v o l t . Ezeken az órákon a 

prob lémafe lvető tan í tása hatása: 

P r o b l é m a f e l v e t é s 

Mot ivác ió részleges Az órák száma % 

TÖKÉLETES 45 20,5 

RÉSZBEN 110 50 

NEM 65 29,5 

ÖSSZESEN 220 100,0 

Megá l l ap í tha tó , hogy a részben m o t i v á l t óráknál k isebb százalékban v o l t 

az órákon prob lémafe lvetés. A részben tö r ténő prob lémafe lvetés v i szon t 

több órán f o r d u l t e l ő . 

Lényegesen megnőtt azoknak az óráknak a száma i s , melyeken egyá l t a l án 

n incs prob lémafe lve tés . 

Azoknak az óráknak a száma, amelyeken nem ismerhető f e l a m o t i v á l t s á g : 50 

( ő r a ) . Ezeken b e l ü l v izsgá lva a problémaiu l ve lő t a n í t á s t . 

P r o b l é m a f e l v e t é s 

Nincs mot ivác ió Az órák száma 

TÖKÉLETES 0 0 

RÉSZBEN 30 60 

NEM 20 40 

ÖSSZESEN 50 100,0 

Jó l megf igye lhető , logy a? 50 óra közö t t egy o lyan s incs , ahol t öké le tes 



lenne a problémafelve tő t a n í t á s . 

Érdemes megf igye ln i azoknak az óráknak a t í p u s á t , melyeken nem v o l t prob 

lénia f e l ve tés : 

- bevezető ó ra ; 

- nqbány ú j ismerete t fe ldo lgozó órn; 

- ismét lő ó rák . 

Ezeken az órákon a t a n í t á s i óra anyaga: 

- t i zedes tö r tek szorzása; 

- szorzás t ö r t t e l ; 

- n u l l a a szorzásban; 

- mértani helyek keresése; 

- hasábok, tes tek fe lsz ínének k iszámí tása; 

- egyenletek megoldása; 

- függvényábrázolás; 

- köve t kez te tés i , százalékszám!tás i f e lada tok . 

Ha összesít jü l< az 500 jegyzőkönyv ide vonatkozó a d a t a i t : 

Problémafelvetés Az órák száma 

TÖKÉLETES 120 24 

RÉSZBEN 275 55 

NEM 105 21 

ÜS5ZESEH 500 100 

A megf igye l t 500 órából 395 órán 24 + 55 = 79 % v o l t p rob lémafe lve té 

(ideszámolva a részleges prob lémafe lve tés t i s ) . F igyelemremél tó, tiogy 30 

órán (21 h) nem v o l t p rob lémafe lve tés ! 

Sok még a tenn iva lónk ezen a t e r ü l e t e n i s ! 

Izgalmas kérdésre kerestük a v á l a s z t : 

V o l t - e taná r i é r t é k e l é s a fe ladatok megoldását követően? 

V o l t - e é r téke lés a fe lada tok megoldása után? (Szóbe l i , í r á s b e l i d i c s é r e t 

e lmaraszta lás , o s z t á l y z á s . . . ) 
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Hogyan é r t é k e l t e a nevelő a fe lada toka t? 

A kérdésre a válaszok: 

- T e l j e s é r t é k e l é s t adot t a pedagógus: 

- Részben é r t é k e l t : 

- Nem é r t é k e l t : 

190 órán 30 °Ó 

27j órán 45 "V, 

85 órán 17 % 

Ez a 38 °s azér t örvendetes adat , mert ezeken az órákon a tanár u t a l t 

a r ra i s , hogy mi t tehet a t anu ló , liogy jobb eredményt é r j e n e l a j ö v ő -

ben! 

Figyelemreméltó, liogy 85 órán (17 bí) egyá l ta lán nem é r t é k e l t é k n nye-

rekek munkáját. A legmagasabb azoknak az óráknak a száma (45 °s), ahol az 

é r t éke lés csak részben t ö r t é n i k . A személyes e lbeszélgetések alkalmával n 

pedagógus gyakran az idő h iányával i ndoko l j a az é r t é k e l é s elmaradását. 

Osz tá lyza to t pedig a leggyakrabban csak az í r á s b e l i munka é r téke léseko r 

kap a t a n u l ó . Az osztályközösség munkájának é r t é k e l é s é t gyakran az óra 

végén összegezve mondja e l a tanár . K is oda f i gye lésse l , tudatosabb munká-

v a l ezen a t e r ü l e t e n i s emelhető lenne az a k t i v i t á s ! 

Úgy érez tük e r r ő l a ké rdés rő l i s érdemes megha l lga tn i , f igyelembe 

venni a tanulók véleményét. 

Ezért az előzőekben már e m l í t e t t 6 . és 8. osz tá lyos tanulóktó l . í r á s -

ban a következőket kérdeztük: 

1. Szereted-e ha é r t é k e l i k , osztá lyozzák matematika órákon a munkádat? 

2. E légedet t vagy-e a mntematika jegyeddel? 

3. Önál lóan, vagy t á r sa idda l együt t szere lsz tanu ln i? 

A tanulók 83,3 V a v á l a s z o l t igenlően az első ké rdés re , 12,35 "s-a 

ado t t "közbülső vá lasz t " (egyes esetekben - - la d i c s é r i k — s z e r e t i k , e l -

v á r j á k az é r t é k e l é s t , máskor p l . e lmarasz ta lásná l e l l e n z i k , 4,35 V ) 

Tovább elemezve a vá laszoka t , kerestem, a tanulók s z e r i n t nolyek azok 

a k r i t é r i u m o k , melyek szükségessé t e s z i k az é r t é k e l é s t , az osz tá l yozás t 

matematika órákon? 

A 83,3 V o t véve a lapu l a következő válaszokat adták sokan: 

"Jó t u d n i , hogyan dolgoztam" (kb. 60 %). 

"Tudni akarom, Ixjgy ini a véleménye a tanáromnak a munkámról" 

tanu lók c s o p o r t j a ; (15 ?s) 

Amikor az é r t éke lés egyenlő az o s z t á l y z a t t a l : 

nagymértékben s i ke r o r i e n t á l t tanulók (15 ?ó); 
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A p o z i t í v vé leményny i l ván í t ásé r t , a d i c s é r e t é r t tanu lók csopor t j a (10 . 

A második kérdésre vá laszo lók 37,45 ?s-a n y i l a t k o z o t t úgy, hogy "az ó r a i 

szereplés m i a t t jobb j e g y e t adnék"; "az óra a l a t t i a k t i v i t á s t i s f i g y e -

lembe (<éne venn i " ; "ha látom, hogy a gyerek küszköd ik , gondolkodik a 

fe lada ton , és ennek e l l e n é r e nem s i k e r ü l t neki h i b á t l a n u l megoldani, ak-

kor i s megadnám a jobb j e g y e t " , í r j á k . Mi i s ér tsünk egyet ezekkel a vé-

leményekkel? 

Munkánkat nem t e k i n t j ü k lezár tnak . 

További feladatunknak t e k i n t j ü k : a jegyzökönyvek adatainak f e l do l gozásá t , 

elemzését; 

válaszkeresést néhány a jövőben megvizsgálandó kérdésre mint p l . 

- E l lenőrzés , é r téke lés Összefüggése az a k t i v i t á s s a l ; 

- Tervezhető-e az a k t i v i t á s , I« igen (módszer, szervezés i forma, szemlé l -

t e t ő , munkaeszközök b e v o n á s á v a l . . . . ) 

- Mennyiben b e f o l y á s o l j a a tanulók a k t í v magatartását a pedagógus és a 

gyermekek k ö z ö t t i személyes kapcsolat? 

- A k t i v i t á s - Mot ivác ió - Ér téke lés -

szorosan összetar tozó fogalmak. Kapcsolatukat nemcsak a pedagógiai i r o -

dalom, iianem az é l e t i s i g a z o l j a . 

500 óra töredéke annak a ta lán százezernél i s több órának, amit csak 

a mi hosp i tá lása ink i d e j é n t a r t o t t a k . 

Mi mégis h isszük , ez a k i s tükör i s seg í t majd meglátni a j ó t , a 

problémát, a j a v í t a n i v a l ó t . 
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OROSZ GYULANÉ 

KÖZÖS ELEMEK LINEARIS REKURZÍV SOROZATOKBAN 

ADSTRACT: CCommon terms in linear recurrences 

A second order I inear recatrsive sequence 

G=G^A,B,GQ,GtJ=|On^n_0 ta defined by the integers 

A,B,G and G, and by the recursion G —A *G +B*G a 1 y n n - i. n - 2 
Cn>l). Ve prove two-t hear ems. 

Theorem 1. Let D and p be a fixed positive integer 

and a prime, respectively, such that neither L) nor 

D+p is perfect square. Further let a,b,c,d be 

non-zero integers satisfying the equat ions a^-Db2«0! 

and c2—CD+p)*d2=l. Then the sequences M<2a,-1,0,b) 
and N(2c,—1,0,d>, apart from the zero initial terms. 

have at most two common terms if p=2 and at most 

four common terms if p>2. 

Theorem 2. Shows a similar result if L> is 

divisible by 0 and p^ló. 

Legyen G=G |a, B, 0Q, G± j = (3 egy másodrendű lineáris 

rekurzív sorozat,, amelyei az A J B J G ^ G ^ egész számokkal és a 
G •» AG + BG „ Cn>l) n n - 1 n - 2 

rekurziv formulával definiálunk. Legyenek a és ß a 
sorozat. 



í'Cx) = x —Ax-B 
karakterisztikus polinomjának gyökei. 
A továbbiakban feltesszük, hogy és a sorozat nem 
degenerált, vagyis AD<*0, (3^+G^KO és ct/( 1 nem egységgyök. 
Ekkor d = A2+<1B * 0 is kö vetkezik, hiszen <1=0 eset-én 
a.Sß—1 (adódna. 

Jól ismert, hogy a sorozat tagjainak explicit 
előál1i tása 

(1> G - " ° Í J " , 
a - fi 

ahol q = G - G ß és e = G -G a ^ l o í o 
Továbbá igazolható, hogy 

C2) ÍG I > c 
1 

ha n'>no ahol c^ és ntl a sorozat paramétereitől 
függő konstansok. IIa d>0 akkor a és ß valós 
különböző abszolutértékü számok, |a| > \ß\, és igy 
CD-ből l i m miatt C2>, illetve C2)-nél erősebb 

n —> co 

becslés is következik. Ha pedig d<Ü, vagyis ha « és ß 
komplex számok, C2) következik C.L. Stewart eredményeiből 
C1ásd példásul C13J, Lemma 6. ) C2)-ből következik, hogy 
minden nem degenerált G sorozatban tetszőleges xvalós szám 
esetén |G^J>x, ha n elég nagy, igy a sorozatokban minden elem 
csak véges sok más elemmel lehet egyenlő. Ennél több is igaz. 
K.K.Kubota 17,8] bebizonyította, hogy egy sorozatban minden 
egész szám legfeljebb négyszer fordulhat elő elemként. Ezt az 
eredményt F.Beukers tlJ javította, megmutatva, hogy néhány 
sorozattól eltekintve minden elem legfeljebb háromszor 
ismétlődhet a sorozatokban. 

Hasonló probléma a különböző sorozatok közös elemeinek 
vizsgálata. Többen foglalkoztak olyan másodrendű lineáris 



- V I - , 

rekurzív sorozatok közös elemeivel, amelyeket ugyanazok az 
A,B konstansok definiálnak, «le nem ekvivalensek, vagyis az 
egyik nem csak az indexek egy lineáris transzformációjával 
különbözik a másiktól. (1. Eevnz 112 1 egy általános tóteléből 
következik, hogy ha a G és H a fenti tulajdonságú különböző 
rekurzív sorozatok közös elemeik száma, vaeryis a G x y 

egyenlet Cx;y) megoldásainak száma véges, vagyis található 
egy m Q konstans ugy, hogy G^^H^, ha konstans 
explicit értékére Fibonacci tipusu sorozniuk esetén (vagyis 
az A = B = 1 esetben) M.D. Hirsch 13 1, tetszőleges, de d>0 
feltételt kielégito sorozatok esetén pedig F.Kiss t31 adott 
becslést. 

Különböző konstansokkal definiált o Ía ,B ,G ,G ], l 1 i * o t ) ' 

H ̂ A 2,B 2,H o,H t J sorozatok közös elemeivel, vagyis a G x=H y 

egyenlet megoldásaival is többen foglalkoztak. M. Mignotte 
[10 3 és P. Kiss 14 1 magasabbrendü lineáris rekurzív 
sorozatokra nyert eredményeiből következik, hogy A^+40^>0 
Ci=sl,2) esetén a G és II sorozatoknak csak véges sok közös 
elemük lehet. Ezen közös elemek számára F. Mátyás [9 1 adott, 
explicit felső becslést. 

Az előző eredményekben a közös elemek számára adott 
korlátok általában igen nagyok, számi tógépekkel sem elérhető 
számok. Ezért érdekesek azok a speciális esetek, melyekben a 
közös elemek száma elérhetően kicsi. 

J. Binz Í2J a GC6, -1, i, 6) és HC10, -1, 1, 10) konkrét 
sorozatok esetében bebizonyította, hogy a G és H sorozat.oknak 
csak egy közös elemük vari. 

A következőkben J. Binz eredményét általánosítjuk. 
Sorozatpárok egy osztályára mutatjuk roeg, hogy az egyes 
pároknak legfeljebb kettő, illetve négy közös elemük lehet. 



Két tételt bizonyltunk. 

1.TÉTEL. Legyen I) egy rögzített pozitív egész és p 
tetszőleges prímszám, amelyekre sem D, sem D»p nem teljes 
négyzot. Lpgypnok továbbá a,b,c,d olyan nullától különböző 
egész EKáinok, melyekre: 

a 2 - Db2 =»1 és 
c 2 - CD+p)d2 » 1 

Ekkor az M = HC 2a, -1, 0, b> és N=NC2c, -1, O d> 
sorozatoknak a 0 kezdőtagoktól el tekint.ve p~2 esetén 
legfeljebb k€?tt,ő, p>2 esetén periig legfeljebb négy közös 
elemük lehet. 

2. TÉTEL. Legyen L egy rögzített 8-cal osztható pozitív egész 
szám, amelyre sem L, sem L+16 nem négyzetszám. Legyenek 
továbbá r,s,k,t olyan nullától különböző egész számok, 
melyekre 

r 2 - Ls2 « 1 és 
k 2 - (L+16)t2 - 1 

Ekkor a H=HC2r, -1, O, s) és K>K.C2k, -1, 0, t> sorozatoknak 
a 0 kezdőtagtól eltekintve legfeljebb két közös elemük lehet. 

Heg . j e g y z é s e k : 

1. Megjegyezzük, hogy végtelen sok a,b,c,d illetve r,s,k,t 
egész szám található, melyek a feltételeket kielégítik, 
hiszen az x2-dy2=l Pell egyenletnek, ha d>0 és nem 
négyzetszám, végtelen sok egész Cx;y> megoldása van. 

2. A 2. Tételből az L-8 speciális esetben következik J. Binz 
emiitett eredménye. Ogyanis erre az értékre pontosan a 
GC6, -1, 1, 6) és MC10, -1, 1, 10> sorozatok közös 
elemeit határozzuk meg. 



3. A bizonyításokból kitűnik, bogy lehetne a tételeinkhez 
hasonlókat konstruálni, a közös elemek számára azonban 
általában nagyobb felső korlát adódna. 

1. TÉTEL BIZONYÍTANA. Először megmutat.juk, hogy az M sorozat 
mindem M^ eleméhez található egy x egész szám ugy, hogy 
(x;y)=Cx•M^) egy megoldása a 
(3) x 2 - Dy2 « 1 
egyenletnek. Mivel Cxjy)=Ca;b) a feltételek miatt megoldása 
C3)-nek, ezért az 

( 4 > X r . + y n D ** + 11 ; n = 0 , 1 , 2 , . . . 

egyenlőséggel definiált [ x
n;y n] párok is megoldások, hiszen 

ezekre 

- ( a + b / l T JM ( a - b V i r ] " 88 (a2-Üb zJ n = 1 

Másrészt C4)~ből 

y. [a + b/TTj" - |a-b f l) J" 
a / T 

következik. Az M sorozat esetében a karakterisztikus polinom 
x2—2ax+i, gyökei pedig a feltételek miatt 

ct = a + y a2-i *> a + b ~f D 

'illetve ß = a - b Y1T, 
j t 

és igy Mo=0, Mt=b és cx-ß~2b"/ D miatt Cl) alapján y n ~ M
n 

következik, hiszen esetünkben A2+4B=4a2-4^0. Ebből már 
következik az állitásunk. 

Hasonlóan látható be, hogy az N sorozat minden N. 



tagjához található egy z egész szám, ugy hogy Cz;y>= ;Nv | 

egy megoldása a 
z2-Cl>+p>y2=l 

egyenle tnek. 
Tehát ha vannak az M ós N sorozatoknak közös elemeik, 

akkor az 
C5> x 2 - L)y2 = 1 

z 2 - CD+p)y2 = 1 
egyenletrendszernek legalább annyi Cx;y;z) egész számhármas 
megoldása van, amennyi a különböző közös elemek száma. Elég 
tehát azt bizonyítani, hogy az C533 egyenletrendszernek 
legfeljebb két megoldása van y**0 feltétellel. 

Tegyük fel, hogy Cx,y,z> ©gy megoldása CÍO-nek. Ekkor 
x2-Dy2=z2-CI)+p)y2 

és igy 
Có) x 2+py 2=z 2 , 
továbbá nyilván (x,y)=(z,y)=l ezért Cxjyjz) a C6> egyenlet 
páronként relativ prim, primitiv megoldása. Cx,z)>l esetén 
plCx^jZ^Í és pjy következne, ami ellentmond az előzőeknek. 

Először azt. az esetet v lz5*gál Juk, ha p"2, ekkor í-1) 
C7> x 2+2y 2=z 2 

alakú belátható, hogy (75 primitiv megoldásai 
x = |u2-2y2 j , ysa2uv, z»u2+2v2 

alakúak, ahol u,v relativ prim egészek és u páratlan. Ezeket 
az értékeket (5) első egyenletébe irva 

j u 2 - 2 v 2 ] 2 - 4 D u 2 v 2 » 1 

adódik, ami 

C8) ^u2—C2+2D) v2J 2 - (oD+4D2]v4 •» 1 

alakra hozható. De ismert, hogy az x2-Dy*-l alakú 



diofantikus egyenletnek, ha D>0 és D nem teljes négyzet, 
legfeljebb két megoldása van (lásd Morde 1.1 II ti, 270. oldal >, 
ezért legfeljebb két (u;v) párra teljesülhet (íí) ugyanis 
8D+'1D2=C 2D+2) 2—<l nem teljes négyzet. Ebből azonban az 
következik, hogy az (5) egyenletrendszernek is p~2 esetén 
legfeljebb két megoldása van, amiből az előzőek miatt 
következik a t.étel állítása a p=2 esetben. 

A következőkben azzal az esettel foglalkozunk, amikor 
p>2 prímszám. Az előzőek alapján tudjuk, hogyha Cx;y;z) egy 
megoldása az (5) egyenletrendszernek akkor Có) is fennáll és 
(x;y;z) egy primitiv megoldása (6)—riak. Itt. is bizonyítható 
az ismert Fitagoraszi egyenlet megoldásához hasonlóan, hogy a 
(6) primitiv megoldásai, p>2 esetén 
(9) x = J pm2-n2 | ; y=2mn ; z=pntz+n2 

vagy 

(10) x = pu2-v: 
T~ 

—P» ?tv 7 ; y=UV ; z = ' 2 
alakúak, ahol (m,n)=l és különböző paritásu egész számok és 
(u,v)=l, páratlan egész számok. Deirva ezeket. az (5) 
egyenletrendszer első egyenletébe (9) esetén 

[ p m z - n 2 j 2 - 4Dm 2 n 2 » 1 

mig a (10) esetében 

( p U V T - Du2v2 = 1 

adódik. Ezek azonban i > \ / 
/ 

( 1 1 ) ^ n 2 - ( p + 2 D ) m 2 J 2 - j l D 2 + 4 p D j m * => 1 



C12) {Yl^^insáy _ ( D
2
 + PD)U< - 1 

alakra hozhatók, ahol belátható, hogy sem 41>2+/1 pb, som D 2 + pl> 
nem teljes négyzet. l)e Cll) és C12) egyenleteknek mint már 
láttuk, legfeljebb 2-2 megoldásuk lehet, igy az C5) t. 
egyenletrendszernek legfeljebb négy egész megoldása lehet. 
Ebből már következik a tételünk p>2 esetre vonatkozó 
ál 11 t.ása. 

2. T É T E L B I Z O N Y Í T Á S A . A Z előző tétel bizonyításában követett 
gondolatmenethez hasonlóan belátható, hogy ha vannak a H és K 
sorozatoknak közös elemeik, akkor a 
Cl3) x 2—Ly 2 » 1 

z2-CL+lö)y2 » 1 
egyenletrendszernek legalább annyi Cx;y;z) egész megoldása 
van, amennyi a közös elemek száma. Tegyük fel, hogy Cx;y»z) 
megoldása a C13) egyenletrendszernek. Ekkor ezekre az x.y,z 
egészekre 
Ci4) x 2+16y2 = z 2 

is fennáll és L párossága miatt könnyen igazolható, hogy 
Cx;y;z) a Cl4) páronként relativ prim, primitiv megoldása. Az 
viszont jól ismert, hogy C14) primitiv megoldásai 

x - |m2-n2| , 4y = 2mn , z « m 2+h 2 

alakúak, ahol m,n relativ prím egész számok és különböző 
paritásuak. Beirva eZeket az értékeket a C13) 
egyenletrendszer első egyenletébe felhasználva, hogy L alakja 
L = 8h Ch pozitív egész, h*0 ), 

jm2-n2]2 - 2 hm2n2 = 1 

adódik, ami 

C15) |m2 - Ci+lOn2]* - [h2+2h]n* « 1 



alakura hozható, 
hasonlóan mint az 
következik. 

De h? + 2h nem teljes négyzet, ezért, 
1. Tétel bizonyiteásában, az állitásunk már 
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PELLE BLLA 

A MATEMATIKAOKTATÁS TOVÁBBFEJLESZTÉSÉRE ALAKULT BIZUIISÁG — SZENUREI-

f ÉLI BIZOTTSÁG — TEVÉKENYSÉGÉNEK ÁTTEKINTÉSE 

ABSTRACT: (Hie work of the committee founded fo r Ute improvement n f 

teach ing mathematics /Szendrei-cotreni t t ee / . ) Twenty years ago, in 

1960, the m i n i s t r y founded tiie Szendrei-committee whose task was 

to work on the problems r e l a t i n g to the improvement of teach ing 

mathematics. We would l i k e to g ive a summary of the woi k of the 

committee for the ann iversary . 

Dur ing i t s shor t ex is tence the committee had great success in 

making the teaching of mathematics more u p - t u - d a l e . We th ink t ha t 

our summary w i l l he lp contemporary academics i n w r i t i n g up the 

h i s t o r y of mathematics. 

196n-hau, luisz évvel e z e l ő t t a m in i sz té r i um mcgalnkí hit.I,a a S /end rn i -

f é l e b i z o t t s á g o t . Ennek fe lada ta a ma témat ikaoktatás tovább fe j l esz téséve l 

kapcsolatos tenn iva lók k idolgozása v o l t . Az év fo rdu ló ra egy ö s s z e f o g l a l ó t 

kívánunk adni a b i z o t t s á g munkájáról . V i ssza tek in t ve ma i s úgy l á t j u k , 

hogy a b izot tságnak r ö v i d " é l e t e " a l a t t érdemei vannak a matemat ikaokta-

tás korszerűsí tésének kimunkálásában. Meggyőződésünk, Imgy összefog la lónk 

s e g í t i a későbbi kor k u t a t ó i t a matemat ikataní tás tö r ténetének f e l d o l g o -

zásában . 

Az 1960-as években a matematikaoktatás tovább fe j lesz tése v i l á g s z e r t e 

e lő té rbe k e r ü l t . A tudományok fe j l esz tésében é l e n j á r ó szakemberek egyön-

tetűen igénye l ték a matematikaoktatás t o v á b b f e j l e s z t é s é t . Századunkban 

ugyanis nemcsak a matematika tudományának f e j l ődése , hanem a matematiká-

nak a hétköznapi é le tbe va ló bevonulása i s rohamos. A matematika nap ja -

inkban ugyanolyan közve t len termelőerővé v á l t , mi t korábban a f i z i k a , 



majd a kémia. Az i s k o l a i matematika oktatásunk v iszon t nem f e l e l t meg 

ezeknek az igényeknek, t ú l h a l a d o t t szemlé letű v o l t v i l á g v i s z o n y l a t b a n . 

A nemzetközi és hazai törekvéseket f igyelembe véve n Művelődésügyi 

Min isz té r ium a matematikaoktatás továbbfe j lesz tésének segí tésére l'-MB. 

j ún ius 2 1 . - i é r t ekez le tén l é t r e h o z o t t egy b i z o t t s á g o t . Elnöke d r . Szend-

r e i János, t i t k á r a Ny i l as Dezső, t a g j a i : Cser Andor, d r . Göudöcs Lász ló , 

l lorvay K a t a l i n , Merő Lász ló , d r . Molnár József , Pálinay Ló rán t , d r . Pel l e 

Béla, d r . Gurányi János. A b i z o t t s á g társadalmi szerve/etkénl . működött , 

mint az MM tanácsadó szervo. A munkája lényegét nz a laku ló ü lés a korsze-

rű szemléletű matematikaoktatás ú t j a i n a k és módjainak keresésében, ezzel 

párhuzamosan a közvélemény (a szélesebb társadalmi és a szűkebb pedagógus 

közvélemény) megfele lő a lak í tásában j e l ö l t e neg. Uta lás t ö r t é n t a r r a , 

hogy a munka során szü le thetnek nerész elképzelések i s , amelyeket e lőny-

ben k e l l részesí teni , a toldogza tás- fo l dozgatássa 1 s/emben. A b i z o t t s á g 

f e l a d a t a i t és munkamódszereit az alábbiakban r é s z l e t e z t é k . (1) 

A b i z o t t s á g f e l a d a t a i : 

- a matematikaoktatás hazai gyakor latának elemzése; 

- a hazai k í s é r l e t e k tanulmányozása és elemzése; 

- a k ü l f ö l d i törekvések és k í s é r l e t e k tanulmányozása; 

- a matematika tudomány fe j l ődésébő l az i s k o l a i nn temat ikaukta tásra háru-

ló konzekvenciák v i z s g á l a t a ; 

- i ránye lvek k i a l a k í t á s a a nn téma t i k a o k t a t á s tar laImának k n r s z e i ű s í l é s é -

r e ; 

- i ránye lvek k i a l a k í t á s a a matematikaoktatás módszerének ko rsze rűs í t ésé -

r e ; 

- j a v a s l a t és program k i a l a k í t á s a k í s é r l e t e k r e , a k í s é r l e t e k i r á n y í t á s a 

és é r téke lése ; 

- i ránye lvek k i a l a k í t á s a korszerű t an te rv kész í tésé re ; 

- i ránye lvak k i a l a k í t á s a korszerű tankönyvek, munkafüzetek, segédeszközük 

kész í tésére ; 

- i ránye lvek és programok k i a l a k í t á s a a pedagógusok továbbképzésére; 

- j avas la tok k idolgozása a ma tana t i k a o k t a t á s korszerűs í tésébő l adódó f e l -

adatok érvényesí tésére a pedagógusképzésben. 



A b ízo t tná l ] munkamódszere: 

- v i t a a hazai niatoniatikaoktatán t a p a s z t a l a t a i r ó l ; 

- v i t a a hazai k í s é r l e t e k t a p a s z t a l a t a i r ó l ; 

- v i t a a k ü l f ö l d i k í s é r l e t e k r ő l ; 
t' i 

- ú j te rveze tek , tanulmányok készí tése és k é s z í t t e t é s e , ezek v i t á j a ; 

- pub l i ká l ás a szaklapokban; 

- szakér tő i tanácskozások ér, munkaértekezletek; 

- a lb i zo t t ságok működtetése (szükség s z e r i n t ) ; 

- k ü l f ö l d i tanulmányutak k í s é r l e t e k tanulmányozására; 

- nemzetközi a jánlások tanulmányozása és v i t á j a . (1) 

A meghatározott program a lap ján a b i z o t t s á g a következő f e l ada toka t vé-

gezte e l : 

1. E l k é s z í t e t t e a matematikaoktatás ko rsze rűs í tésé t c é l / ó nemzetközi tö -

rekvések összehasonl í tó és é r téke lő dokumentációját. ( 2 ) . 

Az anyag r ö g z í t i , hogy nemzetközi leg igen szél esküt fi mn/galnm, k í s é r -

l e tezés , h i v a t a l o s intézkedés ( rendelkezés, pá r tha tá roza t s t b . ) s z ü l e t e t t 

a matematikaoktatás korszerűbbé t é t e l e érdekéhen. I zek egyrés/él. nemzet-

köz i szervek (UNLSUU, Nemzetközi Matematikai Unió) támogatják. A különbö-

ző i rányzatok a sok e l t é r ő vonás m e l l e t t számos közös j e l l e g e t i s mutat -

nak. I lyenek a következők: 

- a matematika f e j l ődése és a gyakor la tban va ló alkalmazása mindenütt, 

szükség le t té t e t t e a k o r s z e r ű s í t é s t ; 

- a tar ta lom és módszer egysége; 

- a korszerű matematikai d i s z c i p l í n á k és szemlélet bevezetése; 

- a ko rszerűs í tés a lega lsó f o k t ó l a l e g f e l s ő i g egységesen va lós í tandó 

meg; 

- a k í s é r l e t e k e t pedagógiai és p s z i c h o l ó g i a i v i z sgá la tokka l együ t t k e l l 

végezni ; 

_ - sok akadályt j e l e n t a szülők és pedagógusok konzervatizmusa; 

- akadályozó az a szemlé le t , hogy a matematika taní tása nem anyag- és 

pénzigényes. 



2. A rendelkezésre á l l ó dokumentációk, va lamin t látogatásuk a lap ján a b i -

zo t t ság megvizsgál ta és elemezte a hazánkban fo lyó ma tenia t i kaok tn tárj 

ko rszerűs í téséve l kapcsolatos k í s é r l e t e k e t . (5) 

Véleményét az a lábbiakban r ö g z í t e t t e : 

a) Az ÜPI Matematika Tanszéke á l t a l i r á n y í t o t t k í s é r l e t a t a n t e r v t ó i e l -

t é rő , tartalmában és módszerében ú j fe ldo lgozás t k ísé r le t« ! / I i . Koncepci-

ójában hazánkban - - sajnos - - az egye t l en , tie nem egyedül lehetséges 

o lyan k í s é r l e t , amelyik a nemzetközi törekvésekhez mérhető. 

b) A MTA P s z i c h o l ó g i a i In tézetében f o l y ó k í s é r l e t e k közül a " F o r r a i n é -

f é l e k í s é r l e t " e lsősorban módszertani szempontból érdemel e m l í t é s t . A t a -

nulók in tenzív és öná l l ó f og la l koz ta tása terén eredményes. A b i z o t t s á g az 

a lsó tagozatban f o l y ó k í s é r l e t t e l , a " d r . Lénárd - fé le k í s é r l e t " - t e l nem 

é r t e t t egyet. 

c) Dr . Urigváry Gyula á l t a l kezdet t és i r á n y í t o t t k í s é r l e t a flémet Demok-

r a t i k u s Köztársaságban f o l y ó k í s é r l e t e k b ő l v e t t ál h i /onyns elemeket, 
azokat az 1. — IV . osz tá lyok ra dolgozta á t . t á v l a t i koncepció ja n incs . 

3. A b i zo t t ság e l k é s z í t e t t egy te rveze te t a ma téma l i ka t a n i t á s k o r s z e r ű s í -

tése érdekében f o l y ó k í s é r l e t e k szé l es í t ésé re , te l j esen ú j k í s é r l e t e k be-

vezetésére, és a már fo lyó k í s é r l e t e k e t k i e g é s z í t ő r é s z k í s é r j e l e k r e . (4 ) 

A már fo lyó k í s é r l e t e k szé les í téséve l kapcsolatban az a vélemény a l a k u l t 

k i , liogy az csak b i z t o s í t o t t anyagi és személyi f e l t é t e l e k m e l l e t t enge-

délyezhető. Kívánatos a fe l sőbb osztá lyokban olyan átmenet i k í s é r l e t e k 

bevezetése, amelyek az a lsótagozatos t a n t e r v r e épülnek, de a k o r s z e r ű s í -

tés bizonyos e lemei t már tar ta lmazzák. Te l jesen ú j k í s é r l e t e k bevezetését 

nem l á t t a szükségesnek. A b i z o t t s á g j a v a s l a t o t t e t t egy átmenet i matema-

t i k a t a n í t á s i k í s é r l e t r e és a pedagógusok továbbképzésére. (5 ) 

4. Összegyűj töt te és á t t e k i n t e t t e a b i z o t t s á g a hazai , e lsősorban a mód-

s z e r t a n i lapokban t a l á l h a t ó c i k k e k e t , amelyek a matemat ikataní tás ké rdé-

s e i v e l fog la lkoznak . 



5. E l fogadta a b i z o t t s á g a hazai matematikaoktatás korszerűsí tésében é r -

vényesítendő a lape lveket tartalmazó dokumentär:iót, amelyet egy a l b i z o t t -

ság á l l í t o t t össze. ( 6 , 7) 

Az anyag elemzi a korszerű matematikaoktatás f e l a d a t a i t . E témán be-

l ü l rámutat többek közö t t a ko rsze rűs í tés szükségességére, a matematiká-

nak az á l t a lános műveltségben b e t ö l t ö t t szerepére, az é l e t k o r i sa já tossá -

gokra, a matematika és a többi tárgy kaprr.nl a tá ra , az osztá lyozás ér> ösz-

tönzés kérdésére. 

A korszerű matematikaoktatás ú t j a i n a k elemzésénél szó l az a lape l vek -

r ő l , ó raszervezésrő l , a t a n í t á s segédeszközei rő l , a tan te rv rő l és tana-

nyagról . 

K i t é r az anyag a megvalósítás f e l t é t e l e i r e , tenni va lók ra , problémák-

ra . Utal a taní tóképzés- és tanárképzésben megoldandó fe lada tuk ra , a to-

vábbképzés Megszervezésére, a k ü l f ö l d i törekvések f igyelemmel k í sé résé re , 

a t á r g y i f e l t é t e l e k b i z t o s í t á s á r a . 

6. A ko rszerűs í tés a l a p e l v e i t szem e l ő t t t a r t v a a b i z o t t s á g j a v a s o l t a a 

Pedagógusképző Osztály m e l l e t t működő szakb izot tságnak, hogy a pedagógus-

képzés ko rszerűs í téséné l vegyék f igyelembe a matematikaoktatás ko rsze rű -

s í t éséve l kapcsolatosan l eszű r t k ü l f ö l d i és hazai t a p a s z t a l a t o k a t , és a 

pedagógus je lö l teket a j e l e n l e g i t a n t e r v i követelményekre való l e l k é s z i t é s 

m e l l e t t készí tsék e lő a várható f e lada tok ra . 

Mive l a legnagyobb nehézség az alsó tagozatná l várható, a b i z o t t s á g 

e l k é s z í t e t t e a t a n í t ó k továbbképzésével fog la l kozó t e r v e k e t . Ez k i t e r j e d 

a továbbképzés ta r ta lmára , formájára, a szervezési és pénzügyi kérdések-

re . (0) 

7. A b i z o t t s á g e l k é s z í t e t t és e l f ogado t t egy anyagot, amely a propaganda 

munka i r á n y á t , eszköze i t és módszereit ta r ta lmazza. (9) A propaganda mun-

kát az i n d o k o l j a , hogy a korszerűs í tés egészen ú j szemlé le te t k í ván meg 

mind a pedagógustól, mind a s z ü l ő k t ő l . E munkában a pedagógusképző i n t é z -

ményeken k í v ü l fontos szerep j u t a könyvkiadóknak, társadalmi és k u l t u r á -

l i s szervezeteknek, rád iónak, t e l e v í z i ó n a k s t b . A b i z o t t s á g a tankönyv-

kiadó segí tségét k é r t e olyan szakkör i füzetek , tankönyvek, segédkönyvek 



s t b . megjelentetésében, amelyek szakmai lag, pedagúgi ni l ag , didak t.i ka i I ag 

korszerűek, és e lőmozdí t ják a matematikaoktatás e lő reha ladását . 

0. A b i zo t t ság az 0P1, az Eg r i Tanárképző f ő i s k o l a és a Szegedi lanárkép-

ző Főisko la matematika tanszéke ive l ö s s z e á l l í t t a t o t t egy-egy k í s é r l e t i 

t an te rve t az á l t a l á n o s i sko lák V . - - V I 1 I . o s z t á l y a i számára, l.nnek megvi-

ta tása után egy a l b i z o t t s á g közreműködésével az UPI Matematika lanszékén 

e l k é s z ü l t egy t a n t e r v i j a v a s l a t az á l t a l á n o s i sko lák T . — V I I I . o s z t á l y a i 

számára (10) . 

A b i z o t t s á g 1970. j ún ius 26-án elemezte addigi tevékenységét, és j a -

vas la toka t t e t t a további f e l ada tok ra . Ezek a következők vo l t ak ( 1 1 ) : 

" 1 . A b i zo t t ság á l t a l ö s s z e á l l í t o t t je len tősebb dukumuutumnkat ny i l vános -

ságra k e l l Ix)zni, hogy azok nyomán széles v i t a i n d u l j o n meg. 

2. A b i zo t t ság edd ig i munkájára támaszkodva e lő k e l l kész í ten i egy ú j á l -

ta lános i s k o l a i matematikai tan terv lépcsőzetes bevezetését. 

3. K í s é r l e t e k e t k e l l i n d í t a n i , i l l e t v e a meglévőket fokozatosan k i t e r -

j e s z t e n i a f e l s ő tagozaton i s , liogy minél több rész lc lerodményrö l legyen 

tapaszta latunk egy ú j tan te rv bevezetése e l ő l i . 

4. Bár az á l t a l á n o s isko la egységet a l ko t a matematikaoktatás szempont já-

b ó l , mégis nagyon fontosnak t a r t j u k , hogy a középiskolák matemat ikaokta-

tásának ko rsze rűs í tésé t i s magunk e l ő t t lássuk az á l t a l ános i s k o l a i ko r -

s z e r ű s í t e t t t an te rv e lőkész í tése e l ő t t . 

5. A pedagógusok továbbképzését, s különösen a tan í tók (s óvónők) i l y e n 

i rányú szervezet t továbbképzését sürgősen meg k e l l i n d í t a n i . 

6. A matemat ikataní tás ko rsze rűs í tésé t e l ő s e g í t ő tanszeküzöknek és szem-

l é l t e t ő eszközöknek a kész í tésé t r e á l i s áron b i z t o s í t a n i k e l l . 

7. Kívánatos o lyan könyvtár k i j e l ö l é s e , amelyik a matematikaoktatás k é r -
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eleseivel f og la l kozó , egyre terebélyesedő nemzetközi i rodalmat g y ű j t i , s 

az érdeklődőkhöz e l j u t t a t j a . 

0. Szoros együttműködés k i é p í t é s é t k e l l kezdeményezni a s z o c i a l i s t a o r -

szágok közöt t a matemetikatanítás korszerűsí tésében. 

9. A matematikaoktatás korszerűs í tésé t cé l zó , s mindinkább k i t e r e b é l y e s e -

dő munka szempont ja i t , fő f e l a d a t a i t a b i z o t t s á g további a i*-, folyamatosan 
elemzi , tanulmányozza és k ido lgozza. A tervek nugvalósításá l , f igyelemmel 

k í sé résé t , e l l enőrzésé t és az ezzel kapcsolatos szerteágazó fe lada toka t 

e l l á t n i azonban szervezet ten — a k ü l f ö l d i példákhoz hasonlóan - - o lyan 

i n t é z e t tudná, amely megfelelő számú munkatárssal rende lkez ik , és amely-

nek ez k izáró lagos fe ladata . I l y e n intézmény, i l l e t v e meglévő intézmény-

ben i l y e n részleg létrehozása ( p l . az ÜCI-bati, a Ml A Matematika Ku ta tó i n -

tézetében) nálunk i s szükséges." 

A ko r sze rűs í t és i b i zo t t ság röv i d működése a l a t t igen in tenzíven d o l -

gozot t és j e l e n t ő s e t a l k o t o t t . Az á l t a l a j avaso l t gondolatok nagyrésze a 

Művelődési Min isz tér ium i rány í tásáva l megvalósul t . A b i z o t t s á g működését 

1973-ban szünte t te meg az f-M azzal az indoko lássa l , hogy a f e l ada tá t e l -

végezte. 

Ievékenységéről bátran elmondhatjuk, hogy n o l l i i h : lassabban ha ladt 

volna az ú j tan te rv kidolgozása és bevezetése, la Ián ha tovább " é l " , meg-

va lósu l a tan í tók és tanárok továbbképzésének szervezet t rendje és tana-

nyaga i s , amelyen az ú j tantervek eredményességének s ikere mú l i k . B i z t o s , 

hogy az ú j tantervekhez írandó tankönyvek és segédkönyvek megírásához i s 

komoly segí tséget tudo t t volna adni az a l ko tó csoport ö s s z e á l l í t á s á v a l , a 

témakörök megvi tatásával s tb . 

A b i zo t t ság j a v a s l a t a i közö t t szerepe l t olyan k í s é r l e t elvégzése, 

amely az eddig végzett k í s é r l e t e k t a p a s z t a l a t a i a lapján o lyan t a n í t á s i 

anyag és nndszer ö s s z e á l l í t á s á t p róbá l ja k i , amely országosan bevezethe-
t ő . I l y e n i rányú k í s é r l e t v o l t Seres Béla "esztergomi k í s é r l e t e " , majd 

pedig a k ísér le tképpen bevezetet t ide ig lenes tan te rv . 
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SZÉPESSY DALINT 

MEGJEGYZÉSEK A VALÓS Elit ÍG Vi-NYÉK ITEIMl ASAI1UZ V-
CA VÉGES RENDŰ CIKLUSOKRÓL) 

k 

ABSTRACT: {Remarks on iteration of real functionn l'. J .-1 real 
valued fun el ion ft x > , defined on t he t.'loseil 
interval L a, b J , is called Herat ional basic 

function if 

Ci) fCx) is a coni i nttous ftiuct ion tit ever\r inside 
points of the interval f.a,l>J; furthermore 

fCx) is continuous on the rißht and on the 

left at point a and b respectively: 

C i i) fCx) ma(>s the interval la.b.l *>nt o itself; 

Ciii) there is no subinterval of the interval I a,b] 
yhere fCx) is a constant function; 

For 1=0,1,2,... the function f\(x), defined b\ 

f (x)*x nnd f'. (x) = l'll' Cx)] for i>t); is called l1'" 
O v ^ 1 - 1 I ' 

iterated /unction of fCx). Ji't> say a real number c 

is a fix point of fCx) of order one if fCc)~c, 
furthermore c is a fix point of or tier r if f CcO=c 
but f^Cci^c for n=l,2,..4,r-1. If c is a fix point 

of fCx) of order r, then the numbers f'Cci'—c , 
f ̂ C

1J==C
2>- • • ^c

r-jJ~c a r e also fix points of order 

r and the fix points c j ( c 2 t: fiive a cycle of 

order r. 

In some earlier papers we $ave conditions for f'(x> 

if it has no fix point of order greater than ttoo or 



four, furthermore we have studied iterational basic 

functions for tjhich t hp or tiers of ihn cycles are 

unbounded (see SZEPESSY f V 1 , 11 O ] , 111 1 , and 1121J>. 
In this paper we investigate iterational It tin i e 

functions for which we have cycles of finitel i 

^ order. 

1. Bevezetés 

Legyen f Cx) az ta,bl (a<b) zárt intervallumban 
értelmezett olyan egyértékü valós l'üggvény, amely eleget tesz 
a következő feltételeknek 

1. f(x) az adott szakasz minden belső pontjában 
folytonos a kezdő és a végpontban jobbról, illetve 
balról folytonos: 

2. f(x) az t a f b 1 intervallumot, önmagára képezi 1<M 

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, 
amelyben f'(x} = constans teljesül. 

Az fCx) függvényt iterációs alapfüggvénynek nevezzük az 
adott intervallumon. 

Az f (x) = xi f < x)"fC.v.» . f fx)"i(K.v)), ... U * t ' 7. ' * 

f p (x)=l' ̂ f r _ t ( x> J . . . függvényeket az fCx) függvény nulladik, 

első, második, . . . , n-edik (n-edrendü),. . . iterált 
függvényeinek (iteráltjainak) nevezzük. Az f r(x) (n-2,3,...) 
függvények is mind rendelkeznek az 1., 2., 3. 
tulajdonságokkal. (Ezt az összetett függvény folytonosságára 
vonatkozó tételekből teljes indukcióval könnyen 
bizonyithatjuk.) 

Teljesülnek az f (x>=f [f (x)]=f |f (\) azonosságok n m n ̂  m J m ̂  n ) 

is. Ha lc,dl (c<d) az La,bl szakasz egy részszakasza, akkor 



pontjainak első i tor a 11 j a i ÍH BRJ' pzakaß'-iL alkotnak} jrln 
t c, d 3 . A lc,d3 Kzak-ipz n-edik itt? rá.ttján a 

le, dl = lc,d3 intervallumot értjük. 
»> l • • ' - U , 

Ha f Cc)=c, akkor a c pontot az fix) függvény elsőrendű 
Fixpontjának nevezzük. Ha f Cc)»*c n—1,2.3,. . . , r—.1 esetén, de t. n 

frCc)=c; akkor a c pont az fCx) Függvény i—edrendü Fixpontja. 

Ekkor, mint ismeretes az fCc)=cl. F £c 4 j =c2 , . . . , F £cr 

pontok is páronként különböző i—edrendü fixpontok, s egy 
r-edrendü ciklust alkotnak. 

Az első i terációelmél et i rendszerező dolgozatok BAK'NA 
BÉLA-tól jelentek meg Cl ásd 11.3, 12 J, 131 és til). Azóta 
— dolgozatai kapcsán is — megnövekedőtt azok száma, akik 
iterációelméleti kutatásokat folytatnak, s egyre több eddig 
még nyitott kérdést tisztáznak. 

Előbbi dolgozatokban Cl VI,till) azt a kérdési 
vizsgáltuk, hogy milyen iterációs alapfüggvény esetén nem 
lehet a fixpontok Cciklusok) rendszámára felső korlátot adni. 
Bebizonyítottuk, hogy 

1. Ha az ta.bl szakaszban í'Cx) az 1 . , 2. , 3. 
feltételeknek eleget tesz és van két olyan diszjunkt 
részszakasz, amelyeket a függvény az egész la.bl szakaszra 
képez le, akkor van bármilyen magasrendű ciklus. Ennek a 
tételnek a feltételei csak elégségesek a tetszőleges 
magasrendű ciklus létezéséhez. Kiderült ugyanis, hogy 

2. Ha a^c<d<b és fCx) az la,bl szakaszon értelmezett 
olyan iterációs alapfüggvény, amelyre fCc)=c, fCd)=b, továbbá 
van a td,b3 szakasznak olyan részszakasza, amelyet fCx) az 
la,bl szakaszra képez le, akkor bármely Ctermészetes) n szám 
esetén van az fCx) függvénynek n—edrendü fixpontja. 



Ezeknek a tételek rick az elégséges volta miatt. kezdtük 
vizsgálni, hogy milyen iterációs alapfüggvények esetén lehet 
a ciklusok rendszámára felső korlátot adni 11101,1.1 21.). Az 
emiitett dolgozatokban az alapfüggvényre olyan további 
feltételeket adtunk meg, ameJyek mellett csupán első, másod, 
vagy rjegyedrendii fixpontok lehetnek. 

Bebizonyítottuk egyebek mellett, hogy 
3. Ha a<d<b és fCx) az fa,bl szakaszon értelmezett. olyan 

iterációs alapfüggvény, amel yre t'Ca)ea, fCd>~b, ('(b>£d é.-w 

xela,dl esetén x<fCx><b valamint I(x) a td,bl szakaszban 

monoton csökkenő, akkor az tn t szakaszban csak első és 
másodrendű fixpontok lehetnek. 
Ehhez a tételhez analóg a következő állitás 

4. Ha a<d<b és I'(x) az la,1)1 szakaszon érte I mezőt. t. olyan 
iterációs alapfüggvény, amelyre fCb)=b, fCd>=a, fCaJJ^d 
relációk teljesülnek és x<?Ld,bl esetén x>fCx>>a, továbbá fCx> 
az fa, dl szakaszban monoton csökkenő, akkor az la, 1)1 
szakaszban csak első és másodrendű fixpontok lehetnek. 

5. Ha a<d<b és fCx) az la.bl szakaszon érteimezett olyan 
iterációs alapf üggvéii3', amelyre fCa>=a, fCd)=b, f(.b>=b <d; 

f Cb>£d . d<d <bI rel aciók t.el lesülnek és a<x<d esetén 2 - i J 

x<f(x)<b, valamint fCx> a tb .dl szakaszban mnnr.it nn növekvő, 
a íd.bl -ben pedig monton csökkenő akkor az ía,M szakaszban 
legfeljebb negyedrendű fixpontok lehetnek. 

6. Legyen a<d<b és fCxi az la,bl szakaszban értelmezett 
olyan iterációs alapfüggvény, amelyre f'Cd>=a; fClO^b; í'Ca>>d* 

f2Ca)5d_1 ĵ a<d t <d j és d<x<b esetén a<f'(x)<x valamint fCx> az 

ta.dJ szakaszban monoton csökkenő, a td;a J szakaszban 
monoton növekvő. Ekkor az ta,bl szakaszban legfeljebb 
negyedrendű fixpontok lehetnek. 
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1 
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Ebben a dolgozatban azt a kérdést vizsgáljuk, bogy 
milyen iterációs alapfüggvények esetén Jehetnek további véges 
ciklusok. 

2. A yéges rendű ciklusokról 

Legyen a tü,13 szakaszban értelmezett iterácjós alapfüggvény 
az 

2x ; ha 0 X < 1 
2 

+ 3 ha 1 
2 X < 7 

1 2 

-2x + ß ; ha 7 
rz X < 3 

rr 
-x + | ; ha 3 

T 
4 X s' 11 

12 
x . 7 

- 2 + 5" ; ha J i 
11 X s i C.1 . á b r a ) 

1. ábra 



X X U 

Itt a c'=0 és c^T— pontok elsőrendű fixpontok. A 

^ 0 , ^ j szakasz bármely xfJ pontjából. kiinduló iterációs 

pontsorozatnak csak véges számú pontja van e rrzakn«ry.bai» n m n k 

megfelelően, bogy az x Q kezdőpontja a |d _ (. + j 3 » d . J 

Ci=l,^,...} szakaszok melyikébe o^ik. Ezek a szakaszok 

ugyanis egyszeresen és teljesen lefedik a ^ 0; j szakaszt: 

tehát, van olyan x̂  Cj>i) iterált pont, amely a ^ jj;í 

szakaszban esik. Ezt a szakaszt fCx> önmagára képezi le; 
vagyis x̂  minden iterált pont.ja ebben a szakaszban marad. 
Magasabbrendü fixpontok csak ebben a szakaszban léphetnek 
fel. 

Az 1. ábrán megrajzoltuk az í'2<x> iterált függvény képét, 

is a ^ jy; lj szakaszban. 

Tekintsük a c s a l C 3ö] ' illetve a lc.il szakaszban az 

f (x) = 2 

-2x + | 
—x + ff 

x * 1 

? + í í 

2x - | 
4x - f | 

ha 
ha 

ha 

ha 
ha 

í 5 > s H 
& * x 5 t 

7 * X 

n r * x 
2 

2 

1 Y7. 

< £ 

S X 

illetve 

f Cx) = 
2 

4x - 25 
r ? 

« + i 
-2x + 

— I 

ha 

ha 

ha 

ha 

c 5 X & 7 

'3 
ö 

11 
Í2 

•T 

* x * | 

5 * s u 

<, X < í 
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fügevényt iterációs alapfiiggvénynok. Mivel f ? C x :> ezeket, a 
szakaszokat önmagára képezi le és ezekben í'Cx)>c illetve 
fCxXc (x^c), ezért elsőrendűnél magasabb rendű páratlan 
rendszámú fixpontok a szóbanforgó szakaszukban, n igy n 

lj szakaszban nem léphetnek fel. 

Mivel a f2(x)-re a £ jj; c| szakaszban a bevezetőben is 

emiitett 6. tétel feltételei teljesülnek, ezért f Cx^-nok 
ebben a szakaszban legfeljebb negyedrendű fixpontjaj 
lehetnek. A tc,il szakaszban f„(x)-nelc az 5. érteiméljen 

szintén legfeljebb negyedrendű fixpontjai, lehetnek. A j ; c j 

szakaszban pl. az x^j; a íc.ll szakaszban az x2=l pont 
f CxD—nek negyedrendű, s igy fC.x5 —nek nyol.cadrendü 
fixpontjai. 

Tehát f(x) iterációs alapfüggvénynek a 10,11 szakaszban 
csak első, másod, negyed és nyolcadrendü fixpontjai lehetnek. 

Ez a példa is arra enged következtetni, hogy teljesül 
CC101 ill. T121 harmadik illetve első tételeinek^, a 
bevezetőben is emiitett 3. és 5. tét.elek következő 
általánosítása. 

TÉTEL. pp a<d<b és ftx> olyan iterációs alapfüggvény az ta,b] 
szakaszban, amelyre f(a)=a, f'Cd)=b és létezik olyan n 
Ctermészetes) szám, amelyre f , de 

2 n - ( 2 n - l > 
f (b)<d ; COSKrO teljesül, valamint a<x<d esetén 

2 l - 1 ) v ) 

x<f(x)<b és fCx) az [fCb),dl szakaszban monoton növekvő, a 
td.bl—ben pedig monoton csökkenő, akkor az ta,bl szakaszban 
legfeljebb 2n+1-rendü fixpontok lehetnek. 
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Heg;.jegyzés: amint az már ismeret.es d — m a x <;r> ; — (2n-1) x e f d, b J 
f í.vO = d , .Tzaz d a legnagyobb 
2r' ~ ~ ( 2 n " t 2 n - 0 

abszcisszaérték a Td.bl szakaszban, amelyre f Cx) 
2 n ~ 

függvény d értékű. 
-C2 n _ 1-1) 

BIZONYÍTÁS. Teljes indukcióval: n=0 esetén CtlOl 3. tétele); 
n=l esetén is CSZEI'ESSY, 1987 1. tétele); igaz a tétel 
állitása. Az n»2 esetre egy speciális példát az előzőekben 
elemeztünk. 

Tegyük fel, hogy n = k-t esetén igaz (indukciós feltevés), 
bebizonyítjuk, hogy n=k esetén is igaz a tétel állitása. 

Mivel az fa,fCb)lj CfCbXd) szakasz bármely xrj pontjának 
iteráltjai nagyobbak mint X q , ezért a szakasz bármely X 
pontjából kiinduló iterációs pontsorozatnak csak véges számú 
pontja marad ebben a szakaszban, s ez legfeljebb i, ha a 

kezdőpont a Id „. . . d . I szakaszba esik. A Id „,, ^ -ti +i) ' ~1 I V - r t + i ) 

d C i-0, 1. , 2 , . . . ) szakaszok egyszeresen és teljesen lefedik 

az Ca,fCb)3 szakaszt; van tehát olyan x^Cj>i) it.erált pont, 

amelj'ik az |Y Cb)=tbi, bj szakaszba esik. CA lefedés teljességr? 

már CSZEPESSY; 1987) bizonyítást nyert.) A Cb ,bJ szakaszt 
fCx) önmagára képezi le, vagyis x. minden iterált pontja 
ebben a szakaszban marad. Tehát magasabbrendü fixpontok is 
csak ebben a szakaszban lehetnek. , 
Tekintsük f jx)-et iterációs alapi'üggvénynek a lbi;b.l 
szakaszon. C2. ábi-a) 
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A f2(x) függvény a [b
1>tl] és a | d i , bj [d f Id.bjJ 

szakaszban monton csökkenő és egy-egy ponlban metszi az 

átlót, a |d, d tJ szakaszban monoton növekvő, ezért abban 

Jehetnek másodrendű fixpontok. 
Ma a |d, d intervallumban vannak másodrendű fixpontok, 

akkor legven e = s u p x, f (x)=x. Az f(c)=e el 
d < x < d í

 2 L J 

szakaszban az f Cx)-nek C tIt) J 1. tétel) csak elsőrendű 
2 

fixpontjai lehetnek, amelyek f(x)-nek legfeljebb másodrendű 
1 t 

fixpontjai. Az te,bl szakaszban f?Cx)-ne!c mint iterációs 
alapfüggvényneic taz indukciós feltevés következtében) 
legfeljebb 2k-rendü fixpontjai léphetnek fel, ami azt 
jelenti, hogy fCx)—nek az te.bí szakaszban legfeljebb 
2k+1-rendü fixpontjai lehetnek. 



Ezzel bebizonyítottuk, hogy az le,bl szakaszban igaz a tétel 
ál1itása. 

t v - . ] szakaszban sem lehet 2k + * — rendűnél 

magasabbrendü fixpont; mert ha c i—edrendü r>2*' J 1 fixpont. 
- á Iii i tásunkkal ellentétben akkor fCc)=ci ( tejbl) is az, 
ami az előzőek szerint lehetetlen. 

Ma a | cl, rl jj szakaszban nincs másod rondü ( i xpnut, akkor 

a ; cj és a [c,bJ szakaszokban ( c a td,bl szakaszban 

található egyetlen elsőrendű fixpont), a bizonyítás az 
előzőekhez hasonlóan végezhető el. 
Ezzel a bizonyítást befejeztük. 

Az eddigi eredmények alapján konstruálhatóak olyan 
iterációs alapfüggvények, amelyekre a fixpontok rendszáma 
felülről nem korlátos, valamint olyanok is. amelyekre a 
ciklusok rendszáma véres szám. 
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