ACTA- ACADEMIAE PAEDAGOGICAE AGRIENSIS
NOVA SERIES TOM XIX./VIIT.
1053--1056

A7 EGRI TANARKEPZO FOISKOLA TUDOMANYOS KOZLEMENYET

TANULMANYOK A FOLDRAJZTUDOMANYOK KOREBOL

EGER
1989



Szerkesztobizot Usdg:

¢
Bodndr Ldsz196, Franczia Tamds, Orbdn Sdndor, Rdikos Etella

Szerkeszto:

K155 PETER

Foszerkeszto:

VAJOH TMRC

HU 15SMH  0239-1422
[sBH 963 7752 13 7

felelds kiaddg: Szics Ldszlo

foiskolai fdigazgalo



BALOGH VIKTORIA

A ZSEBSZAMOLOGEP ALKALMAZASA AZ ALTALANUS ISKOLAT MATEMATIKAUKIATASBAN

ABSTRAKTO: (La aplikaduo de poskalkuliloj en la kadro de la malematika
instruado.) La rolo de 1a aplikado de poskalkulwasino) plialtinos
estonte en kadro de la matematika instiruado.
la kalkulmasinojn oni povas disponigi al la servo de la evouliygo
de la kalkulkapablo de la gelernantoj, Car ili 1a atendeblajn oni-
vojn de la taskoj antautaksas kaj ni certigas al tio sufican tem-
pon  por cerbe kalkuli. La gelernanto] tiel povas ctformi metodojn
por simpligi la kalkuladon. Dum la aplikado de la maginoe) it ab-
servas la sangadon de la grandeco de la nombroj kaj sekve evoulas
ilia koncepto pri numero) kaj ili povas bone orientigi en ta ama-
so} de la numero). En 1a taskosclvado] ili alingns la konseiang
rapidan kaj precizan solvojn. Tio cesigas la strecitecon kun la
solvado  de la tasko) kaj tiel 1o science agodo transioligos al 1o
planado de 1a solvometodo, kaj al la trarigardo de la finfaro de
la tasko - de la komenco gis la lasta womento.

La ekkona de la interna) ecoj de kalkuimasinod, - la ckzamenado de
unikaj .-kapabloj de masinoj helpas la konscian aplikadon de kalku-
liloj kaj ilian utiligon per maksimala plenumkapablo.

l.La kalkulma3ino) povas esti pozitivaj motivanto] ilo) de sukcese
matematiko-instruado, se ilin ne nur mekanike, - per 1a enbaladn
de la klovetoj lalisignoj - ni donas en la manojn de la gelernan-

to].
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Az ember segitdeszkozoket, gépeket hozott létre a munkdjdnak megkiny-
nyitésére, pl: az iroddkban irégeépeket - egyre Liibh tel josflmdnyre képe-
seket N haztartdsi gépeket és eszkoziket, a kdvédrlatdl a programbozha-
té mosdyépekig.

Nem nmeglepd o9z sem, hogy Gvszizadok 6la kisérletesnck a szdmoldast

megkonnyitd eszkiizokkel!

- tdbldzatokat készitettek - hatvdny, gyoktsblazatlokat, szogliggveny tab-
ldzatokat stb. - és ezek alkalmazdsdt, mindenki elfogadja, sot tantervek-
ben kiemelt az alkalmazdsuk!

A _szdmoldgépek Ose az abakusz, amelynél a pdlcikdk tosszdval tudtak sz-

szeadni és kivonni, tobbszorozni, felesztani, majd Gjabbak jelentek meg:
- a_goly6és szdmoldgépek, a scsoti - sokdig elfogadott eszkiozdk az okia-
tdsban, kereskedelemben,

- a fogaskerekekkel mikddd mechanikus gépek a 17. szdzacdban jelennek meg:
Pascal (1641-ban) majd Leibniz (1673-ban) mutatta be szdamlogopét.

Ezek a gépek a 19. szdzadban egyre clierjedtebbé vilnak, - tomeggydrtdsuk
1930-as évekre alakult.

- az elektromos asztali szdimoldgépek az 1950-es dvekben fejtadtelc ¢sombr

papirszalagokra is kifrnak adatokat, - iizletekben, hivatalokban terjednek
el. 4

- az elektronikus, tranzisztorokkal wmokddtetett szdanologdpek az 1962-cs

években robbandsszerden hdéditanak!

- a zsebszdmol dgépek palyafutadsa az 1970-71l-cs dvelben kezdodik, - egyre

tokéletesebbek, s egyre kisebb méretilkkel, mikddési élettartamukkal,
energia forrdsukkal valnak népszerdbbé. Ma mdr f{ényhatdsdra wikodd vagy
karéra méretd szdamoldgépek is mindennapi eczkdzok!

Mégis, az iskolai oktatdsban sokdig vitatott kérdés a zsebszdmnloycpek

alkalmazdsa, - féltve a tanuldk szdmoldsi készségének visszafejlodését!

A mai iskoldsgyermek -~ a jovO embere - lépten-nyomon taldlkozni fog szé-
moldogépekkel a hivatalokban, a kereskedelemben, kilonboz0 munkahelyeken,
illetve gyakran fog taldlkozni pontos és gyors szdamoldst igeényld feladat-
tal, helyzetekkel, - legyen akdr hdziasszony vagy bolti kiszolgdlo, kisi-

paros vagy termeld valamilyen munkahelyen! - A {ervezés terviiletét nem is



emlitem, hiszen ott mir a kompjuterek vildga alakul!

Hindezek mialt az iskoldmak feladata - tudomdsul venni a szamoldgcépek 1é-

1ét és megismertetni a tanuldkat a gépek kezeldsével, miximdlis lel josi-
Lokeépességeiknek felismertetésével és a legegyszerabb szamoldsi el jard-
sokkal!

( z - - . - . . ’ .
A folyamatban 1évd tantervi reform dokumentumai mdr kiemelik: Mégis sokan

aggddva szdlnak vagy vitatkoznask azon, hogy a gyermekek elfelejtenek f{ej-

ben vagy irdsban szamlni!
Vdlasz: £z nem kivetkezhet be, ha a tanar megfelelfen dtgondolva, - éppen
a szdmldsi készséy fejlesztése szolgdlatdban, megfeleld metodikdval al-

kalmazza oktatdsdban a szamoldgépet!

II.

Az dltaldncs iskolai tagouzatos matemalikai osztdlyokban 1981-es dvinl ki-

sérlelet végeztink a szebszamologdépek alkalmazidsdra. A legegysserGbly Gra-
moldgépek is alkalmasak a négy alapmivelet, a %-szdmitds, a hatvdnyozis,
esetleg a gydkvonds elvégzécére.

Meghatdroziuk a3zt a tananyagot, amelynek keretében vszldlyooként meglen-

vezhetd a zsebszamoldgép megismertetése és haszndlata. {indlld draszdmokat
nem Jelollink a zsebszdmologdpekkel vald mmkdhoz., Az adolt témdk kerelo-
ben kerilt feldolgozdsra az Gj eljdrds és a gépek alkalmazdsa az eldirt

kovetelmények elérésére.

5. osztdly

Egyszerd szamoldgépek alkalmazdsa a miveletek (+; -3 x; +; és hatvdnyo-
24s) elvégzésére, szamitdsok ellendrzésére osszeadds, kivonds és osztds,
konstanssal vald szorzds és csztds esetén.

Szdmok valahdnyadik hatvdnydnak kiszdmitdsa: a mds szamrendszerek helyi-
értékeinek meghatdrozdsa. (Szdmlds termésrzetes szdamok s tizedes toriek
kiirében.) Korrektira bhibdsan beadott adatok esectén, szdmuk pontossdga -
nyolcjegyG szamok - szdnkorbovités.



Kdvetelmeny

Tudjdk a szamoldgépet kezelni, alkalmazni egyszerd mivelelek ds mivelel-
sorok elvégzésére. Alkalmazzdk szdmitlasok ellendrzidsére a tormsszetes og
tizedestortek korében.

6. osztdly

Szdmoldgéppel negativ szdm szorzdsa, osziidsa. Lnéoz szdmk. S747a160kér-
1ék, szdzalékldh, alap kiszdmitdsa szdnoldygcppel.

Szamok reciprokértékének tizedestort alakja. Szdamoldydp pontossdga ke-
rekitett értékekkel vald szanolds.

Képletek dtrendezése - szorzatck osszege esetén.

Kdve telmény

Tudjdk a szdmoldgepet alkalmazni a szdzalékértdék, szazaléklib és alap
kiszamitdsdra; negativ szdmok szorzdsa €s osztdsa. Tudjdk a reciprokérté-
ket meghatdrozni.

7. osztdly

Hatvanyok hatvdnya szdmolodgéppel. Szdzaldkkal novell ¢s  csukkenlett
tsszeg kiszémitdsa. (sszeg szorzdsa és osztdsa; kiiltnbség szorzdsa €s
osztdsa.

Egyéb azonossdgok a szamoldgéppel; lancmiveletek, hatvanyozds osszetett
miveletekben. Konstanstdrolds! Sorgzatok elddllftdsa. Szdamtani és mértani
sorozatok osszege. Reciprokképzés kéiféle modszerrel! Lnko és 1lkkt megha-

tdrozdsa szdmoldgéppel.

Kove telmény

Alkalmazdsa a szdamoldgépnek a hatvdanyozdsndl, szdzalckkal nitvell és csik-
kentett Osszeg kiszdamitdsdra, az 0sszeg és kiilonbsiég szorzdsa, ovcztdsa

elvégzésére, egyéb azonossdgok alkalmazdsara.



Hagy szdmokkal végzett Osszeadds €s szorzds esetén tudja leolvasni a ki-

frt kerekitett frték nagysdgrendjet.

8. osztdly

L
Szanoldgép alkalmazdsa geometriai szamitdsokban. Azonossdagokndl a gép le-
hetdségeének ellendrzeésc pl: egy szdam osztdsa, szorzdea doszeqgel, kiitonb-
séggel.

Képlet atrendezések, konstanstdrolds.

Kovetelmény

Tudja alkalmazni a szdmolOggpet a geometriai szamftdsokban, az azonossd-
gok megolddsdt megfeleld ellenGrzéssel alskitsa ki, pl: osszeggel, ki-

lonbséggel vald osztds, szorzds esetén.

111.

A zsebszamoldgépbdl, ha maximdlisan azt szeretnéok "kihozni", amire kié-

pes _a gép, ahhoz meg kell tanulni a kezelését, az "én" geépem tnlajdonsd-
gait meg kell ismerni, s aszerint kell a miveletcket, miveletsorokat el-

végezni  velik! Nem elegendd kézbe odni a ydpet, és a billenytylket nyom-

kodni, =~ mert ezt barki el tudja végezni meggondoldssal a billentylzet
jelrendszere alapjdn, - hanem érteni kell, ismerni kell belsd rendszerdt

és annak negfelelden tudatosan, figyelmesen kell dolgozni a géppel!

! H
; E

1. Zsebszamologep hésznélata kozben el6fordulhatnak személyi eredetid hi-
bdk, pl: rossz adatot billentyOztiink vagy helytelen miveleti jelet. A hi-

bdk egy részét észrevesszik, mdsik részét nem. A végeredmeény szempont)d-

bél kozombos mit hibdztunk, - a szdmitds eredménye hibds lesz! Felméré-
sekkel ellendrizték a billentydk "téves" hasznalatdt, s ezek alapjdn meg-
dllapitottuk: 20-150 billentyGbenyomdsa kioziitt dtlagosan egy, vem észre-
vett hibaval dolgozhatnak az dtlagos egyének! A hibdk szdma fliyg az egyc-
ni_ adottsdgtol is, a pillanatnyi lelkidllapottdl, a szdamolodoép kezeléseé-
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nek modjatdl, a gép érzékenységétol, a munkavégzds gyorsasdgdtal sth.

Nagyon fontos tehdt a szdmf{ldsok ellendrzése, illetve a virhatd orickek

eldrebecslése! Természetesen a tandr elOzeles szdamitisa alapjdn a munka
ellendrzése mindig biztositott!

A hibds adatokat korrigdlhatjuk! A legegyszeribh gépck is rendelkesnek
ilyen tu'lajdonségokkal:

a) A billentydvel a kijelzOrendszerben lathatd adatok torolhe-
tok, - a3 gépet 43 miveletre késziti el6, C = Clear szo kezddhetije min-
dent torol!

b) A l__ﬁ] -val is lehet tordlni, de csak a miveletek ercdményét tor-
li, a beirt adatokat nem, - az B Jelre az elsO adatot visszaadja!
Ez ellendrzendd tulajdonsdga a gépnek, mert géptipusonként valtozs, -
és hiba forrdsa lehet a szdmoldsnak!

c) A billentyd is tortl, de alkalmas egy hibds adat tirldsére,
azaz a miveletsor folytathatéd az adat javilasa ulin, pl: a 178 + 346
osszeget szeretnénk szamitani, de véletlenitl 356-ot iitotliink a gépbe. A
-billentyd benyomdsdval a hibds adat Javithald! Az D -jetlel el-
lengrizni kell az eldzetesen beirt adatot, mert a gép a IQ] -billentyG
benyomdsa utdn 0 -4t jelez!

Gépenként  vidltozd  lulajdonsdg az  is, hogy miveleli jel befrdcdval vagy

anélkil folytathatd a mivelet!

Programja: 178 356 Gl [0 36 [5] 534

Kiilondsen ceélszerdnek 14tszik a billentyd szerepe, ha hosszabb
adatsor beirdsa kozben hibdzunk, 'S/, igy nem kell az egeész adatsort djra
beirni egy elhibdzott adat beilitése miatt. Hasonlodan javithatd a hibdsan
beirt maveleti jel is!

2. A zsebszdmoldgeépekkel vald munka feltételezi a vdrhaté eredmények 81-

landd _eldrebecslését €s az utdlagos ellendrzeést. A kisérletezd tagozatos

osztdlyok neveldi arrol szémoltak be, hogy a varhatd erededny "becslésce"

ugrdsszerden fejleszti a tanuldk fejszdmold képesscycét!

- fejlodik a szdmok nagysdgrend)ének vizsgdlata, azaz eérrzékelése;



- fejl6édik a miveleti tnlajdonsdgoknak, mivelelsoroknak, a mivelet sor-
rendjénck, sot dtrendezési tectmikd)jdnak ée szerepiiknek felismercse;

- fejlodik a miveleti azonossdgok alkalmazdsdanak, felismeréscnek képessé-
ge eés a miveleti azonossdgok dtirdsdnak képessége.

Mindezek vizsgdlatdra és a gondolkoddsra a gép jelenléte molivilja a ta-

nuldkat! A tandr is tudatosan adhat btleteket a konkrét feladatok kapcsdn
a kerekitésckre, a fejszdmolds el jdrdsdra.

Maguk a tandrok emlitik, hogy a "becslés", "kerekiiés", "fejszdmolds",
"azonossdgok alakuldsa" ennyire intenziv alkalmazdsa kimaradt a korabbi
gyakorlatukbol - taldn idokimélds az frdsbeli szdamolds hosszas vigzésn
miatt!

3. Ismerni kell a szdmoldgépek sajdtos tulajdunsdyait, - hogy mely terii-
leteken jelentkezhetnek eltérések? Pl:

- lizedestort adatokkal mdsként és masként bannak a geépek, a gép tipusd-

tol fiigyden! Vannak gépek, amelyek a végtelen tizedestiriek utolso helyi-
értékeén kerekitik a szdmokat, mds gépek nem! Vanmak "lebegipontos” szdbmo-
16gépek, amelyek mindig csak két tizedesjegyre kerekitett értékkel dol-
goznak! Vannak gépek, amelyek 8 belyiértéket frnak ki, de vanmnak tiz he-
tyiértekiek! Vannak gépek, amelyek a 0.3333333 szamak a 0 cgfszel kijel-
zi, mds qgépek ez .33333333 alakban frjik ki. Az elnzd 7 tizedesjegyyel,

az utdbbi B tizedesjegyyel, pedig mindketild nyolc-szdamjegyes gip!

- a_gépek "befogaddképessége" mds és mds! A legdltaldnosabb gépekbe befr-

hatd legnagyobb értékd szdm: 99 999 999 ¢és a legkisebb értckd szdm:

0.000 0001 (1 milliomnd). Ha ezekhez a szémokhoz hozzdadunk vagy tizedes-
~sel megszorozzuk, akkor "tdlcsordulds", illeltve "alulcsordulds" kovetke-
zik be. - - ’ ‘

Az "alulcsorduldst" figyelmeztetés nélkil 0-val jelzi a gép. Ez dltaldban

azonosan Jelenik meg kiilonbozo gépeknél!
A "feliilcsorduldst"” a gep jelzi,[ vagy £ jellel. (Crror = hiba) és tize-
despont jelentik meg az adatban. Ezzel az adattal nem lehet tovabb dol-

gaozni, mert a gép a billentyldk haszndlatara nem reagil, pl:

98765432 [x] 1230 [5] 1214.8148[



A gépek dttérnek a szémok pormdl alakjdval vald kijelzésre, - egyes yépek
ezt jelzik is - de helyiérték hianya miatt ccak néhdny tizedesieggyel je-
101ik!
Milyen valddi nagysdgrendd a fenti szorzat érléke?
' 8

1214.8148 ° 10 121 481 4BO 0OCO, azaz
"Szazhuszonegyezer-négyszdznyolcvanegy millié..."
108 hatvdny a gép 8 helyiértékének tntvianyalak)ja.
(A tudomdnyos céld szdnologeépek rendelkeznek a czdanmok normdlalakjdval va-

16 =z4dmolds lehetdségevel! A gépen = exponens, azaz kilevot jelo-
16 billentyG van!)

- A legegyszerGtb gépek nem rendelkeznek a "magasabb rangd" miveletek dt-

rendezo-képessegével, pl: szorzatok dsszegét hibdsan viégzi, ha a ygeép

haszndldja erre nincs figyelemmel! A mOveletldncot at kel) rendezni vagy

a részeredményeket papirra lejegynzni ¢és a3 gfpet tudalogsan kell haszndl-
ni! (Ezért javasoljuk, hogy bal kézzel kezeljik a gfpet, mert a szdmitd-
sok részeredményeinek, vagy eredményeinek bejegyzését keziinkben tartott
irdeszkozzel azonnal Jegyezni tudjuk!)

Pl: {120 © 5+ 43 ° 7 =] szorzatok Gsszege

a) 120 [x}] s [+] 43 [x] 7 (=] 4501 credmény hibde, mert a 120 és S
szorzatdhoz adott 43-at szorozza 7-tel!
A"B+C D= C(AB+C)D

b) Elore lervezve a tanulg egyszerisitheti a feladatot: ‘
43 7 600 B 901 erednény helyes; wmert a 120 © 5 = 600 szor-
zatot fejben elvégezve egyszerisitettik a feladat kiszdmitdsdat.

c) A meméridval rendelkezd gépek esetén az elsd szorzalot azbil-
lentylvel elhelyezzitk, majd a mdsodik szorat utdn E:) vagy @
billentyivel visszahivijuk ¢és hozzdadjuk a kijelzon kifrt szorzathoz.
Tekintstk most mds adatokkal a feladatot:
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[12 - 15,6 + 16 * 23,6 :]

12 (x] 15.4 (5] [H) 16 [x] 23,6 5] [7) (] (5] s62.4

d) De elofordul, hogy a memdridt mdr mds sdat taroldsdra igénybevetlik,
akkor a "képlet dtrendezését" kell alkalmazni Ugy, hogy az A'B + C'D

mivelet aritmelikailayg eyyezid legyen:

( A xB
C

A[X] 8 [5]C [ 0[x €[5 lesz a szdmlas "programja".

Mostmdr a legegyszeribb géppel, memdria nélkil is dsszegezhelok

+ 0 ) x € miveletsorral, azaz

szorzatok, pl:

12 [x] 15.4 (5] 16 [¥] 23,6 [¥] 16 [=] 562.4 az erednény megegyezik az
elozG . modszerrel kiszémitott eredménnyel!

A gépek rendelkezhetnek konstanstdrolo-képességgel. Ennek  seyflségével

tudunk  a gépekkel nidvekvd vagy csokkend sorozatokat képezni! De oz a tu-

lajdonsdg  nem  egyscCuesen  jelenik meg minden goplfpmsndl, - csért a gip

haszndlodjdnak kell megvizsgdlni a konstanstdroldképessaget!

a) Probakeént végezzik el a kivetkezd miveletet:
1/a. 13 [+ 8 [= [F] (3
8, 21, 34,...
vagy 13 [A[E & 3
13,26, 39, 52,...
Ha az [] beiitésére nincs valtozds a kijelzoregiszteren, askkor a gép
nem rendelkezik a scrozatképzés ezen tulajdonsdydval. (Itt sz elsd tag
a konstans!)

2/a. 200 (5] 25 [&] [

200, 175, 150, 125,...
Altaldban az egyszerii géptipusokndl nincs konstanstdrolds tsszeaddsra
és kivondsra nézve. (A kivonandd a konstans!)



b)

c)

d)
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De méy a szorzdsra és osztdsra nézve lehet konstanstarold képessége. A

legegyszerabb géptipusok is rendelkeznek ezzel a tulajdonsdggal!
(VAP E R A 5 N I I I
. 6, 12, 24, 48...

Az elsOnek befrt tényezGt tekinti konstansnak.

b, ] 2 [F B &0
12, 6, 3,..
Osztdsndl az osztd a konstans.
A konstanstdrold keépesség géptipustol figg, ezért ezl a kisérletel
mindig végezziik el. Pl:

SHARP EL-B80169S tipusd geép csak a szorzdsra é< oszbdsra nézve, a
FACIT-gép pedig az Osszeadds, szorzds, osztdsra nézve rendelkezik ez-
zel a tulajdonsdggal. Tobb géptipus mind.a négy alapmiiveletre nézve

konstanstdirold.
Ezt a képességet alkalmazzuk hatvinyozdsnsl, pl: Monnyi 37 e itkn?

> MO A FEEEE e

(De osszetettebb  yépek [if] fliggvénydrickkel  szawol jil ki a hal
vanyérteékeket!)

A hatvdnyazonossdgok gyakorlaséra - hatvdnyok szorzata, hdnyadosa és

hatvdnya szdmi{tdsokhoz - vdltozatos feladatok jeltlhetok.

s

Mis JjelleyG konstanstdrolo képessége is lehet a zoebszdmoloyepeknek,

pl:

1/d. Azonos tagot adunk kilonbgzd szdwmokhoz, pl: 15265 17; 3.4; ¢é< a
83-hoz szeretnénk 1985-0t hozzdadni.

Ha a gép rendelkezik ezzel a képességgel, akkor 0 [1] 198% befrisa
utdn a kijelzon megjelenik 1985. _

Ezutdn csak befrjuk az adott szdmokat és az f;] Jelre megkapjuk 1985-
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tel nagyobb értékeket!

fehat: 0 [7] 1985 [5] 1985
[+] 1526 [=] 3511
17 2002
. 3,4 1988.4
83 [5] 2068

Hasonlodan ellendrizhetd kivondsra is ez a képessdge a geépnek:

tgy adott szdmbol kiilonbozd értékek kivondisa!

2/d. A_szorzd konstanstdroldsa, - dltaldban a legegyszeribh gépeknek

is keépessége. Nagyon hasznos akkor, ha tibb szdmmal ugyanezt a szor-

zast kell elvégezni, pl: tabldzatot kell késziteni.

Mennyi a kor keriilete 1; 1.5; 2; 2.7; 3 sth. centimdter sugir ese-

tén?

A Kkir keriilet keéplet L, -
<or kerulet képlete: LEA > T

~
konstans;  valtozo drtck

A yép programja:

2 [x] 3.6 [x] 1 [E] ¢6.28
1.5 [7)
2 [
2.1 (4

SEN RN AR R

Zr/J\Cn 6.28| 9.42 ‘ 12.56 | 16.986 l 18.84\ l l

Hasaonldan felbonthatdk a geometriai szamitdsck képletei konstans €s

vdltozod értékekre. FEzzel a vizsgdldddssal tartalmilag is mélyiil a

felszin éc térfogatszamitds, s6t az inverz feladatokra is -- felszin -
vagy térfogatbol adatok wmeghatdrozdsa -- kelld ido morad.

3/d. A szdmok valahdnyad részét is hasonldan szdmol juk konstanstdro-
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ldssal!
Hennyi az 5-0d része: 795; 153403 202.125 szdnoknak?
5 [%3 5 [j 1 ezzel hiviuk eld a konstanst
795 [3]
. 15 340 [=]

202.125 [=]
Mds yép az elsO osztds utdn megdrzi az osztot konstanskent!

Matemalikai lehetetlenség jelzése is mdsképpen jelenik meg gépenként, pl.

0-valg osztdsra programozzuk a gépet!

Megjelenik az E vagy Jjel, de géptipustol fiygoen egych jelzost is lat-
hatunk:

- villogd O0-jel

-0.f

- tohb tizedespont

- a kijelzon csupa O-szamjoqy

- vagy minden fény eltdnik.
Amig a késziléken a hiba jelzése van, addig tovdbbi miveletet végozni nem
lehet. A hibajelzését csak a [E] - billentyOvel sziinlethel jik meg!
Még sorolhatdk lennének a gépek sajdtos képeaségei, a gépek helso tulaji-
donsdgai, - de ezeket tudatos baszndlal kizbhen ismorbel)ilc meg!t A gépek
kezeldi utasitdsail nagyon szlke zaviak vagy sokszor nincoentek, noem magyar

szovegiek! Igy a tanulcdkat célszerd ezekre felkésziteni.

Iv.

A zsebszdmoldgépek alkalmazdsdval a matematikai ismcretek is mélyilnek!

Segiti az osszefliggések mélyebb megértéseét, pl: a tortrész - szdzaldkér-
ték szamitds; az egész - és alap kiszamitdca; az ardny - szdzalékldb szd-
mitdsa kozott! A szdzalékkal nivelt és csokkentett értékek meghatdrozisa
leegyszerOsodik, - @ hosszas kivetkeztelési el javiast felvialt)ja a gopre

alkalmasabb szdmitdsmod!
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Az ardnyossdgl  feladatokndl segiti a "vdltozde ardnydval vald szorzde,
illetve osztds” mOveleti eljdrds megécrtécét! A raciordlis szdmok vizsgidi-
latdra sokféle alkalom kindlkozik! A gépek segitésével tobb feladat weg-
olddsa tervezbetd és az eyész feladat kimenetelét kell lervezni, hogy ne
apro, széthulld czdmitdsckkal jussunk a megolddshoz! Pl:

126 tanuldnak tdborozdsi koltsége 56700 Ft. Utdlayg jelenikezett még 10

pajtds. Mennyit fizettek be a tdborozdscért?

a) Hagyomdnyos szdmitdsok Jelennek meg a fiizelekben, széthul 16 mive letelt

56700 : 126 = 450 Ft/i0 450 ° 136
630 1350
00 2700
61200 I't

b) Az egész feladat dtgondoldsdra utald tervezés lenne sziksdéyns mdy az

irdsbeli szdmoldsndl is! Egyszer(sitdsi lehetoségel kindl!

68 900

56 700 1367 = £300 6B = 68 C 900 = 61 200 {(IL)
Pl F

63 1

c) Géppel ellendrizzék a szdmitdst - legaldbb néhdnyan!
56700 [=] 126 [X] 136 = 61 200 (Ft)

Az irdsbeli szdamoldsndl is célszerl az eydsz feladat megolddsi algoritinu-

sdnak a megtervezése! £zt a gondolkoddsmddot is a zsebszdmoldgép jelenle-

te segyiti! Egy mGveletsorral, -- esetleg memdria haszndlalt meglervezése-
vel -- célszerlli a feladatot eldkésziteni a géppel vald kiszdmildsra!

Ma mdr az osztdlyok tanuldinak B0-90 %-a rendelkezik sajdt tulajdoni
zsebszamologéppel - {gy Jelezték a kisérletezd neveldi!
Az iskoldk szertdrdba is bekeriiltek mdr zsebszdamologspek! Anndl érdelke-

seblby a [eladatok mogolddsa, minél tibhiéle géppel szdamolnale a gyerekel,



fgy van lehetdség a gépi tulajdonsdagok vizsgdlatdra (kerekfiés, szdmk
alakja stb.)!

t
Matematika oktatdsunk alapvetd célkitlzése a tantdrgy megszercttetése.

Zsebszdnologépekkel érdekes feladatok, jatékok is véyrehajthatok! Szakko-

ri kerelben, iskoldn kiviili foglalkozdscn bemutathatdk dés kozisen Zdlsz-
hatok a zsebszdamoldgdppel, pl:

1. Polindrom elgdll{tdsa

Az olyan szémok, amelyek visszalelé olvasva is ugyanazt a szamok ad)alk,
pl: 121; 323, 89196 stb.

Feladat: Keressik meg az dOsszes hdromjegyld négyzetszdam-polindromot! Hi-
nyat taldltunk? (Ezekhez a szdmkhoz konnyen eljuthatunk, ha 10 és 31 kii-
z€ ecd egész szamokat négyzetre emeljik!)

2. Szerencsés szdmok

Adott képzési szabdllyal szdmsorozatot frunk fel, s vz elvezelhet az 1-

es szdmhoz. A sorozat kiinduld eleme "szerencsdés szam”.

a) Legyen a sorozat kezdOeleme tetszésszerinti pozitiv egész szdam, ¢
minden  tovdbbi  elemét vy képezzik, hogy az eldbie GHG olan s728m)e-

gycit négyzetreemel jik és czek dsszegel vesszik, pl:

7, 49, 97, 139, 10, 1
S
16+81= 97

Ha azt tapasztal juk, hogy a sorozal néhdny lépés uldn eléri az l-et -

a kezdd szdamt pl: a 7-est "szerencsés szdmak" nevezziik.

b) Induljurk ki a 9-es szdmbdl! Az eldbbi képzési mdddal dllitsuk eld a
sorozatot!
(Megfigyelhetd, hogy 8 elemi ciklus kelelkezik, melynck elowei:s 37,
58, B9, 145, 42, 20, 4, 16 és megismétladdent) fgy a 9-es nem szeren-

csés!
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c) Vdlasszuk kiinduld elemnek a kivetkezd szdmokat: &, 8, 13, 19, 21, 23,
30.
Melyek szerencsés szdmok? A nem szerencsés szdmok 8 elemd ciklusaiban
szerepld  elemeket hasontitsuk dssze o 9-cel kesdoditt sorozal B oelond
ciklusdval! (Ugyanezek a szdmok, csak mds és mds a ciklus elsd eleme!)

d) Vdlasszuk ki az S0< x = 100 szamok kiiziil a szerencsés szdmokat! (Ha
pontos a sorozatképzés, 9 ilyen szdm van!) Tovdbbi vizsygdlatokat érde-
mes  végezni a  szerencsds szdamokral, pl: voglelen sok szerencosds szdm

van sib.

3. Hdromjegyd szdmok pdlusa: 495

Tetszésszerinti hdromjegyd szdmbol indulunk ki, melynek minden szdmjeygye
kiilonbozd. Legyen ez pl: 326. Ebbdl a legkisebb és leanagyobb hdromiegyd
szamot d111tsuk eld és szdmitsuk ki a kiilonbseégiket!

632 - 236 = 396 A kapott kiildnbséghol is képrzzikk a legnanyobb 6o
265 - 369 = 594 legkisebb szdmok kiilénbségét és folyltassuk tovdbhb!
954 - 459 = [495

A 495-b01 mdr djabb legnagyobb és legkisebb szdm kiilonbsdge nem kdépezhe-
t5, itt megdllt a szdmitds!

Feladat: 16bb  hdromjegyd  szdam hasonld vizagdlata outdn indokol julc, minrt
vezet el mindig a képzett legnagyobb és legkisebb szidmok kiitinhsége a
495-8s szamhoz - vagyis miért 495 a "polusa™ a hiromjegy( szdamoknak?
(Figyeljiik meg: az elsd kapott kiilonbségben a kizépsd szam 9-es; az elsod
es utolsd szamjegyek Gsszege 9!)

s

4. 13-mal, 1ll-gyel és 7-tel oszihato szdmok

Barmelyik abcabc alaku hdromjegyd szam oszthatd 13-mal, ll-gyel és 7-tel!
Miért? Irjunk a gépbe tetszdoleges hdromjegyd szdmot és ugyanazt a hdrom-
szamot irjuk mellé. Az 1igy nyert 6-jegyld szdmot osszuk el egymds utédn
13-mal, il-gyel és 7-tel!
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pl: 422422[%) 13 11 [H7 [5) 422
Azért mecl 13 11 7 [F] 1001

és 422 [x] 1001 [5] 422422

5. Jalék szamokkal

a) Hdromjegyl, azonos szdamjegy( szamok ndgyzelét miért szdmithatjuk ki az
aldbbi midon? (Prabdljuk ki mids szdmokra ts!)
1777 = 7
777
17777
86247 © 7 = 603729

b) Vizsgdljuk és igazol juk, hogy a szorzds tényezoiben ¢s a szorzatban az

1, 2, 3..., 9 szédmjegyek vannak!

1738 ° 4 = 6952
198 ° 27 = 5346
483 12 = 5769

Keresstink tovdbbi - hasonld tulajdonsdgd szorzalokat.

c) Igazol juk, hogy a (10 a+b)(10°c+d) szorzatdndl érvényes az aldbbi

egyenl soseég!
12 ° 42 = 21 24 A tényezOkben a szdm)egyeket felcse-
137 62 = 31 "2 réltiik a szorzat megis egyenld! .

24 7 63 = 42 " 36

6. Kedvenc szdm
Ha valakinek van '"kedvenc" szdmjegye, annak towmeges elddllildsdra iihb
midszer lehetséges, - €s megkaphatja a "kedvenc" szdnjegydt a szdamoldysp
kijelzGjének minden helyiértékén!
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a) 12345679-et szorozzunk meg a kedvenc szdm 9-szeresével!

12345679 {x] 5[2]9 [=] 55555555

kedvenc

1

A szorzanddbOl csak a 0 és B-as hidnyzik!

A szorzds sorrendje fontos!

b) 15873 [X] 7 K [z} KKKKKK

K = Kevenc szdm

Allitsunk eld mds midszerekkel is kedvenc szamot. Indokol juk az el6dl-

11tds mod’4at!

7. Szavak irdsa szdmoldgéppel

A szamoloyép szdmjegyei betiket képeznek, ha yepet "ie)jjel lefelé" tart-

Juk.

A szdveget mindig
0L —= 1702

az ulolso betGvel kezd )ik
SZEL] ——— 17325

Mi volt a vildg gazdasdyi vdlsdganak oka?
71077345  szamrol leolvashato!

S

= p-betinck olvashaltaol

1

beirni, pl:

Tovdbbi jdatékos feladatok oldhatdk meg a zsebszdanoldyéppel (Usdkdny An-
tal: Mit tud a zsebszamoldyép? Miszaki Kiadd 1981)

- "Megoldatlan probléma" - egy adott

szabdllyal képzetl sorozat valahi-

nyadik elemétol 4, 2, 1 elemek ismeétlGdése kivetkzeik.



- "Szdmok _generdldsa" véletlenszevien szanmoldgeoppel, pl: kockadolbis -

lyettesitésére. (De akdr 4-jeyyl szdmok is generalbatok!)

= "Nap ldr-gzdmi tds” Adotl ditum milyen oapra csik pl: 1900 mdrcios 1. -
2000. februar 28. kozdtt.

- Vetélkedd jdickok: dgyességi jdatékok pl: "A zérus a cél™, "Vayy-vayy"
sth.
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KRYSTYNA BIALEK AND ALEKSANDER GRYTCZUK

SOME REMARKS ON CERTAIN DIOPHANTINE EQUATIONS

ABSTRA(QT: The paper gives resulis on the solutions of the

equations

aox"+a1x""1y+...+any“=m, xP+ yPm 2?2 |
a4 1,1 ,1 5.1 ,1,1
nTxtytz end D=t

where m,n are integers and p (>3) ig a prime.

1. Introduction

In this paper we give some remarks concerning the
following problemens:
i° Let pn(x,y) denctes the form of degree n23 and let m € 2
then the equation
1.1 p“(x,y)=m
has N_Sn so called regular solutions in <x,y> « 2%
2° It (x,yd>=1 and pd>3 is a prime and the equntion
€1.2> v xP + yP = 22
has a solution in integers x,y,z then

plz or pletz),

where ¢ denotes the Euler function.

3° Let
a4 1,2 ,1
1.3 - n =t y +=z
and N ’ ‘ ’
3 -1 ,1 4,1
1.4 a =% y + 32
Erdoés and Straus conjectured, that the equatiion 1.3

has a positive soluticn in integers x,y,z for every natural

number n 2 2 (see [41, Open problems, p.58 ; No 18).

>

Similar conjecture was posed by Sierpinski (see (4], Open



problems, p.58, No 19> for the equation (1.4).

We give explicit form of solutions of (1.3) for
n=dk, A4dk+2, 4k+3, B8k+5; k=1,2,... and for n=4k, 4Qk+2,
4k+3; k=1,2,... of the equation (1.4),

L

2. Regular solutiong of the egquation pn(x,y)=m.

J.H.Evertse (2] proved that if

2.1> N = card { <x,y> & 22 v, (x,yd)=m } R

where nz3, »pn(x,i) is a polynomial, which has three

district roots and t=w(|m{d, where wC(|m|) denotes the number
of distinct prime divisors of|m| , then

15[[g]+1]2 2 (5]t

2.2 N = n 7 + 6°7

"An  improvement of (2.2) was given by E.Bombieri and
V.M. Schmidt [1]. Let F(x,y) &€ 2{x,y] be an irfﬂducihlﬂ form

of degres n23 and let N — be the number of solutions of the

equation
2.3> pn(x,y) = m
in integers x,y such that (x,y>=1 , then
2.4 N < ¢ nttt
n, m 1
where G is an absolute constant. If n > C2 , then
€2.5)5 » N < 218 n'*!
n, m

wvhere <dx,y>= <{-x,-y> .

In this part we consider so called regular solutions of

€2.3>.

Let ?,.(x,y> € 2Ix,y] and n23, and let

2.6 e, (x,y) = aox“+a1x“"y+ cov #a Yy = m
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Let d=[aﬂ,a1, e ah], {mi>L, m + d and suppose that (2.6

has at least two solutions. Let

2.7 <x,,y,> « 2%, k=1,2,...

denote the sequence of solutions of (2.6). The sequence

C2.7> &ill be called regular 1if

kt ) yt.
Cad for every 1<k, det = 0
X+ Yy

X, Y.
(b> for every 1<k, m , det LT =1 .
x Y,

¥We prove the following theorem:

THEOREH 1. Let N1 denote the number of regular solutions of

€2.6> and let |mi>1 , wmid, where d=[a0,a1, N an]. Then

2.8> N’ S n.

FEOOF. Suppose that the equation (2.6) haws N1 > n regular

solutions

X ,¥,2, $x,,¥,2, .., Cx
then from (2.6) we get

n+1’ynt1>’

-

n n-1 n
+ + .. + o2
apXgta Xy Yyt .Yy m
n n-1 n
. k + + ... + = m
L €2.9> _ a x,%a x, 'y, ay,
Lo \
n en-1 ) n
+ + oot = m
. aoxﬁ45 alxn4lyh41 anyn‘t

The fundamental determinant of the system (2.9> has the form
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n n-4
x" x‘ y" » yl
n n—-1 n
2.10> A = Xor Xy ¥Yas ees Y,
. s e & . . LI e e e s 8 -
n n-1 n
¢ Xpnet? nttYnegr * 0 Vet

It is easy to see that from (2.10)

c2.11) A = l l [ykxt - xkyt] =

1si<ksn+1

x. , V.
L L
l l det [xk , yk]
1s1<ksn+1

follows. Thus by (2,112 and Cad) it follows that AmD
therefore by Crammer’s ruele we obtain
m - A; m e A; m c A

(2,125 a, = —g——— , a8, W —xp—= ,...,a =

Since a €Z, from (2.12) we have

2.13 Alm'A{ for every i=1,2,...,n+1.
XYy

But. (m,Ad)=1, since from (b) m , det = 1
0 '124"

from (2.13) we get
2.14> AlA{ for every i=1,2,...,n+i.
Thus by (2.14)> and €2.12) it follows
A} A; A’
a=m-—7x= , a®=sm-—735, ..., a=m—x=
where

A2
- €2 for every 1i=1,2,...,n+i,

n+t

and

and
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and therefore mlaj for j=0,1,...,n. Since d = (?o’ax’

cea, an], thus dlaj and therefore m|d . It contradicts to

our conditions |m|>1 and mi{d so the proof is complete.
We remark that by eimilar method we can prove
well—Kpown Lagrange’s theorem concerning the number
solutions of the congruence
£Cx>=0 Cmod pd,
where f e 2Ix]1 and p is a prime Ccomp.(31).

3. On _the equation xP + yP = z?

In 1977 Q. Ter janian [8] proved that if the equation
»2P 4 y2p = 2P

»
where p is odd, has a solution in integers x,y,z , then

2pix or 2ply

the
of

In 1981 A.Rotkiewicz [5) improved this result showing

that if x2P + y2P = 22P hag a solution in integers x,y,=z,

where p is and odd prime, then 8p°|x or 8p°|y

In 1982 A.Rotkiewicz (6] obtained that if (x,yd>=1

and p>3 i=s a prime and plz and 24z or piz and 2|z

then the equation

3.1> xP + yP = z?
. has no solution in inteqers X,¥Y,Z .

For other results see also [71.

In this part we prove the following theorem:
THEOREM 2. Suppose that (x,y)=1 and p>3 is a prime. If
equation (3.1)> has a solution in integers x,y,z , then
3.2> plz or pletzd ,

wvhere ¢ denotes the Euler function.

»

the
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FROOF. First, we prove that if ((x,y)=1, ndm and

€3.3) x" o+ " x™ - y™,

tL.hiesn

€3.4) njlm.,

Since m > n Lhus m = nq + r , where O0Srdn. Wr consider

two cases:
i q iz an odd number,
ciid q is an even number.

In the case (i> , we have

€3.5) x"-y" =

= x" [xn+yn] (xn(q—i)_xntq—ziy_._' . ‘_yh(q-!)]_ynq [xr+yr].

Since [x" + y" y'“!] = 1 thus from €(3.3) and (3.5) we get

(3.6> x" + y" x" + y",

which ig impossible if r>0. Thus r=0 and therefore n|m.

In case (ii) we have g = 2% q* , where 2,q*d=1 | o1

and therefore for m=n2%qg' +r, O0srdn wa get

. 20 2« 2@

€3.7) xM—yMe=x"” (an ] -[y“q ] + [y“q ] [x'~y'].
Since

2¢ 2%
X"y Xt [an‘] _[}nq')

< thus by assumption (3.3) and (3.7) we obtain o
S . s ~ o ' S ~ -

xn_’_ynlxr_yr’
and similarly as above it is impossible if r>0. Thus r=0 and

nim follows. Since (x,y>=1 ,

3.8 [X.XH+Y“]=1 and [y,x"+y“]=1
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and therefore from Euler’s theorem we have

6] Ly
3.9 x =1 [mod{x“+y"]]
and

so[x“+y“] :
¢3.10>. y =1 [mod [x“+y"]].

From (3.9) and (3.10) we get
™ » n n
oy o[xnen)
3.11> x"+y" xp[ -y .

By ¢3.3> , (3.44) it follows that

3.12> nltoe [x“+y“].

If the equation (3.1) has a solution in integers X,Y,%
such that (x,y>=1 | then
€3.13> » [xP+yP] = p [22].

From {(3.13> and (3.12) we get
2
3.14) p I P [z J.

It is easy to see that ¢ [?2] =z pCz) for arbitrary

fixed integer z, therefore we get
plz or pileizd

~and the proof is finished.

4. On _a conjecture of Erddg — Straus and Sierpinski.

In this part we prove two theorems.

THEOREM 3. The equation



4.1> a.1,41,
n X y

N

has a solution in pogitive integers x,y,z for every n=dk,

Adk+2, dk+3, 8k+5, where k=1,2,...

The proof follows from the following identities:

4
1_ ., i + 1
K+¥2 174'T3 D) KA

1 1 1
2 Y OO Y UGS ORTY

i_ 4 i + 1
k+2 Ck+1HCk+2) C+15C3k+3)

- 1 1 1
SIS * WFS OGSy STy

THEOREM 4. The equation

4.2 %:%‘.4-.1);.4.;_

hag a solution in positive integers x,y,z for every n=4l,
Adle+2, Ak+3, where k=1,2,...

The proof follows from the following identities:
5 . 1 4, .1, 1
Ak k+1 ak 7 KTk 15
5 . .4 + 1 + 1
Jk¥32 k+1 2RI [4 T SIPATI )

5 o4, .1 . 1
Jk+3 k1T 7 dk¥3 T kA AR+ 3y
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CSERVENYAK JANOS

EGY KUZEPESKOLAT GEOMETRIAL KISERLET USSZEFOGLALASA. 11, RESZ.
L

A TASOMLOSAGE TRANSZFORMACIOK. A VEKTOROK FELBONIASGA.

A TRIGONUME TRIKUS FUGGVENYEK.

ABSTRACT: (A geometric experiment made in secondary school, 2id part.
Similarity transformations. Breaking up of vectours. Trigonometrical
functions) This article is the second part of a summary written on
a secondary school experiment. As no summary was written on lhe
first part it 1is necessary to say some words about it. We dealt
with the axial reflecting and with its constituents the other
congruentity transformations. Then with the heip of  these ve
examined the features of geonmetiric formations. Finafly vwe explained
the vector as the sum total of the derivalional arrows of shifting,
and the possible operations as well. We cxamine ithe malerial of the
second vyear in this article. We explained the central clongation,
the similarilty transformation as the product of wultiplication of
the congruentity and central elongation, and we examined the
characteristic features of the formations as well. We generally
examinded the circular functions by the help of the coordinates of
the vectors. ‘ A
We thought it was important to give the citeular functions of the
negative, the  «t 180%, the 180° -~ and the 90°- « angles as
easily as possible by the help of the congruentity transformations.

A kozépiskolai geometria II. osztdlyos tananyagdnak tdrgyaldsat a
cimben fel nem tintetett Pythagoras tétellel kezdlik. Felhivluk a figyel-
met arra, hogy a tanév sordn a derékszog( hdromszogek vizsgdlata kiozép-
ponti kérdés lesz.



A Pythagoras-tétel bizony{tdisdt két egybevango ndgyzet kiilinbiizd dara-
botdadval  bizonyftotluk, A télel meglorditdsdt is kimondlale, s a hdrom-
szogek egybevdgdsdgdt felhaszndla bizony{toltuk is. Részben gyakorlés
céljdbal, részben pedig, bogy ne kell jen orokké Ldbldzatl utdn nydlni a
négyzet gldala és atldja, valamint a szabdlyos hdromszidg oldala és magas-
sdga kozotti kapcsolatot rigzitettiik. KésObb ez igen sok haszonnal jart.
Nem kotelezd tananyagként, inkdbb csak gyakorldsként meghatdroziuk a ha-
romszog oldalaibdl a hdromszdg magassdgait és a tertaiiletét is.

A hasonldsagi transzformdciok

A sik nmagdra torténd djasbb leképezésének eldkészilése cél jabdl az
aldbbi tételeket igazoltuk:

1. Egy szog szdrai t metszd 9, és g9, parhuzamos egyenesek €s azok el-
toldssal nyertgt g'l €s 9'2 képei 8 szdg ugyanazon szdraibdl
egyenld szakaszokat metszenek ki. Az 411{tds igazoldsa az eltolds tu-
lajdonsdgainak felhaszndldsdval tortént. Ha pl: a Ql~0t a szin coti-
csdra illesztettiik és olyan eltolédst alkalmaztunk, amoly gl-ut Uy-
be vitte -- s ezt véges sokszor alkalmaztuk -- skkor szakasz egyenld
és ardnyos részekre torténd osztdsdra nyertiink el jdrdst.

2. Ha egy szOg szdrait parhuzamos egyenespdrokkal metssziik, akkor az
egyik szdron keletkezett szakaszok ardnya egyenld a misik szdron ke-
letkezo megfeleld szakaszok ardnydval. (Pdrhuzams szeltk tétele).

A bizonyitdsnal leszogeztik, hogy elegendd az 411itdst két pdrhuzamos
egyenesparra elvégezni. A bizony{tdst egyébként a minden szakember &1-
tal jol ismert modon végeztiik. Csak a bizony{tds utolso gondolatdnal
kellett elfogadhatd indokldst taldlni. Természetesen néhdny lépés utdn
elkészitettik két-két szakasz ardnya kiilonbségének abszolutérteékét,
amirdl kidertilt, hogy %.—nél kisebb. Itt azt mondiuk, hogy n minden
hatdaron tul vald ndvelésével akdrmilyen kicsiny %»szﬁmuk Jonnok 1éi-
re, amelyeknél kisebb nem negat{v szdm csak a tulla lehet.
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fgy addédott a két-két megfeleld szakasz ardnydnak egyenldsége, illetve a
tételben kimondott &11itds.

A tétel egyszerGbb alakban torténd kimonddsdt segftette az, hogy ré-
Jottink, ha az egyik egyenest a sziig esicsdra illeszt)iik ¢s a kél parbol
egyet-egyet egybeesdnek vdlasztunk, akkor a bizonyftdsban szerepld két
pérhuzaﬁos egyenespdr helyett két pdrhuzamos egyenest is mondhatunk.
Vagyis, ha egy sz0g szdrait két pdirhuzamos egyenessel metssziik, akkor az
egyik szdron keletkezett szakaszok ardnya a mdsik szdron keletkezett meg-
feleld szakaszok ardnydval egyenia. Ekkor az fgy kimondott télel megloc-
ditdsat konnyG volt meygfogalmazni (3. tétel). A bizonyftdst indirekt
médszerrel a legegyszer(bb esetben el is végeztik, a tobbi esetet
szorgalmi feladatnak megjelidlve bLeszéltik mey az  Grdeklodokkel drdn
kiviil.

A témakir 4. 4d11itdsa a kovetkezl volt. Ha egy szbg szdrait parhuza-
mos egyenesekkel metssziik, akkor a parhuzamosokbdl a szdrak kozé esd sza-
kaszok ardnya egyenld a parhuzamos egyeneseknek a szig szaraibol kimet-
szett megfeleld szakaszainak ardnydval.

Gyakorldsul és g8sszefoglaldsul eygy sziy szdrait két parhuzamos
egyenessel metszettink és tanulmdnyoztuk a felirhaté ardnyokat. Itt
foglalkoztunk azzal a tétellel, hogy a hiromszog belsd szogfeleldje a
szemktzti oldalt s szoget bezdrd két oldaldnak ardnydban osztja ketté.

Az itt felvdzolt anyag utdn értelmeztiik a centrdlis nyijtast, mint a

siknak azt az Ommagdra toriénd leképezésdt, amelynél eyy 0 pont fixpont,
6s a sik tetszileges 0-tdl kiilonbozd P pontjdhoz azt a P' pontjit rendeli
az 0P félegyenesen, amelyre OP' =m ° OP, ahol m > 0 valds szém. Sz61~
tunk itt & kicsiny{tésrdl, a nagyitdsrél, és alkalom nyilt a transzforma-
cid, dz azonos leképezés, valamint az invarians egyenes fogalmdnak mélyf-
tésére. Beldttuk, hogy egyénéstarthés hogy ha egy egyenes nem illeszke-
dik az 0 pontra, skkor a képével pdrhuzamos az egyenes.

Megmutatiuk, hogy a centrdlis nydjtdst a centruma és egy megfeleld
pontjdra egyértelmien meghatdrozta. (Abban az esetben is, amelyben a
tetszoleges pont illeszkedik a centrum és a megfeleld pontpdr egyenesé-
re.) Kimutattuk a centrdlis nyijtds szoglartd ¢s ardnylarto tulajdonsigdt
s megmutattuk azt is, hogy ha sz AB szakasz pdrhuzamos €s egyirdnyd az
A'B' szakasszal, akkor létezik olyan centrdlis hydjtés, anely eyyik sza-
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kaszt a mdsikba viszi, tovdbbd ha AB = A'B' is fenndll, akkor eltolss
viszi a4t egyik szakaszt a mdsikba.

Foglalkoztunk kor centralis nyujtdssal nyert képével (kor), s centrd-
lis nydjtdsok szorzataval is (centrdlis nyijtds vagy eltolds).

Az elmondott gl1l{tdsokat a centrdlis nyijtdst meyelzd tételek segit-
ségével mind bizonyitottuk.

A kivetkezd fejezetben értelmeztik a hasonldsdgi transzformdciot.
A sik minden olyan Gninagdra iorténd leképezését, amely egybevdgdsdguk és
centrdlis nytijidsok dsszetdtelébol 411 bosonldssgl Iekdpezdsneke vagy ha-
sonldsdgnak neveziik.

Ez az értelmezés azért is bizonyult szerencsésnek, mert a tanuldk az
egybevagnisdg és a centrdlis nyditds koziis tulajdonsidgait felidéztek és
elddlltak a hasonldsdg tulajdonsigai.

Ezek: 1. A hasonldsdg transzformdcid, van inverze és az is hasnnidsidg.

2. Egyenes képe egyenes, félegyenes képe {élegyenes, szakasz képe

szakasz.

3. Ardnytarto.

4. Szobgtarto.

5. Parhuzamos eqgyenesek képel pdrhuzamosak.

6. Hasonldsdagok Osszetétele is hasonldsdy.
Nem volt nehéz beldtni, hogy az egybevdgdsdgok, a centrdlis nyidjtdsok
mind hasonldsdgok, 5 a hasonldsdgok halmaza tartalwazza az aronos Iekdpe-
zést (ha az egybevdgdsdg €s a centrdlis nydjtds is azonossdy). Ha az egy-
bevagdsdg centrdlis tikrozés, 5 a centrdlis nyldjtds szorzatdt negativ
tényezdid fixponttal rendelkezd (fixpont a centrum) hasonldsdgi- leképe-

zésnek nevezzik.

Gondot forditottunk a hasonldsdg és az alakzatok hasonldsdga (reldci-
6) feltind megkiilonbdztetésére. Két geometriai alaskzatot akkor neveztiink
hasonldnak, ha 1étezik olyan hasonldsdgi leképezés, amely egyiket a md-
sikba viszi.

Ezek utédn hasonld alakzatok tulajdonsdgaival foglalkoztunk, majid ki-
rok, négyzetek, téglalapok, hiromsztigek hasonldsdgdt vizsgdltuk. Megmu-
tattuk, hogy az adott feltételek mellett 1étezik olyan hasonldssgi leké-
pezés, amely egyik alakzatot a mdsikba Atviszi. A hdromsziogek esetét kii-
16nds gonddal kezeltik, akdr az egybevdgdsdgndl. Ugy érzékeltiik, hogy a
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haromszogek egybevdgisdga, illetve hasonldsdga konkrél tartalmat nyert
minden koradbbi tdrgyaldsmdddal szemben. Csak példaként mutatunk be egy
bizonyitast a hdromsziogek hasonldsdgdnak négy alapesetébol cgyet.

Télel: Két hdromszig hasonld, ha kél-két oldaluk ardnya és az ezek dltal
bezart egy-egy szogik egyenld.

Bizony{tds: Legyen €yiCy = bz’hl és o e Az l\1 cent-
rumi m = Cp:Cy ( = b?’“l) Lnyezd )G centrdlis nvtijlis az A]HIII1
hdromszoget olyan ABBBCB hdromszogekre viszi, amelynek oldalai

CB=(C2:C]_)'CL=C2; t)}:(bz:bl)‘bl:bz; o, B o

.

Az ABB}C} hdromszdg egybevdgd az A282C2 hiromsztiggel, tehdt

van olyan egybevdgdsdg, amely az A38}C} haromszoget az AZBZCZ
haromszogbe viszi. A centrdlis nyljtds és egybevdgosdy osszetételeébhol dl-
16 hasonldsdgi leképezés az Alelcl hdromszoget az A282C2 hi-

romszogbe viszi, tehdt hasonldk.

Minden tovdbbi esetben megalkottuk a hasonldsdgi leképezéscket, ame-
lyeket a tanulodk kiilondsebb probléma nélkil magukévd tettek.

A transzformdcids szemlélet elOnye itt is [ényesen negmutatkozolt,

A hdromszogek hasonldsdgdnak felhaszndldsdval bizonyftottuk a derdkszogh
hiromszogekre a magassdg-; ¢és befogdtételt és Pythagnras tételét, majd
tsszehasonlitottuk a szdmtani és mértani kbzepet, 2 magassdq-; és befogo-
tétel lehetdséget adott irraciondlis szém bosszisdgi szakasz szerkeszité-
sére. ™

A hasonldsdgot felhaszndltuk a haromszog sulyvonalaira vonatkozd té—
tel bizonyitdsira, majd hasonlé SdLszbgek keriletének és teriiletének
ardnysdt is megvizsgdltuk.

A térszemlélet fejlesztése érdekében a térbeli egybevdgosdgi transz-
formdcick sorat bovitettilkk a térbeli forgdssal és pontra vonatkozd tiikro-
zéssel, majd értelmeztik a térbeli centrdlis nydjtdst. A tér minden olyan
onmagdra torténg leképezdsét, amely térbeli cgybevigdsigok ds Lérbeli
centrdlis nyujtdsok oOsszetételébol 411 eld, térbeli hasonlosdgi leképe-
zésnek neveztik.
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Ertelmeztik a térbeli alakzatok hasonldsdgat is (hasonldan a sikbeli-
hez) és vizsgdltuk a testek felszinének, térfogatanak ardnydtl, végiil be-
bizonyitottuk, hogy a gdila alaplapjdval pdrhuzamos sikmelszeteinek terii-
letei dgy ardnylanak egymdshoz, mint cstdcslol mérl tdvoisdyaik négyeze-
tei.

Bizorllyitottuk, hogy minden kocka, minden gtmb hasonld és minden olyan
téglatest hasonld, amelyek negfeleld élpdrjainak ardnya egyenld.

Vektorok felbontdsa

A tovabbiakban is arra torekedtiink, hogy az 4j ismervetek kizlését té-
telek formdjdban végezzik el és lehetOley bizonyftsunk. Ckkor mdr
jelentkezett is a bizony{tdsi igeny, igaz inkabb a jobb tanulok esetében.
Ez azonban a tovabbtanulni szdndékozdk szempontjdbol oridsi pozitfvum.

Bebizonyitotiuk, hogy ha az a és b vektorok nem kollinedrissk, akkor
bdrmely sz a és b vektorokkal nem komplandris v vektor egyértelmien &1-
lithatd eld az a és b vektor segitségével v = .a + ¢+ b alakboan, ahol
w85 {}valds szamok. Ezt dgy is kifejeztik, hogy v elddllithald az a és

b linedris kombindcidjaként. Beldtiuk azt is, hogy ha az a, b és c vek-

torokra az «a + ¢¢b + ypc = 0411 femm, shol «~ , ;¢ és , nem
mind nullsk, sikkor az a, b, c vektorok komplandrisak.
Igazoltuk még, hogy a tér bdrmely vekinra egyértelsden Atifithald 16

a nem komplandris a, b, ¢ vektorok linedris kominacidjakeéntl. Beszéltiink

az egymdstdl linedrisan figgl és figgetlen vektorokrol. A tér két 3 és b

vektordt linedrisan figgdnek nevezzik, ha .« 3 + ;1L = 0, linedrisan
figgetlen, ha «a + b = 0, Persze ebb6l az is kbvetkezik, hogy a

tér bdrmely két kollinedris vektora egymdstol linedrisan figgd, s két nem
kollinedris vektora egymdstdél 'iineériéan figgetlen.

A tér a, b, ¢ vektorhdrmasdt linedrisan fiiggonek nevezziik, ha
xa+ b+ 7c =0, linedrisan fiiggetlennek, ha ~a + b+ ;¢ = 0.
Ebbol kiovetkezik, hogy a tér bdrmely komplandris vektorhdrmasa egymdsidl
linedrisan fliggd, nem komplandris vektorhdarmasa linedrisan figgetlen, s
barmely vektornégyese egymdstdl linedrisan fiiyyd.
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A vektorok koordindtdi

Mivel a komplandris vektorok egy sikbell reprezentdnsaikkal megarha-
tok, sikbeli vektoroknak neveztiik azokat.

A tovdbbiakban tekintettiik a sik két nem kollinedris e, es e,, a
tér harom nem komplandris e , o €s ¢ veklordt. ezeket alapvekto-
roknak (bdzisvektoroknak) neveztiik.

Ekkor a sik a, illetve a tér b vektora egyértelmien dl1{thats clo

a=x.o, vy, illetve b = Xeo b yen, ¢+ z.fé,n]nkhnn, ahol
X, Yy, Zz valos szamok,

Az elodllitasban szerepld x, y, z szdmokat a vektor koordindtdinak
neveztiik az alapvektorokra nézve.

A vektor végtelen sok elemd halmaz, tetszdleges pontbdl induld repre-
sentdnsdval megadhatad.

Ha a koordindtarendszer origdjat vdlaszijuk a veklorok kesdopont jé-
nak, helyvektorokrdl beszéliink. Megalkottuk a Descartes—féle koordinata-
rendszer {ogalmat, és felvettink alapvektoroknak a tenyclyek egységpont-
Jaiba mutatd helyvektorokat. Ezek utdn barmely pontba mutaté helyvektor
elddliithatd a  hdrom alapvektor (sikban két alapvektor) linedris
kombindcidjaként, s megdllapilottuk, vektor koordindtdi o helyvektor
végpont janak koordindtdival egyenlok.

Ezek alapjdn a vektor hossza mint egy téglatest (Léglalap) GL16)anok
hosszaként adodott. Ezek utdn a kvordindgtdkkal adoll velklovokkal végzett
miveletekre megfogalmazott tételek bizonyitdsa szinte 6ndlld munkdval
tortént. A bizony{tdsi igény a lanulok zdméndl ekkor mir felldwadt.

A két pont tavolsdgdra vonatiozd osszefiiggés, a szakasz adott ardny-

-ban  lortend .felosztdsa valamint két vektor eyydlldsdsdyga szikséges €s
elégséges feltételének megfcgalmazésb és bizonyftdsa semmilyen nehézseget
nem Jelentett.

A trigonometridbdl a szogfiiggvények értelmezését végeztlik el. Az
irdnyszoglh egységhelyvektor koordindtdit, illetve azok megleleld hanyado-
sait neveztik az ¢ s5z0g cosinusdnak, sinusdnak, tangensénck, illetve
cotangensének.

Mivel a helyvektor koordindtdi a végpont koordindtdval egyenlok,
el0szor az eldjeiek meghatdrozasdt végeztik el, majd mivel a vektor fel-



bontdsa egyértelmd, értelmeztiik a négy szogliggvényt, lgyelve arra, hogy
pontosan adjuk meg azok értelmezési tartomdnydt. Miutdn feliswerték a ta-
nuldk a periodicitdst, meghatdroztuk a 300, ASD, 60°-0s szogek
szogfiggvényértékeit, egy kozelfld grafikonl kész{lebliink mind a négy
fiiggvényhez.

Azonos léptékeket haszndlunk a négy figgvény grafikonjdnak készitésé-
re, egyiittes szemlélése segitett az alapvetd Osszefiiyygések riogzitésdében.
A negativ szogek, az cmtlBOo—nek, a 180°- « , illetve a 997~
szdgek szogfiiggvényeinek meghaldrozdsakor a pontok koordindldinak vdlto-
zdsat vizsgdltuk a tengelyekre, az origdra, illetve az y = x egyenesre

vonatkozd tikkrozések esetén.

Nagyon szemléletesen lehetett {gy megadni a fiiggvénycek paritdsdnak
fogalmat is. A szogfiiggvények egyéb tulajdonsdgainak vizsgdlata természe-
tesen iddben megtdrgyaldsra keriilt, itt inkdbb azt emeltiik ki, hogyan le-
hetett a transz{ormacidkat, illetve a vektorckat a szogfiiggvények fogal-
mdnak kialakitdsandl felhasznilni.

Ezen tananyag tdrgyaldsa megmutatta, hogy a transzformdcios szomléle-
ti geometria, a fogalmak definidldsa, az 411{tdsok tételszerd kimonddasa,
azok bizonyitdsdnak igénye -- legaldbbis az igény felkeltése -- kevesehb

energidt hasznalt el tanuldtdl, tandrtdl egyardnt ahhoz, hogy 36 sz{nvo-
nalon sajdtitsdk el a tanuldk a tananyagot.

Irodalom

Az érvényben 1évG dltaldnos iskolai tanterv.

Az érvényben 1évd kizépiskolai tanterv.

A forgalomban 1évo dltaldnos iskolai tankinyvek.

A forgalomban 1évé kizépiskolai tankonyvek.

Dr. Hajos Gydrgy: Bevezetés a geometridba. Tankonyvkiadd 1960.

Dr. Pelle Béla: Geometria. Tankdnyvkiado 1974.

Dr. Cservenydk Jdnos: A geometria kozépiskolai szintG feldolgozdsa
transzformdcidkkal és vektorokkal. Egyetemi doktori disszertdcid.
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CSOKE LAJOS

STURM TETELENEK GYAKORLATI ALKALMAZASAROL

L

ABSTRACT: C(Praktical aplication of Sturm’'s theory)d
In the numerical methods of Mathematics there are a
lot of procedure on approximatly calculation of the
real roots of a polynomial with real coeffitients.
All the systems need an interval, which contents a
root of the polynomial,.
The application of Sturm’s theory gives o method
for calculation of the number and sign of the real
roots.
In this paper we show a computer progrom  which,
applicates Sturm's theory completing with the
system of binary researching, for {finding useable
intervals. (Their lenghis are not greater then 5

units),

A klasszikus matematika Jonébany numerikus el jarast
ismer a figzvények zérushelyének kizelitd meghatirozasira.
Ezek gyakorlati alkalmazasa a szamitastechnika elier jedésével

egyre nagyobb teret kapott. Kiilonds jelentisézii a valds

egyiitthatés polinomok ‘zérustielyének meghatirozisa. Fgy-egy
gyok tetszdleges pontossaggal kiszamithato, 65 meég
harmad—-negyedfok esetén ims meghkimdéli a felhasznalat a

faraszté szamoldsi munkatdol. A kiilonbdzd el jdrasok kozds
vonasa, hogy feltételezik egy =zart intervallum ismereteét,

ahol a polinomnak van (lehetGleg egy) zérushelyeo. lgy ezek



sikeres alkalmazasandl sziitkségiink wvan ilyen intervaljumck
meghatirozisara. Sturm tételének (111 259 . 01d.) alkalmarzasa
lehetdséget ad a polinom valds gydkei szaminak és  eldjelének
meghatirozasara. Sturm tételének alkalmazasat hiAtraltatta,
annak szamolasigényessdge, igy A gyokok szamanak
meghatarozasahoz szivesebben alkalmaznak becslési
modszereket. A mellékelt szamitdgépes program binaris keresds
médszerénck felhasznalasaval a (—~10000; +10000)> intervallumba
esd gydkdket lokalizal ja ugy, hogy megad egy legfeljebb 5
egység hosszu intervallumot, melyben a polinonmak pontosan
egy =zérushelye van. Ha a behatarolt intervaliumban a
zérushelyek killdnbségének abszolut ertéke kisebh mint egy,
ugy kivalaszt egy olyan egységnyi hosszu intervallumot,
melyben talilhato legalabb egy gydk.

A program mikddéséhez kapcsolddd fontosabb meg jegyzésel:
A polinom fokszamanak és egyiitthatoinak beolvasdsa utin  a
program generalja a polinom Sturm-féle reondszerét és  a
rendszer polinomjainak egyitthatdit a H(L,1) kétdimenzids
tambben helyezi el. Az els8 index a rendszerhez tartozo
polinom sorszamat, a masodik a polinom wmegfeleld fokszamu
tag jihoz tartozd egyiitthatsd morszimat regisztral ja.
A rendszer tagjai:
ho(x)=p(x), hl(x)=p’(x),..., hk(x) = hk+‘(x)'qn‘1(x)—hk‘2(x)

CK=0,1,...,0

A rendszer- meghatérozésakor kijelzi, ha a polinomnalc
tébbszoros gydke van. . . ] : i
A kovetkezd Fazisban megallapitja a negativ illetve a nem

negativ gydkdk szamat.

A ~ © —ben vett eldjelvaltozasck szamat GC1>, a O0-nal GC3I),
+ @ =—~ben G2 gyljti. A Sturm-féle rendszer valamennyi

polinomjanak eldjele megegyezik fdegyiitthatd janak eldjeldével
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+ ® —ben, illetve — o -ben a [fSegyitthatd eldjelével, ha
annak fokszama paros, és fieryitthatd -1 szeresének

eld jelével, ha annak fokszama paratlan. Egy tetszdleges c
helyen a rendszer barmely tag janak el jelét a h, Cco eld jele
adja meg. Hiutan a rendszer tagjaihoz  tartozd eldjelek
gorozataban az eldjel valtozasok szama pontosan eregyel
csdkken, ha a ndvekvd helyetltesitési értékek sorozata a
polinom egy gyokén halad at, igy 61> ~ G(3> a negatlv,
B3> — G2 a nem negabliv gyokok szAamat ad ja.

Amennyiben a polinommak van valds gydke, akkor a program
megvizsgal ja, hogy azok mindegyikére tel jesiil—e hogy abszolut
értékiik nagyobb mint 10000. (Ez az &érték vialtoztathatdd. Ha
van —10000 és +10000 kézé esd gydk, akkor binaris kereséssel
szitkiti a gydk elhelyezkedését megadd intetvallumot. Ha egy
pozitiv és egy negativ eldjelil gytkodt lokalizdlt, az el jirist
akkor fejezi be, ha a végpontok kiildnbségének abszolut értéke
nem nagyobb mint 5. Ha a lokalizalt intervallumban tObh gydk
talalhato, akkor az intervallumot 1 hosszusagura szikiti.

Gyakorlatilag az el jaras alkalmazhatd egy 5yﬁk adott
pontossigu meghatarozasara is, de erre a cdlra hatékonyabb

el jarasok is ismeretesek.

1 REM “OYOKKERESES STURM HODSZEREVEL

2 PRINT * #QYOKKERESES STURM MODSZEREVELw ™

5 P8=" INTERVALLUMBAN PONTOSAN EGY GYOK VAN!"

10 INPUT"A FOLINOM FOKSZAMA: ;N 4 ‘

15 PRINT“AZ EGYUTTHATOK ACNI—ACU>./: "

17 REH %AZ EGY.HATOK BEOLV+A MARADEKRENDSZER GENERALASAW
20 DIM HCN,ND>,ACND, BCN-1)

30 FOR I=0 TO N: INFPUT HCO,N-I>:NEXT

35 FOR I=0 TO N—1: HC1,N-1-I>=HCD,N-I3>*(N-1>:NEXT
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FOR J=2 TO N
FOR K=0 TO N+2-J: ACK)=HCJ-2,K>: NEXT
FOR K=0 TO N+1-J: BCK)=HCJ—-1,K>: NEXT
T=K-1: K=T
FOR I=0 TO N+2-]
W=N+2-J-1
IF K>W THEN 110
IF BCTX=0 THEN FPRINT"TOBBISZOROS GYOK!":GOSUHB #0D0: STOnR
C=ACN+2-J-12./BCT)
FOR L=0 TO K: A=N—I+2-j-L: ACAD>=ACAI-CHBCK-L)>: NEXT L:
NEXT I
FOR L=0 TO K-1: HC],L>=-ACL)>: NEXT L: NEXT J
FOR I=0 10 N

130 S=-1: IF N-I=INTCC(N-ID>.2>w2 THEN ==1

140 ACN-ID>=-1: IF 3®HCI,N-1)2>=0 THEN AC(N-~I)=1

NEXT: FP=1: GOSUB 500

FOR 1=0 TO N

ACN-I>==1: IF HCI,N-I>>=0 THEN ACN-1>=1

NEXT: P'=2: GOSUB 500

FOR 1=0 TO N

ACN-IY=—1: IF HCI,05>=0 THEN ACN-I>=1

NEXT: F=3: GOSUB 500

FRINT"A NEGATIV VALOS GYOKOK SZAMA=",G(1)~GC(3)

PRINT"A POZITIV VALOS GYOKOK SZAMA=";G(3>-G(2)

IF G(3>-GC2>>0 THEN C=10000: GOSUB 900: REM #FOZITIV GYOK
BEHATAROLAS® | ; C ) ‘ .
IF GC1>-GC3>>0 THEN C=-10000: GOSUB 1020: FREM WNEGATIV
GYOK BEHATAROLASW

STOP

REM #AZ ELOJELVALTASOK SZAMANAK M. H.#

GCF>=0: X=ACN>: FOR I=0 TO N-1



510

520
600
601
602
608
610
613
620
800
810
900

2083

207
910

020

o770
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IF  X<OACN-1-1I)> AND ACN-1-12<50 THEN QP =GCFY+ 1
X=A(N-1-1ID

NEXT I: RETURN

REH »A HELY.ERTEKEK ELOJELENEK M. H. %

FOR V=0 TO N: Z=V: Z=H(V,/N-2D

I V=N THEN 610

FOR 1=2+1 TO N: S=S%C+HC(V,N-I>: NEXT

Y=—1: IF 3>0 THEN Y=t

IF S=0 THEN Y=0

ACN=V)=Y: NEXT: KRETURN

FOR V=0 TO N: FOR Z=V TO N

PRINT HCV,N-2>;" ";:NEXT: FRINT: NEXT

EEM »+@YOK#: GOSUB 600: FP=4:G03UB 500

IF GC3)3~6C4)=0 THEN FRINT "A FPOZITIV QGYOKOK HNAGYOBBAX
MINT 10000": RETURN .

BC3>=6G42

L=C:FOR [Jj=1 TO 2 STEF O: =TNTCHCUALY Y /10 GOxUl 60U
GO3UB 300

JF OQ(32-GC4O=1 THEN A=G(4)>: GOSUI 1000: i WE»1  THEN
WE=0: RETURN

IF GC3>-GC4d>1 THEN U=C: A=G(4)D

IF G(3)-Gl4>=0 THEN L=C

IF L-U<3 THEN FRINT "A(Z>"; U; “-"; L;" INTERVALLUMDAN®,
GC3>~-A;" GYOK VAN!“:RETURN
NEXT

1000 IF ABSCC—U><5! THEN PRINT"ACZ) “;U;"-";C;B$: WE=1: RETURN
1010 L=C: RETURN

1015 PRINT U,C,L: PRINT G(3),G(4)

1020 REM# - GYOK #%: GOSUB 600: P=4: GOSUB 500

1028 1F GQC3>-06C4>=0 THEN FRINT"A NEGATIV GYOKOK KISERBEK MINT

- 10000": RETURN
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1026 GC1Y=GC4>

1030 U=0: L=C: FOR J=1 TO 2 STEF 0: C=INTCS5*(U+LII10: 1LF
WA=U THEN GOSUB 1150

1035 GOSUB 600: GOSUB 500

1040 IF GC1)-GC4>=1 THEN U=C: A=0GC4)>: GOSUB 1110: IF VwE=1
THEN WE=0: RETURN

1080 IF GC15-GC4d>=>1 THEN U=C: A=GC4)

1060 IF GC1>-GC(4>=0 THEN L=C: FI=0

1065 E=ABSCL-D

1070 1F E<2 THEN GOSUB 1130: RETURN

1080 NEXT

1090 IF U~L<S THEN PRINT" ACZY ";U;"—";L;B#:VWE=1: RETURN

1100 L=C: RETURN

1110 IF ABSCL-U><¢3 THEN FRINT" ACZ) “;L;"—="j;U;H%: VE=1:RETURN

1120 RETURN

1130 PRINT"ACZ)™;L;"—= ";U;" INTERVALLUMBAN";GC1>-A;" @GYOK
VAN{!': RETURN

1150 S=HCO, N>

1159 FOR I=1 TO N: S=5#C+HCU,N-1>: NEXT

1160 IF 5=0 THEN FRINT Q; "ZERUSIELYE A POLINOMNAL":STOP

1170 RETURN

wGYOKKERESES STURM HODSZEREVEL%

A FOLINOM FOKSZAMA:7 4
AZ EGYUTTHATOK,ACNI=ACOD/: *

T 1

T —-62
T 1104
? —-4258
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A NEGATIV VALO3 GYOKOK SZAHA= 1

A FOZITIV VALOS GYOKOK SZAMA= 3

ACZ> 24.3 - 31.2 INTERVALLUMBAN 2 GYOK VAN!
ACZ>-1.3 — 0O INTERVALLUMDAN i GYOK VAN!

IRODALOM

£11 A.G. Kuros: Felsbb algebra. Tankdényvkiadd, Budapest
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{23 Obadovics J. Gyula: GOyakorlati szamitasi el jarasok,
Gondolat Kiadd, 19072.

13) Ury Laszld: Commodore 64 BASIC felhasznalasi keézikdnyv,
LSI Alkalmazastechnikai Tandcsadd Szolgalat, Budapes
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PETER KISS™ Anp BUI MINH pHONG™

RECIPROCAL SUM OF PRIME DIVISORS OF LUCAS NUMUERS

t
ABSTARCT: In this paper, among others, we show that for any
non~-degenerate Lucas sequence the reciprocal sum of

u'™ term in lesa than

the prime divisors of the
log log log n + ¢ for any ">"o‘ The constant c is an
absoluie one, only ng depends on the parameters of
the seguence. It is an extension of o renult of

F.Erdds who proved it for Mersenne numbers.

a
Let R = {Rn} be a Lucas sequence of integers
n=0

def ined by

R = AR __+BR Cn>1),
n n n

-1 -2

where A,B are fixed non-zero integers and the 1initial termsg
are EO=0, R1=1’ Throughout the paper we assume tLhat (A, Bd=1
and the sequence is non—degenerate, that. ig if o and 3
denote the roots of the characteristic polynomial x2~Ax—n,

then o/ is not a root of unity. It is known that in this

case
(o a’-g"
for any n26 . Furthermore i p is a prime and pin, thien

there are terms in R such that le“‘ ¥e shall denocte the

Research partially supported by Hungarian National
Foundation for Scientific Research grant KNo. 273* and

non .
go7 respectively.
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least index with such property by r(p), i.e. r(p)=n if plE“
but p}Rm for 0dmd{n. In thig case we may p im a primitive
prime divisor of Rn. For primes p with p|B there is no term
ARn(nki) divisible by p if (A,B)=1; in this case we assume
r{pd=m, If p is a prime, piB, D=A?+4B and (D/p> denotes the
Legendre’s symbol with (D-/p)=0 if p|D then, as it is well

known,

2> r(p> | ¢p ~ CD/PXD

and

(4<D) p | R if and only if r(pd|n

(see e.g. (2DD.
In the special case C(A;BY=(3;-2) the termg of the

sequence R are Rnsz“—i. For this sequence P.Erdds [1] proved

that there are positive constants c’and c*’ such that

b % < log log log n + c’
plc2T™-1>

for the distinct prime divisors and

2

djc2™-1>

< c’’.log log n

oy

for the distinct positive divieore of the terme. Erdds notad
that similar results hold for the divisors of the numbers
a1 Cad>1 is an integer) but he asked wether the constanhs
c’ and c*” v}n this case depend on a or not.

In this paper, using a little modification of Erdos’
argumenb,l we exiend< these /resulis for Lucas numbers
furthermore we give their improvements by showing that the
constants in the inequalities do not depend on the sequence.

Ve note that RhﬂO if n®0 (since a3 is not a root of

unity) and we shall write 1 for the reciprocal sum of the

divisors of R if R =1.
™ n
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THEQGREM. There are positive absolute constants ¢ and ¢

which do not depend on the sequence R, such that

4> 2> % < log log log n + ¢
PIR
and
¢
5> 5 4 < e, log log n
d[R_

for any n>n ., where n depends only on the sequence R.

We note that similar results can be obtained if C(A,B)>1
but in this case the constants c¢ and ¢, are not absolute
ones, they depend on A and B

Ve also note that in the case Rh=2“—1 C.Pomerance (3]
obtained results for special divisors. Let E(nd = 5 1-d,
vhere the summation ls extended for positive integers d for
which d}2™-1)> and d{(2™M-1)> if O0<&ndn, further let FCn)=
% 1-d, where d runs over the integers for which d](2"-1) and

d>n. Among others Pomerance proved that
E{n) & % exp {(1+o(1)) Y log log n }

for infinitely many n and the set. of n with
E(md < L clog w7 e
hags logarithmic density 1 for any function 3 for which
find> =+ O ag n = o , furthermore.
- F(n> < exp { - log n log log log n ~ 2*log log n}

for all large n,

PROOF OF THE THEOREHM. In the proof we shall use posgitive

real numbers Cys Cop ovn wich are absolute constants, and



k., k,, ... , which depend on the sequence R.

First we consider inequality 4). Let

ACnd = 35 -15 .
PR,
By (3> we can write
L
ACd =3 5 i— )
din r(pd=d

and A(n) can be divided into three parts:

A = 3 > 5 .
din rdpd)=d
d<log n
1
Az(n) = E E -};
din ri(pd=d
d>log n p3n
and
Any = 3% S 1
3 P
din rcpd=d
d>log n p>n
such that
5> ACnd = A (n> + A (nd + A (D,

By (1> and (2) it is easy to see that there are at most
k d7log 4 primes such that r(pd=d, so the number of primes-

in sum At(n) is at ﬁqsb

. o . lt; }n ’ R log’n
Clog nd°k, Tog iog noC kx Tog iog n
It implies, using the estimation pi< c‘i‘log i for the i'"

prime, that



i
\
o

i

pay
xhere :
2 k 'lng2n
7 og n 1 a
N y = k.o, oeXorw ¢ 196 “opTog - ¢ log'm
for any sufficiently large n. We know that
1
4:3) 3 p < log log x + c,
pSX j
thus by (7> and (8> ;
0> A (n) < log log log n + c,
follows.

Now we give an estimation for Az(n) supposing that

sufficiently large. It is enough to deal with the sum

, = 1
10> A2 (D 2 p b
din r(pd=d
d>log n psn
p(d3
since
i e, d
i - . 1
2 2 5 3 2 # Tega |
din r(pd=d d>log n of
d>log n  pad”
and so
11> Az(n) < A;(n) + o, .
¥e can write A;(n) in the form
. . H N 1
5 = .j.‘.. SO ——
(2> A} Cnd S 3 g+ 0 [Iog n] ’

t=0
vhere N is an integer defined by
2N SN*E
Clog n <{n s Clog n

and the summation in > iv extended for primes p for
t

n ie

which



2t ! 2ttt
Clog n) < p SiClog

and for which the conditons in (10>’ are satisfied.Ve note
i

that 0Ci-log n) in (12) can be different from =zero only ifl

there is a prime p such that log n - 4 < P S logn ,

rCp>=pt+1i and Cp+1d|n. Since r{pd=d, d|n and p<d® for the
L
primes in 3 , by (2),

(3

o i
(p-CD/pd,m> 2d > Vp > [log n]2 73

follows and (D/pd)™) if n is large.

Let x be a real number with conditons

2t 2t 4
Y= Clog nd < x S Clog =y,

and let QCi,x)> be a set of primes p defined by
YLt
0Ci, x> = {p : p<x, Cp=CD/pd>, nd > [1og nJ? 73 }

If qCi,x) denotes the cardinality of the set QCi,x)>, then
evidently

- LS
13> TT p-ospd, nd > [log n]2 art, x> 3
p<lx
-0On the other hand Erdds proved that

I'T <¢p-1 , nd < exp cLxtlog log n-/log x}
p<x

for any x>Clog n'® and xSn C(see (15> and €212 in [11) and

we can similarly obtain that

T 1 (p+1 , nd < exp ccx'log log n-log x} ,

p<x

thus

c14d T ¢p-bspd , nd < 'T Cp-1 , nd * Cp+tl , nd <
p<x p<x

< exp {c7x‘log log nwlog x} .
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Comparing (13> with (14>

=B
15> qCi, x> < :

2+ log x
followa for 124,

Lat. alm) be an arithmetical function suchh that alm) el
if m is a prime gatisfying the conditions for the primes in

L
> and alm)=0 otherwise. Then
i
> atmd s qCi,x
msx
by the definiton of qli,x> and, using i15) and the fact

y,= : , by Abel’s identity we have
16> 5t 3  am:i <
v P m
Yy, <msy,,
c c Ya at. c
< — 2 + -2 —— ¢ 2
22 *Yvlog log n 2Y v, t'log t 2t

for any i=4. But by (8)

1
2 v = z - z
o psClog nd>!® p<log n

o] Ll

|1\, B4

TP

+ O[Taé”ﬁl = 0C1)

i

since p2d—-1 if rlpd=d, and so by (8> and (16) we obtain

2!. 10

N
a7 Ay =mer 3 L+ o < e
t=4

o

For the third summand of A(n) we also get As(n)=0(1)‘
Namely R has at most k,ns/log n " distinct prime divisors
- greater than n, and so really,

s 4

18> Aj(nd s >
pIR
p>n

if n is sufficiently large.

hello

Thus by (&), €9), 11>, (17> and (18D



10>

hel il

= A(n) < log log logn + C,,

piR

n
follows which proves (4) with C=G .

For the reciprocal sum of the positive divisors of Rn

we haYe

S Y 1T [eteoa ) =TT [1aSd <
e @ TT brprize ) - Tl g ]

¢ T—T ei/(p~i) = exp E - =
PR plr_ P

=  exp c,,.+ 3 %
and so by (19>

é { exp { Ciq * log log log n }

n

d|RrR

«
follows which implies inequality (5> with ¢ _=e 14,
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MATYAS FERENC
PITAGORASZI SZAMHARMASOK ES A LUCAS SOROZAT

L

ABSTRACT CPythagorean triples and the Lucas requence) We
. w0
define the sequence L={Ln} by the integers
n=0

. =4 .= : ‘P . B . +1. .
L,=2, L,=1 and the recurrence L =L _ 4L __, n >1

This seguence is called Lucas sequence and the
terms of it are the Lucas numbers. X' Yar%o

positive integers are called Fythagorean triple

: 2 2 .

if xo* Yo© zg. If for this X2 YorZa
triple [xo,yo,z0]=1 i also true then X0 ¥Y0rZg
triple will be called primitive Pythagorenn
triple.

In this puaper we deal with the connrction belween
the lLucas numbers and the FPythagorean triples.
Let A,D,C CA®DD be arbitrary, but fixed integers.

Ve prove the following two theorems:

THEOREM 1. CAL ,L_ +B, L+ triples are
Bt e n’2n 2n
Pythagorean triples for svery even nCx0> if and
only if
A 2 A 2
A=0mod 2>, B=-[3]+2 ana c = [§] 42, .
. ) , ;

while for every odd n(21) if and only if

A

i

A2 AY?
0 Cmod 2), B = ‘[2’] -2 and C = (Z] -
THEOREM 2. Under the conditions of Theorem 1. the

{ALH,L2n+B,L2n+C] triples are primitive Pythagorean
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triples if and only {f [Ln,%]=1, Lh > 9 and:

if A=0 C(mod 4>, then n=%2 Cmod 6) or n=1i1 C(mod 6)
if A=2 C(mod 4D, then n=0 (mod 6) or n=3 C(mod 6)

Az L =2, L =1 kezdStagokkal és a=z Lo=L _,*L__, ;o)
rekurzids formulival definiialt sorozatot Lucas sorozatnalk,
tagjait Lucas szidmoknak nevezziik. E rekurziv definicld

mellett j6l ismert a sorozat tag jainak explicit alakja is:
n ™
1+7 5 1-v 5
1> L = [—-—7—-—] + [—2_.__] s nZzo0
(lasd pl. [41).
Ugyancsak Jjol ismert a pitagoraszi szamhirmas fogalma,

mellyel az x?+y?=22 diofantikus egyenlet pozitiv egész

megoldasait szokis nevezni. Tudjuk, hogy az ©&sszes (zérust

nem tartalmazod megoldisok eldidliitasihoz elegendd
meghataroznl az ugynevezett alapmegoldisokat, azaz xz+y$zzé
mellett az [xo,yo,zo]=1 feltétell i kieldgitd

szamharmasokat. Jél ismert,hogy az tsszes alapmegoldas:
x_ =2 m't

2> m2—t 2

<
Q
1]

2,42 E
= t
g =m += )

alakd, ahol (m,td=1, mdt és mtt=l Cmod 2).

. ~.

M.Bicknell—Johnson (2] a Fibonacci sorozat [Fuzo, F =1 és

nF o tF s n>1] és a pitagoraszi szamharmasok kapcsolatat

vizsgalva megoldotta az F: + F: = K? (K rogzitett egészd

egyenletet. L.Bernstein [1il-ben szintén a Fibonacci sorozat
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s az  xZ+y?=p?

[0l

diofantoszt egyenlet alapmegoldasalit
vizsgalva Jutott el ax ikerprim-probldma egy
atfogalmazisahoz. A Lucasg sorozat és a pitagoraszi
szamhArmasok kapcsolatira vonatkozd problémat. vot fizl

H.T.Preitag (3]-ben: Hely n-re lesz a (2Ln,Lzh-3,L2n~1]

szamharmas pitagoraszi szamhdrmas? Ezen dolgozat taArgya e

felvetett probléma egy lehetséges dltalinositasa s annak — az
alapmegoldiasok meghatiarozdsit. is Lartalmazd — megoldisa.
1I.

Legyenek A,B,C (AM0) tetszdleges, de rigzitett egesz szimok.
1. TETEL Az [ALn,L2n+H, L2h+C] szAamhdrmars pitagoras=i
szamharmast alkot minden piros nz) -ra akkor és csak
AY? NG
akkor, ha A =0 Cmod 2>, B = '(Z] +2 és @ = (?J +2, mig
minden paratlan n2) -re akkor és csak akkor, ha A = 0 (mod
2 2
»,B=-(4]"-2 é c= [g] -2

2. TETEL, Az 1. Tétal feltételeinek meglaleld (ALH,L2n+H,

L2n+CJ szamhirmas akkor ésg csak akkor alapmegoldas, ha

(L. 8)=1. L > % e

ha A = 0 C(mod 43, akkor n

+ 2 Cmiod 6) vagy n = £ 1 Cmod 6)
ha A = 2 Gmod 4>, akkor n = 0 (mod 6) vagy n = 3 Cmod 6.
A tételek bizonyitasidhoz sziikségiink van a kivetkezd lemmara.

LEMMA: Lon = L?+42, ha n 2z 1 pératlan és

L, = Li~2, ha n 2 0 paros egész szam,

BIZONYITAS: A Lucas szamok (1)-beli explicit alakjat

hasznalva



Pav)

L? = [1*‘"/-;]2“ + 2[1“_5__]“ .
" 2 T2

n 2n
. =75 1-v 5 ] "
[*z_] * [“'r"’" = L, t2¢-107

melyb6l a Lemma Allitadsa nyilvanvald.

1. TETEL BIZONYITASA. Tételezziik fel, hogy [ALn,L?h+B,

L2“+C] minden n20 paros egészre megoldisa az x24y?Pen?
2 2 2

egyenletnek,"vagyis {ALh] +[L2n+B] = [L2n+C] . Lemmank

: - 2 - s
alap jan L2n+B = Ln+B—2 és L2n+C = Li+C—2, igy a=z=
2 2 2 2 yZ
(AL,) +(L2+p-2)" = [L24c-2)
n la} 2]
egyenlethez jutunk, melyvet
3> L2 [A"’+zn~2c] = [C+n—a] {c—n]
alakra hozhatunk. Mivel (3) minden na paros egésziro

fennall és L w0, ezért az  AP+42B-20=0 és  (U+A-4)CC-B=D

egyenldségeknek kell tel jesiilni. Nyilvan G>B, igy ez cmak
A)? AY?
B = —[7] +2 és C = [7) +2 esetén lchetséges, tovibha A,B.C
egész volta miatt szilkséges, hogy A paros szam legyen.
Ha [ALn,L2h+B, L2n+C] minden paratlan n>1 egészre
pitagoraszi szamharmas, akkor = lemmank sogltedgével a

:
’

kévetkezSket irhat juk: .

' ’ N2 h 2 2

[AL ] +[L2+B+2] = [1,2+c+2] ,
n ™ n

melybdl az
ca> L? [A2+ZB—ZC] - [C+B+4] [c—n]

adddik. Mivel (4) minden paratlan a2t -re ligaz, és= L w0,
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igy az A%42P-20=0 és  (C+B+43(C-B>=0  egyenletrendszernek

- 2
kell teljesilni, melyet megoldva — OB miatt — B = —[%j -2

2
és Q = [%] -2 adddik, ahol A-nak szintén paros egésznek kell
lennie.

A tétel feltdételeinek elégséges voltat €3>, ill. (€4d minden
n20 —-ra vald megoldhatdsiga, tovabba a lemmink n  paritasatél

fiiggd allitasa szolgaltat ja.

Heg jegyzés. Tételiink speciilis egetként valaszt ad
H.T.Freitag altal felvetett problémara, ugyanis ha A=2, R=-3

és C=-1, akkor a [2Ln, LG—3, L2h~1] harmas minden pAarvatlan

nx1 egészre pitagoraszi szamhirmast ad. Az igy eldillithatd

pithagoraszi szamharmasok: (2,0,2) (8,15,17>, (22,120,122,

2. TETEL DBIZONYITASA. Vizegal juk meg tételiink Al1itAsAt paroes

n20 egészekre. Az 1. tételiink szerint paros n-re [AL",

L, +B, L2n+CJ pontosan akkor pitagoraszi szamhiArmas, ha A

paros és

3 2 _ [AY? 2 AYZ
‘ALn’ Lr\ [2] ’ Ln * {Z] ]
alaki. (2> szerint ez pontosan akkor lehet alapmegoldiz, ha

— A piros voltat is figyelembevéve - létezik olyan pozitiv

egész m és't, melyre / /
-2 . 2
> AL =2mt, L2 - {%] = m?-tZ és L2+ [g] = m2+t2,
n n n s
ahol Cm,t)=t, m>n és mén=t C(mod 2>. (6>-bSl m=L  és L =5

‘adddik, azaz (5) akkor és csak akkor alapmegoldis, ha
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[Ln,%]=1, Ln > % és L, ill. % paritasa killénbéz3. Azaz, ba

L2l

A=0 (mod 4>, akkor Ln paratlan kell hogy legyen, mely - L
rekurziv definicid jat figyelembevéve — paros n—-ekre pontosan
akkor teljesil, ha n=t2 C(mod 6). Ha pedig A2  C(mod 4),

akkor L _, paros. Ugyancsak L rekurziv definicicdjibdl kénnyen
t

nyerhetd, hogy parog n-ekre L pontosan akkor piros, ha n=M
C(mod 6).
Paratlan n—ekre az allitas az el18z6hiz hasonldan

bizonyithatd.

Heg jegyzés. Alkalmazva tételiinket a mar vizsgalt [ZLn, L,.-3,

L2“~1] pitagoraszi szdmharmasokra (n  pAratland azi  kap juk,

n _ _ PR . .
hogy a [o Loi#s’ L121+6 3, szl*s 1] szamharmas minden i20

egész esetén egy-egy alapmegoldasat szolgdltatja a xZ+y?=z?

diofantoszi egyenletnek.
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Fibonacci Quarterly 25, No.3 (1987) 2790.

41 I.Niven - H.S.Zuckerman: Bevezetés a szamelméletbe,

Miiszaki Konyvkiadd, Budapest (1978). :
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MOLNAR SANDOR™

MASODRENDU LINEARIS REKURZIV SORUZATUK LOGARITMUSANAK
ELOSZLASA

L

ARSTRACT: (Distribution of the logarithms of terms of linear

8]
reccurences). Let [GnJr'O be a non-degencrate second
v =

order lineur recurrence sequence of real numbers

with pogsitive terms defined Dby G =Aq D@

(n>1)>, where A, B and the initial terms Gy G are

t
fixed real numbers. In this paper it is proved tkai

for a positive real number c the sequence

a
(lochn]hzo ic uniformly distributed modulo 1 if

and only if logca is not rational Ca 1in the
dominant root of the characteristic polynomial of

the sequence Gn).

(e o]
Legyen = [Vn}rmu k~ad rendii k>1 linedris rekurziv sorozat

definislva az ALA,, .., A valds sziamokkal [Akﬂt)) és  a=z

€1 Vom AV O+ AN+ AV A
- . L .
rekurzidval (n2k)d, ahol a VO,VI,.... ,Vk_1

rogzitett valds szamok, melyek kézdtt van zérustdl killénbozd.

kezdld értékek

# 4 kutatdst Crészben) az Orszdgos Tudomdnyos Kutatdsi

Alap =273. sz. pdlydzata tdmogatia.
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Jeldl jik a

2> vex> = x¥ = A xETE - A xR T2 - A
karakterisztikus polinom zérushelyeit o, o, ..., &, =—val.
A= (1) 1lineAris rekurziv =sorozat 2> karakteriasztikus
palinomjanak diszkriminansat egyidejiileg a sorozat
diszkri;inénsénak is nevezziik.

Ismeretes, hogy a Vn értékek n=1,2, ... explicit
alakban is kife jezhet.dk az At'Az' cees AL e nz o, e, e,

o, segitségdvel. Az explicit alakra csak k=2 esetben lesz
szitkségiink. Ekkor masodrendii linedris rekurziv sorozatrdl
beszélink, és a szokasoknak megfelelden a v, =06, a = a

a, = 3, A1 = A, A2 = B jeldléseket alkalmazzuk, ahol az «

és valasztast az lxl = |3 relacidnak megfeleliien

végezzitk., Az o3 esetén az explicit alakot a

€3> G, = aa™ + ba"
Binet formula szolgaltat ja, ahol a=[Gl~GUB]/(a—ﬁ) és
b=—@;%ﬂﬂwm.

A masodrendi linedris rekurziv sovozatot nem elfajnldank

nevezzik ha:

o2
- (Gh]n=0 nem tesz eleget elsdrendii rekurziodonak

- a7 3 nem egyseéggyok.
Az (1)-bdl k=2, A1=A2=V1=1 és V,=0 vilasztassal az ismert
Fibonacci sorozatot kap juk.

Sziikségiink lesz az alabbi jeltlésekre és fogalmakra is.
{x] az x valds szam egész részét, {x)} = x - [x] pedig a

tortrészét jeldli. Az 1I szimnGlummal az 1 intervallum

karakterisztikus fliggvényét fogjuk jeldlnd.
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(4]
A valds szamok [xn]n=l ssorozat.adt modulo 1 egyenletes

eloszlasunak nevezziilk, ha a

L“}ap ﬁ 1[a'b)[{xh}] = b - a
egyenliGseérr a [0,1> intervallum barmely [a,bd
részintervallumian tel jesil.
Fozitiv tagokbdl &ild linearis rekurziv sorozatok

termdszetes alapu logaritmusdanak modulo 1 eloszlamiaval  mir

szamos szerzd foglalkozott. R.L. Duncan [2]1 bizonyitotta,
hogy a Fibonaccli sorozat tagjainak természetes alapu

(o8]

logaritmusaibdl alkotott sorozat, [log Fn]n=l , moadulo 1

egyenletes eloszlasu. L.Kuipers [31 uj bizonyitast adott a

[2] -beli tételre és igazolta, hogy az egész szamokhdl
4y OO
alkotott [[log Fn]ani gorozat, egyenletes eloszlasu,

J-L.Brown, Jr. és R.L. Duncan [11 megmutattil, hogy az (1D

rekurziv sorozatban V_ ,V ,...,V pozitiv wvalds szamok,

k-1

ALA, LA nemnegativ racionilis szAmalk e
[ae)

OcCle < fe f<. . e | tel jesiil, akkor [‘lng vn]n: .

rgyenletes eloszlasn mod 1. L. Kuipers és J.S. Shiue [61 uj

bizonyitast adtak az [11 -beli tételre, tovabba igazoltaik,

fee]
hogy ugyvanilyen Teltételek mellett [[Iog Vh]]n=’
egyenletes eloszlasu. L. Kuipers (41 a {21 -bell eredményt

.kiterjesztethe Letsz&leges ‘©>1 és ce? alapu logarlitmusra.
Jelen dolgozatban megadjuk annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy egy pozitiv tagokbdl &lld nem elfajuld
misodrendii linedris rekurziv sorozat tagjai telszdleges ceiR,
c>0 és c®t alapu logaritmusianak sorozata modulo 1  egyenletes

eloszlasu legyen.



Ervényes a kdvetkezd:

y GO
TETEL: Legyen (Gn]“=0 egy pozitiv tagokbdl 3116 nem elfajuld

masodrendii linedris rekurziv sorozat és legyen cmt pozitiv

valds szam. A sorozat akkor éa csak aklar

x
[lochn nEO
t

egyenletes eloszlasu modulo 1, ha logca &« Q.

A TETEL bizonyitasahoz felhasznil juk az alabbi lemmat.

a
LEMMA: Ha a [Gn]n=0 nem elfajuld misodrendit linedris rekurziv

sorozat tagjai pozitiv valds szamok, akkor

Gn+1
1 im T = > 0.

n=—p o n

Rat.ériink a bizonyitasokra.

A LEMHA BIZONYITASA: Eldszor azt fogjuk megmutatni, hogy a
LEMMA feltételei mellett |«id>|f2] tel jsiil.  Fhhez ocsak a=z
lx|=] 3] -t kell igazolni, meuvt a bevezotésbel i

megallapodisunk szerint |al2|n}.

Az jul™|3] valds o esetdn nyilvinvald, mert  ellenkezd
esetben o/3=11 egységgyok adddna, ami ellentmand a  LIIMHA
azon feltételének, hogy a sorozat nem elfajuld.

Ha viszont o nem valds, akkor a és 3 valamint 53
és b komplex konjugalt szamok és érvényesek a
cad o = rrexpCille) , A = rrexp(-iloe) .
és B |
(8] a = ri‘exp(iﬂm) b = ri‘exp(—iﬂm)

dsszefliggések, ahol

o
~
o]
i

ﬁ arctg ;%- <1,

v S
o]
1
]
o]
v
c

lai> 0.

T =
’ 1

/‘\GO'—ZG1

Gn'V~D

felhaszualasdaval

W = ﬁ arctg

A Cd) és (5D
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(32 Binet formula a

(&) G = 2 r_ " cos HltnD)

alakot. é41ti.

Mivel €623 —ban 2r1r“ pozitiv, cos HCOWNO) pedig 08
miatt ?ozibiv és negativ  értéket egyarant felvesz C(n<ld,
ezért. a sorozat tagjai nem mind pozilivak. Tehat az |al=|a3],
akkor sem lehetséges ha o nem valds értékii, igy sz |al>|al]

relacid érvényessdégét. belattuk,

Tekintsiik most. a 1 i m [Gn+1/0h] hatardrtéket.. A Binet

n—p 0O
formula és a nem elfajuld sorozat.okra érvényes ar)
felhasznalasaval
a bt net
7 Lim -5 =1 im -24 2L =
ne—bd 0 n n-—r x® a(xn+b{3"
b A"
a + = 3 {:
= it m e

RNk

A (7)Y hatarérték kiszimitdsanil felhasznaltal, hogy > 12}
miatt (a3 — 0, ha n—+oo.
Hegmutat juk még, hogy o> és igy tel jes lesz  a  LEMHA

bizonyitdsa, Az« valds ezam a pozitiv  elemekbdl  A110

-
[Gn41/8“jn=o sorozat hatarértéke, ezért o20. Az |aj>iflzo

miatt o0, tehat odD.

, o - :
A_TETEL BIZONYITASA: Legyen [gn]nzo egy nem elfajula
masodrendti  linearis rekurziv sorozat, melynek tag jai
pozitivak.

A fellétel eldégségességének bizonyitisdhoz felhaszndl juk

J. 0. van der Corput ismert Lételdt ((VE. 131 p. 20.): hn



[ae]
b . Bl valids szAmolnnak alyan sarosala melyre
nin=0 ’

T i m [:{ v :.'|] hatAardrtdk  1dtezile Sa drtdke treacionibies
Al Y

s~Am,  aklor az [x“]'_o ovomal egyonletes olosz UVisu morl 1,
V=

1\\ logaritmns  fiiggveény  folyLonossiedl ds g LuirA-¢

felhaszodlva ki tudjuk sziamolnd a 1 i m [lng (F} —log O J
‘ h—t o X c nt'i [ X

hatarértéket:

. L
) 1 im [.lnr G -log © ] = 1§ owm |log —r-=l = log

— 0 e Tt e r— o e (v" » ”

A LEHHA értelmében o0, igy o (BY —heli hatAvdeiok

Idte=tlc, Ha log ar@ , akkor van dee Gorput tddzeth Lotele
. o
szerint [logc G“]h_o egyenleteos eloszlisu modnlo 1,
~)

Hegmubtalb jul: végitl, hogy l.ogc et ersetatn (Ing,_ “h}h_”

nem egyenleles eloszlasn madulo L. Legyen Yog ety

' ' h mmt
_ Al v — - . " 4 D [ 944 -
e lr){;c Gn - l'ch [au + b3 - h'“"c l."‘ {‘ YA [Ul J]
L n"
, = lug‘c a +n logc o+ 1r,;gc [[ i~ “;] J }
(Nyilvanvaldan a>0, egyiebkiént o = Jeed> §id miant

G = ax”™ + 3" nem lehetne tetszidleges o<l —ve  pazmitiv.)
" { 14

(8]
A [lug U“J“ o soruzatnak véges sok  Lortddist poont ja van
c = -

modalo 1, mivel (9) jobb oldalin az elsed Lag lkonstans, oz
utolsso zadrnshoz tacrl (n— o, a kizeépsidnek pedig log o

miatt modulo 1 véges sok btorlddasi pontja van. Ekkor  viszoob
llll‘.’gc GnJr'O nem egyenleles eloszlisu modulo 1, smivel A

Feltétel sziikséges voltal is bizonyitottul,
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NAGY LAJOSNE

AKTIVITAS MATEMATIKAGRAKON AZ ALTALANOS ISKOLA S5--8B. 0SZTALYABAN C{M0
KUTATASUNK HARMADIK EVENEK MUNKATROL

ABSTRACT: (The results of the third year of a search entitled: "Activity
during the mathematic lessons in the 5th--B8th forms of the primary
school")™ The Matematics Oepartment of the Teachers' Training
College Eper, Hungary and the Dr. Theodor Neubauer Pedagogical
College, Erfurt, East-Germany lead a common piece of research in
the field of professional methodology on the topic "Activity
during the matematic lesson".

The report is to give account on ihe three years' work and it
wants to find an answer for the following questions.

- What motivates active work during the lessons?

- The effects ol problem-solving teaching techniques,

- How frequent is the evaluation of the studenls' work during the
lessons and tow efficient is it?

We summarize the gquestions given to 500 questionnaires. The
answers we received during the personal conversations and
discussions give new and interesting viewpoints to our study.:The
report lists the guestions for which we are trying to find an
answer in the nexti years. E.g.: '

- Contror-evaluation and its relation to activity,

- Can activity be planned?

- What is the impact of the personal connection between the pupil
and the teacher on the activity of the pupils.



Az egri Ho Si Minh Tandrképz( Foiskola Matematika Tanszéke (Magyaror-
szdg) és a Or. Theodor Neubauer Pedagogiai Foiskola Erfurt (NDK) Matema-
tikaoktatds-Metodikai Tudomdnyos szakcsoportja a matematika szakmddszer-
tan teriiletén kozos kutatdst végez: "Aktivitds a matematikadrakon" c. té-
makdrben.

A kutatocsoport tagjai a megdllapodds alap)dn rendszeresen tdjékoz-
tatjdk egymdst. (Az elsd évek munkdirdl jelent meg tdjékoztatds a WZ 22.
JAHRGANG. 1986. HEFT 1).

A kovetkezokben a3z 1986--B7-es tanévi munkdnkrdl, probldmdinkral,
terveinkrol tdjékoztatjuk azokat, akik érdeklodnek a téma irdnt, éc hoz-
zédnk hasonldan tbrekszenek arra, hogy neveld €s oktatd munkdjuk az eddi-
ginél Jjobb, hatékonyabb legyen.

Megfigyeléseinket Jjegyzokionyvekben rogzitettik. A 3 év alatt tébb
mint 500 Jjegyzokonyv késziilt. Ezek dintd tdbbsdégét 1V. dves matematika
szakos fOiskolai hallgatdk készitették vidéki gyakorlatukon az orszag ki-
16nboz6 dltaldnos iskoldiban.

Az 1. sz. jegyzokonyv az egész osztdly megfigyelésére, a 2. sz. egy-
egy tanuld legaldbb 5 matematikadrdn torténd megfigyelésére vonatkozott.
"Az d6ra elemzése"-hez is 10 {éle megligyelési szempont tartnzott.

Ezekbdl a kivetkezd kérdéseket, szempontokat ereltem ki az cleomzés sordn:
- Mi motivdlja az drai aktiv magatartdst?
A problémafelvetd tanfids.

Az értékelés gyakorisdga az 6rdn és hatdsa a tanulodi aktivitdsra.

A motivdcid felismerhetfisége -- hatékonysdga

N 4 - :

A jegyzOkonyv alapjdn adhatd vélaszok:

TOKELETES

RESZBEN

- NEM



-~ 71 -

Felismerhetd-e a motivditssgy?
A motivdcid hatékonysdga.

Az l500 JegyzOkibnyv adatait a motivdcié felismerhetdségérdl és haté-
konysdgdrol a kivetkezd tdbldzat tartalmazza: (1/a tdbldzat)

A motivdcid

Felismerhetdsége Halékonysdya

Az ordk szama % Az 6rdk szdma %
Tokéletes ‘ 230 46 160 32
Részben 220 AL 285 57
Nem SG 10 55 11
. [
isszesen 500 100 500 100

Ha az elsd és masodik sort egyiitt értékeljik: az drdk $0 %-ban motivAlta
a pedagdgus, a tanuldkatl tikéletesen, illetve részben. A motivdcid a meg-
figyelt dréak B9 %-ban bizonyult tikéletesen, illetve rdszben totdkony-
nak. Ez az érték 1 %-ban tér el az elGLbiLOLl, vagyis kiizelflooen annyl
déran volt felismerhetd a motivdcid, mint ahdny drdn hatékony.

Figyelemremélts eltérést mutat viszont a motivdcid tikéletesen, il-
letve részben yﬁrténé felismerhetoségének ardnya, valamint a motivdcid
tokéletesen, illetve részben megvaldsulé hatékonysdgdriak ardnya.

Erdekes megfigyelni, hogy amig a motivacid tokéletes, illetve rész-
beni felismerhettsége kiziitti eltérés kicsi (2 %) ugyanakkor a motivdcid
részleges hatékenysidga 57 - 32 = 25 %-kal nagyobb, mint a tokéletes haté-
konysdg. Ebbdl arra is kovetkeztethetink, hogy a tikéletesen motivdlt
drdknak csak egy részében valdsult meg a tokéletes hatékonysdg, azaz nem
biztos, hogy a tandr 41tal tokéletesen motivdlt ordkon a tanuldk drai ak-
tivitdsan, munkdjan a tokéletes hatékonysdg tiikrozodik.

Az ordk 10 %-ban a pedagdgus nem motivalt. Ennél 1 %-kal tobb azoknak

az draknak a szdma, amelyeknél a motivdcid nem volt hatékony. A matemati-



kadrdk magas évi draszamdt tekintve ez a 11 % is nagyon fontos, [igyel-
meztetd adat. Van még ezen a téren is javitanivaldg!

Ezek az adatok arra engednek kivetkeztetni, hogy a motivdcio jelenle-
te elengedhetetlen, ha a tanuldk aktivitdsdt igényel jik és 6 munldnk
eléréséhez fontosnak tartjuk.

Erdekelt benniinket az is, hogy vajon az egyes oszldlyokban hdny 6ran
volt tokéletesen vagy részben hateékony, illetve hatdstalan a motivécia.
(1/b tablézat)

A motivdcio 5.05zt. 6.oszt. 7.0szt. 8.o0s2t. 0ssz.
hatékonysdga (6ra) (6ra) (6ra) (6ra) (6ra)
Tokéletes 45 75 30 10 160
Részben 70 90 60 65 2085
Nem 20 10 15 10 55
Usszesen 135 175 105 85 500

Tekintettel arra, hogy az elemzésre felhaszndlhatd jegyzokonyvek szama az
egyes osztdlyokban eltér6, fgy egyszerGbb a motivdcid szempontjsdbol rész-
ben és tiokdletesen hatékony drik tisszehasonl ftdsa a nem hatékony drak

aranyaval.
5. osztdlyban 115:20 (23:4)
6. osztalyban 165:10 (66:4) )
7. osztdlyban 90:15 (24:4)
8. osztdlyban J%:lﬂ i (30:4)

A kovetkezd tabldzat adatai alapjan arra kerestiik a vdlaszt, hogy a
- TOKELETES
- RESZBEN

- NEM

lehetdségek hogyan pdrosulnak egy-egy ordn belidl a motivdcid felismerhe-
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toségének és hatékonyssgdnak osszefiiggésében, valamint a lchelséges pdro-

sitdsok a megfigyelt 500 dra hdény szdzalékdban valdsultak meg (1/c tabla-
zat).

A motivicid fel- Motivacid ha- Az Graék %
ismerhetosége tékonysdga szam

TUKELETES TOKELETES 130 26
TOKELETES RESZBEN 100 20
TOKELETES NEM - -
RESZBEN TOKELETES 30 6
RESZBEN RESZBEN 185 37
RESZBEN NEM 5 1
HEM TOKELETES - -
NEM RESZBEN - -
NEM NEM 50 10

Az elozdekben mar emlfitettem, hogy az osztdlyok -- csoportok -- meg-

figyelésén til, egy-egy tanuld munkdjdt folyamatosan (legaldbb 5 dran ke-
resztiil) jegyzokionyvben riogzf{tettiik.
Lzt kivetben elbeszélgeltink velik (riport).
Tanulmdnyoztuk azokat az eseteket:
a) amikor mi aktivnak {téltik a tanulok munkdjat és kerestiik az okdt;
b) megfigyeltik azokat, akiknek orai magatartdsdt passzivnak léttulk,
A hasonld tulajdonsdgd, aktivitdsd tanuldkat egy csoportiba soroliuk. Igy
“hirom csoport alakult ki (természetesen ez a besorclds méy tovdbb fino-
mithaté lenne). ’
1. Aktiv és eredményes tanulcdk ccoportja;
2. aktivak, de eredményiik kozepes;
3. nem aktivak, eredményik kozepes vagy gyenge.
(Csak megjegyezni szeretném, hogy -- kiilongsen a 7., 8. osztdlyokban ttbb
olyan tanuldval is taldlkoztunk, akik nem aoktivak, de képesek jd eredmé-
nyek elérésére.)

Hogy a ceoporlba soroldsndl mit vettink figyelembe, azt laldn a kivetkezd



tulajdonsdgok felsoroldsdval érzékeltethetjik.

1. Az elst csoportba tartozdkra jellemzd a tudatos célratirés, fe-
gyelmezettség. Az otthoni és iskolai munkdjuk 6ndllé. Ismereteik bizto-
sak, feladatok megolddsdban jirtasak. Bels6 igénylik a jo megolddsok kere-
sése. A matematikai szaknyelvet pontosan haszndljak.

Eredeti otleteik, elképzeléseik vannak a feladatok megoldisdndl. Szivesen
tanulnak, ismételnek, gyakorolnak. Szeretik a matematikéat.

2. A mdsodik csoportba soroltakra is jellemzd az orai aktiv magatar-

tds. Igénylik az uj ismereteket, tuddsukat mdsokdéval lhasonl (tjak, elle-
ndrzik. Feladatok megolddsit szivesen vallaljsdk, ha probléma addédik se-
gitséget kérnek. Torekszenek a jo eredmény elérésére.
Az otthoni, ngéni munkdban mir sokszor elbizonytalanodnak. Irdsus munkd-
ik, dolgozataik mdr nem mindig hibatlanok. Ilyenkor kedviiket vesztik.
Ezek a tanuldk munkdjuk figyelemmel kisdérdsdt, scgftésal iginylik. A pe-
dagdgus személyisége tudatos ocdafigyelése, nélkiilozhetetlen eldrehaladd-
suk érdekeében.

3. A harmadik csoport drai magatartdsdra nem jellemz( az aktivitds. A
tandr utasitdsait betartjdk. Matematika irdnti érdeklodésiik, szorgalmuk
vdltozd. Feladatok megolddsa sordn ha problémdba iitkoznek hamar felad)jdk.
Munkd jukban gyakori irdny{tdst, bdtorftdst, ellendrzést igényelnek. Undl-
16 munkd jukban még sok a javitani vald, dolgozataik kizepes vagy gyengehb
asztélyzatdak., A szaknyelvet ritkdn és hibdson haszindl jdk. Cyydnl bands-
modot, sok torddést igényelnek ha eredményiket javitani, tuddsukat gyara-
pitani szeretnénk.

Ez a csoportba sorolds onkényes, hisz még suok szempont alapjédn lehetett
volna ezt az osztdlyozdst elvégezni.

Ami megfigyeléseink, iapasthiataink;alapjén kozos volt:

minden tanuld igényi a motivdldst;

munkd janak értékelését;

segitséget, ha problémdjs adddik...

Ezért is probdltuk megfigyelési szempontjainkat ugy Gsszevdlogatni, hogy
vdlaszolni tudjunk arra a kérdésre:

- hogyan feleliink meg ezeknek az elvdrdsoknak?

- az eldforduld hidnyossdgokat hogyan tudndnk a jovoben elkeriilni?
Tanulsdgos volt egy-egy tanuldval vald egyéni elbeszélgetés.
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kovetkezokben idézek egy dltalunk elsd csoporiba sorolt tanuldval keé-

sziilt riportot (Tdth Dénes 8. oszt., tanuld, T = tandr, D = Dénes) (készi-
tette: Hizsnyik Tiinde IV. éves mat.-fiz.).

T: Figyeltem az drai munkddat. Most arra kérlek metasd be magad, hogyan
dolgozt?l!

D: Jelentkeztem, és ahol tudtam segftettem a tandrnd munks jat.

T: Miben segitetted?

B: Ha kérdezett, j4l vdlaszoltam, megoldottam a feladatokat.

T: Szerinted a tandrndnek mi volt a véleménye az drai mmkadral?

D: Megdicsért, mert jdl dolgoztan, az drén nem volt velem semmi probléma.
T: Miért szoktdl dolgozni, aktfv lenni?

D: Szeretem 2 matematikst, mert érdekes és ezt a témakirt (figgvények) is

-

nagyon szeretem,

: Miért tanulod a matematikat?

: Azért, mert a tovabbtanuldsndl fontos, és mert nekem kiilonben is tet-

szik.

: Milyen iskoldban szerelnél tovdbbtanuini?
: Kbzgazdasdgiban vagy kereskedelmi szakkozeépiskoldban.
: Mi szereinél lenni?

: Ha a kiozgazdasdgiba vesznek fel, akkor programozd, ha a kereskedelmi-

be, akkor pedig eladd.

Milyen Gritkat szeretsz motematikidbol?

: Mindenfélét, de legjobban azokat ahol eszkizzel dolgozunk, a fiiggvény

témakort vagy amikor versenyszerden piros pontért esetleg tosért ol-
dunk mey feladatokat.

T: Szakkdre 3Jér matematik4bol?

: Szakkire nem, hanem eldkész{tore. £z j6, most olyanokat tanulunk,. amik

felvételire is sziikségesek.

: Van-e arrdl elképzelésed, hogy milyen legyen az dra, ahol mindig akii-

van dolgozndl?

: Jatékos és versenyfeladatokat oldjunk meg, €s olyan legyen az ora,

hogy mi is jobban részt tudjunk venni az drai munkdban.

: Hanyasod volt matematikdbél?

: Tavaly dtosom volt, az idén igaz mdr vagy egy hdrmsom is, de van &

0tosom, és az utolsd dolgozatom is jol sikeriilt.
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Lehetdségeink alapidn 6. ¢€s B. osztdlyosok megligyelésdére adddott tiobb
alkalom.

Végzett hallgatdink segitettek itt is (Molndr Edit, Magy Agnes, Sziisz
Eva, Hizsnyik Tinde). Altaldnos iskolai tanfivdnyaikkal folytlatott elbe-
szélgetések, {rdsban feltett kérdésckre adott frdsbeli és szdbeli vidla-
szok Osszesitését tartalmazzdk a kivetkezdk:

6. osztdlyos (280) é= 8. osztdlyos (230) tanuld véleményét sajat munkd-
jukrdl 1irdsban is kértiik.

Aktiv vagy-e matematikadrdn: kérddés tsszegezéctt az alabbi Ldbldzat

tartalmazza:

Tanuldi vélaszok Osztdly % Matematikajegyiik
6.0. B.o. 6.0. B.o. 6.0. 8.0.
Aktivnak tartja magét 105 40 38 17,4 4,34 4,38

Kozepesen akt{vnak
tartja magat 110 125 39 54,4 3,61 3,60

Nem aktfv (gyenge 65 65 23 20,2 3,00 2,39

Erdekes volt Geszehasonlitani a gyerekekttl kapott vdlaszokat az osztaly-
ban matematikdt tanité kartdrsak véleményével. Ok is azt mondlsk, hogy
mindkét korosztdlyndl a legttbb tanf{tvdnyuk aktivitdsdt kozepesnek tart-

sk, » S0

L~ . N
Kilonbség: még a 6. osztdlyndl ezt a jo aktivitdsu tanulok kivetik,

addig a 8. osztdlyosokndl a gyenge aktivitdsi gyerekek vannak tobben.

A mdsodik kérdés:

Ha igennel vdlaszoltdl indokold, miért vagy aktiv?

Ha nemmel vdlaszoltdl indokold, miért nem vagy akiiv?

A 6. osztdlyosokndl a leggyakrabban eldfordulé vdlaszok kiiziil iddézek most
néhdnyat:
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Szeretem a matematikat;

Jo Jeayet kapjak;

Szeretnék javitani;

Szeretem a matematikdt tanulni

SzIVBSFn szerkesziek;

Miért nem vagyok aktiv?

i

Nem értem a motematikat;

Nem szeretem a matematikat;

Nehezek a feladatok;

Félek a kudarctél, ha tudom akkor sem merem mondani;
Unalmas, nem elég érdekesek a feladatok.

Mit kellene tenni, hogy aktfivabb legyeél?

A

A

harmadik kérdésre adott vdlaszok kiziil:

Tobbet kellene tanulni;

Jobban figvelni az orén;

Dtthon is tsnulni kene;

Hem beszélgetni és nem jdtszani ordn;

Frdekesebb lenne a tanulni vald anyag;

Ha nem lenne unzlmas a motomatika;

Taobb jdtékos felzdatot 39 lenne megoldani

Tobhszde " JAtszandnk” az dérdn o "logikai”, a "modellezd" kiészletiel. ..

tobb wmint 100 riport meghallgatdsa, majd ezt kiovetden a tandrokkal vals

elbeszéloetéshdl, a  gyerekek dnkritikus véleményét figyelembe véve, az

aktivitdst motivdld tényezoket a kivetkezdkben Gsszegezhetndnk:

Az oktatds folysman tudatosan torekedjiunk az alktvitds megvalds{tdsé-

ra. Ezt segftheti:

i

a tirgy megszeretigtése;

az érdeklddes biztositdsa;

a tanuldk éiményeire vald tdmaszkodds;

a tani{tdsi ora céljanak, feladatanak megjelolése;
a tanulok rddiobhentdse ismereteik hidnyossdgaira;
probléme felvetdse:

valamely konkrét cseiekvésre vald felszolftds;

a siker, kudare, dicséretl, biintelés helyes alkalwazico;



a tandr személyisége, példdja;

- érzelmi és értelmi hatdsok;

- megfeleld palyairdny{tds;

- gyakorlattal vald kapcsolatteremtés;

- sziilfi torodés, érdeklodés.

Minél erdsebb egy motivum, anndl kdnnyebb aktivizdlni. A belsd és kiilst
motivacid nem vdlik el mindig €lesen egymdstdl. Van olyan témakor, amely
irdnt eldszor rem érdekldodik a tanuld. A feldolgozds médja, érdekes fela-
datok soran haladva egy ponton kezdi "izgatni a fanldzigjat."

Az embert barmilyen tevékenysége, f{gy a tanuldsra is az motivdlja tarto-
san, aminek szdmdra értéke var,

Fontos a pedagdgus személyisége -- egyrészt, mert a j6 kapcsolat biz-

tositja a tandr szdmdra, hogy tdrgydt szivesebben tanul jdk, hiszen a ta-
nitdsi o6ra légkdre, a J6 tandr-didk viszony clonyidsen hat a tanuld érdek-
16désére, munkakedvére.
Azok a tandrok, akik munkdjukat eredményesnek {télik a motivdldst fontos
nevelési eszkizinek tekintik és valljdk, hogy a gyerekek akliv tevékenysé-
ge megoldhatatlan motivdcic nélkiil. Erthetd tehat, ha tovdbbira is keres-
siik a vdlaszt: Mivel, hogyan motivdljunk mtematika ardn?

A kovetkezdkben a problémafelvetd tanitds hatdsdnak és a tanitdsi dra mn-
tivaltsagdnak osszefliggését elemzem.

A jegyzdkinyv erre vonatkozd kérddésére adhald lehelsidges vialaszok:

- TOKELETES
- RESZBEN
- NEM

Az 1/a tabldzat csoportositégét figyelembe’véve eldszor azaokat az drikat
elemzem, amelyeken a motivdcid tokéletesen felismerhetd. Az bsszesités
alapjdn 230 ilyen dra volt.

Hogyan alakult ezeken az drdkon a problémafelvetd tanitds?
A 230 ora 91,3 %-dban volt problémafelvetés, ezen belil az ordk 32,6 %-
ban titkéletesen valdsult meg a probiémafelvetd tan{ids hatdsa. A 230 ora-
nak csak 8,7 %-dban nem volt problémafelvetés.

Az 1/a tdabldzat mdsodik sordban taldljuk azokat az drakat, melyeken rész-
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ben ismerheld fel a motivditsdg. flven dra 2720 volt. Ezeken az 6rdkon a
problémafelvett tan{tdsa hatdsa:

. Problémafelvetlés
Motivacid részleges Az ordk szdma %
HKCLETES 45 20,5
RESZBEN 110 50
NEM 65 29,5
(SSZFSEN 220 100,0

Megdllapithate, hngy a részben molivalt ordkndl kiscbb szdzaldkban volt
az drikon problémafelvetés. A részben toriénd problémafelvetds viszont
tobb drdn forduit €13.

Lényegesen megndtt azoknak az drdknok a szam is, sclyeken egyditaldn
nincs problémafelvetas.
Azoknak az drdknak a szdma, amelyekeon nem ismerheld fel a motiviltsdag: SO

(dra). Ezeken Leliil vizsgdlva a probliémafelveld Llanfliast,

Probiédmalielvetés

. Nincs motivdcid Az 6rak szdma % ]
TOKELETES 0 0
RESZRBEN 30 60
MEM 20 40
{0SSZESEN 50 100,0

Jol  megfigyelhetd, togy az 50 dra kizott egy elyan sincs, ahol liokéletes



lenne a problémafelvetd tanitds.
Erdemes wegfigyelni azoknak az drdknak a tipusdt, nelyeken nem volt prob-
1émafelvetes:
- bevezetd oOrag
- néhiny 4j ismeretet feldolygozd dra;
- ismélld 6rak.
Ezeken az ordkon a tanf{tdsi dra anyaga:
- tizedes tortek szorzdsa,
- szorzds lirttel;
- nulla a szorzdsbhan;
- mérlani helyek keresdse;
- hasdbok, testek felszinének kiszdam{tdsa;
- egyenletek megolddsa;
- flignvénydbrazolds;
- kbvetkeztetési, szdzalékszamitacsi feladatok.

Ha osszes{tjik az 500 jegyzOkonyv ide vonalkozd adalaii:

Problémafelvetes Az Oriak szdma %
TOKELETES 120 24
RESZBEN 279 5Y
HEM 105 21
USSZESEN 500 100

A megfigyelt 500 ordbol 395 dran 24 + 55 = 79 % voll problémafelvelis
(ideszamolva a részleges problémalelvetést is). Figyelemremélto, bogy 105
oran (21 %) nem volt problémafelvetés!

Sok még a tennivaldnk ezen a teriileten is!

Izgalmas kérdésre kerestiik a valaszt:

Volt-e tandri értekelés a feladatok megolddsét kivetoon?

Volt-e értékelés a feladatok megolddsa utan? (Szobeli, irdsbeli dicséret,

elmarasztalds, osztdlyzds...)
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Hogyan értcékelte a neveld a feladatokat?

A kérdésre a valaszok:

- Teljes értékelést adott a pedagdgus: 190 orin 3 %
- Részben érldkelt: 229 ordn a4 %
- Nem érteékelt: A5 ordn 17 %

Ez a 38 % azért orvendetes adat, mert ezeken az drdkon a landr atalt
arra 1is, hogy mit tehet a tanuld, bogy jobb eredményt érjen ¢l a jivo-
ben!

FigyelemremG Lo, togy 85 dridn (17 %) egydllalin nem crtobke b ok o gyn-
rekek munkdjat. A legmagasabb azoknak az draknak a szama (45 %), ahol az
érlékelés csak részben torténik. A szemdélyes elbeszdélgelasek alkalmival a
pedagdgus gyakran az idd hidnydval indokol ja az értcekelés elmaraddsdt.
Dsztdlyzatot pedig a leggyakrabban csak az ifrvdsbeli munka értekelésekor
kap a tanuld. Az osztdlykozosscéyg munkd janak ¢rlékeléacl gyalaran az ora
végén osszegezve mondja el a tandr. Kis odafigyeléssel, tudatosabb munkd-
val ezen a terlleten is emelhbetd lenne az aktivitds!

Ugy éreztik errdl a kérdésrdl is érdemes meghallgailni, figyelembe
venni a tanuldk véleményét.

Ezeért az eldzOoekben mdr emlitett 6. és 8. osztdlyos lanulaklol {rds-
ban a kiovetkezOket kérdeztiik:

1. Szereted-e ha értékelik, oszidilyozzak miematika drikon a monbkddnt?
2. Elégedett vagy-e a mtematika jegyeddel?
3. Undlldan, vagy ldarsaiddal egyiitt szerelsz tanulni?

A tanulok 83,3 %-a vdlaszolt igenlden az elsd kérdésre, 12,35 %-a
adott "kozblilsd vdlaszt" (egyes esetekben -- ha dicsérik -- szerelik, el-
varjak az értékelést, maskor pl. elmarasztaldsndl ellenzik, 4,35 %.)

Tovabb elemezve a vilaszokat, kerestom, a tanuldk szerink melyek azok
a kritériumok, melyek sziikségessé teszik az értékelést, az osztdlyozdst
matematika ¢rékon?

A B3,3 %-ot véve alapul a kivelkezo vdlaszokat adtdk cukan:

"J6 tudni, hogyan dolgoztam" (kb. 60 %).

"Tudni akarom, hogy mi a véleménye a ltandromnmak a mnkamrol™
tanuldk csoportja; (15 %)

Amikor az ¢értékelés egyenld az osztdlyzattal:

nagymértékben siker orientdlt tanuldk (15 %);
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A pozitiv véleménynyilvdnitdsért, a dicséretért tanuldk csoportja (10 %),

A mdsodik kérdésre vdlaszoldok 37,45 %-a nyilatkozott dgy, hogy "az drai
szereplés miatt jobb jegyet adnék"; "az dra alatti aktivitdst is figye-
lembe kéne venni"; "ha 1dtom, hogy a gyerek kiiszkodik, gondolkodik a
feladaton, és ennek ellendre nem sikerdlt neki hibatlanul megoldani, ak-
kor is megadndm a jobb jegyet", {rjdk. Mi is értsiink egyet ezekkel a vé-
leményekkel?
Munkankat nem tekintjiik lezdrtnak.
Tovabbi feladatunknak tekintjiik: a jegyzdkinyvek adatainak feldolgnzdsdt,
elemzését;
vdlaszkeresést néhdny a jovoben megvizsgdlandd kérdésre mint pl.
- Ellendrzés, értékelés Osszefiiggése az aktivitdssal;
- Tervezhetd-e az aktivitas, ha igen (mddszer, szervezdsi forma, szemlél-
tetd, munkaeszkoziok bevondsdval....)
- Mennyiben befolydcolja a tanuldk akt{v magatartdsdt a pedagdgus éc a
gyermekek kozotti személyes kapcsolat?
- Aktivitds - Motivécié - Ertékelds -
szorosan Osszetartozd fogalmak. Kapcsalatukat nemcsak a pedagigini iro-
dalom, hanem az élet is igazolja. '
500 ora tdredéke annak a taldn szdzezerndél is Lihb drdnak, amit csak
a mi hospitdldzaink idején tartottak.
Mi mégis hisszik, ez a kis tikor is segit majd megldtni a Jot, a
problémat, a javitanivalot.
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OROSZ GYULANE

KOZOS ELEMEK LINEARIS REKURZIV SOROZATOKBAN

. » . ,
ABSTRACT: C(Common terms in linear recurrences).
A necond arder linear reccursiuve neguence
~ 00
G=G[A,B,GO,G‘]={Gn}h=" is defined by the integors

A,B,GO and Gz and by the recursion UnﬂA'G”_1+H°G"_2
(n>1)>. Ve prove two~theorems.

Theorem 1. Let D and p be a fixed ponitive integer
and a prime, respectively, such that neither D nor
D+p is perfect asguare. Further 1let a,b,c,d be
non-zero integers satisfying the equations a”—pDb%=1
and cz—(D+p)‘d2=1. T'hen the sequences H(2a,-1,0,bD
and NC(2c,—-1,0,d>, apart from the zero initial terms,
have at most two common terms if p=2 and at mort
four common terms 1f pd>2.

Theorem 2. Shows a similar result if 3] i

divisible by 8 and p=16.

. w
Legyen G=G[A,B,GO,GJ={GH}“=U egy masodrendi linedris

rekurziv sorozat, amelyet az A,B,GO,G1 egész szamokkal és a
G = AG + BG (n>1)
n n-1 n-2

rekurziv formuldval definidlunk. Legyenek o és A a

gorozat
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£Cx> = x*-Ax-B
karakterisztikus polinomjanak gydkei.
A tovabbiakban feltessziik, hogy |ajz]3]l és a sorozat nem
degeneralt, vagyis AD™0, 03+Gf#0 és a3 nem egysdéeggyiok.
Ekkor d = AZ+4B = 0 i kbvetke=zik, hiszen d=0 esatén

a/3=1 adddna.

Jol1  ismert, hogy a sorozat. tag jainak explirmit
eldallitasa
q a"l - {3l'|
(@] Gn = = »
a - {3

ahol q = 01~Goﬁ es e G‘—Gua

Tovabba igazblhaté, hogy

n
2 Ien1 > o, el

1 -C
n o
ha n>n ahol c, és n, a sorazat. paramélereitdl
figgs konstansok. la d>0 akkor @ én 3 valods
kiilénbdzd abszolutértékil szamok, lal > 121, és igy

C1)-b31 1 i m (Br/od"=0 miatt (2>, illetve (2>-nél erdsebb
N~ 00

becslés is kdvetkezik. Ha pedig d<0, wvagyils ha a és 3
komplex szamok, (2) kévetkezik C.L. Stewart eredményeibsl
(lisd példasul (131, Lemma 6.) (2)-bdl kivetkezik, hogy
minden nem degenerdlt G sorozatban tetszdleges xvalds szam
esetén IGn|>x, ha n elég nagy, igy a sorozatokban minden elem
csak véges sok mas elemmel lehet e;yenlﬁ‘ Ennél tobb is igaz.
K.K.Kubota (7,81 bebizonyitotta, hogy egy sorozatbhan minden
egész szam legfel jebb négyszérrrordulhat eld elemként. Ezt ;z
eredményt F.Beukers [1) javitotta, megmutatva, hogy néhany
sorozattol eltekintve minden elem legfel jobb haromszor
ismétlodhet a sorozatokban.

Hasonld probléma a kiilénboézé sorozatok kizils elemeineck

vizsgalata. Tobben foglalkoztak olyan masodrendii linearis
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rekurziv sorozatok kdézés elemelivel, amelyeket. ugyanazok a=z
A,B konstansok definidlnak, de nem ekvivaleusek, varyis az
egyik nem csak az indexek egy linedris transzformdciojival
ilénbdzik a miasiktdl., G.FRevuz (121 egy albalinosn tételabdl
kévetkezik, hogy ha a G és H a fenti tulajdonsigu killonbdizd
rekurziv sorozatok kozds elemeik szdama, vagyis a meﬂy
egyenlet (x;y) megoldasalnak szima véges, vagylis talalhatd
egy m, konstans ugy, hogy Gxﬂﬂy, ha x)mn. Az mg konstans
explicit értékére Fibonacci tipusu sorozatok esetdén Cvagyls
az A = B = 1 esetben) M.D. Hirsch [31, tetszdleges, de d>0
feltételt kielégitd sorozatok esetén pedig F.Kiss (51 adott

becslést..

Kiloubozo konstansokkal definialt G[Ai,B’,UO,G’],

H[Az’Bz’Ho’“1] sorozatok kdzds elemeivel, vagyis a Gx="

egyenlet megolddsaival is tébben foglalkoztak. M. Mignotte
[101 és P. Kiss {41 magasabbrend linearis rekurziv
sorozatokra nyert eredményeibdl koévetkezik, hogy Af+4ﬂi>0

Ci=1,2) esetén a G és H sorozatoknak c¢sak véges sok kozds
elemik lehet. Ezen kidzis elemek sziamira F. Miatyids (91 adott
explicit elsd beuslést,

Az eldz8 eredményekben a koziis elemek szamiara adott
korlatok altalaban igen nagyok, szamitdgépekkel sem elérhetd
szamok. Ezért érdekesek azok a specialis esetek, melyekben a
kézds elemek szama elérhetden kicmi.

J. Binz €21 a GC6, =1, 1, 6) és HC10, -1, 1, 10> konkrét
sorozatok esetében bebizonyitotta, hogy a G és H sorozatoknak
csak egy kSzds elemitk van.

A kodvetkezbkben J. Binz eredményét dltalanosit juk.
Sorozatparok egy osztalydra mutat juk meg, hogy az egyes

paroknak legfel jebb kettd, illetve nédgy kdézds elemilk lehet.



Kétl tételt bizonyitunk.

1. TETEL. Legyen D egy régzitett pozitiv eglan T "
tetszdleges primszam, amelyekre som D, sem Dip nem tel jes

nidgyzotl.. Legyenek tovAbLA a,b,c,d olyan nullitdl  kildnbdzd
egész szamok, melyekre:

a? - ppb? = 1 és

c? - (p+prd? = 1
Ekkor az M = M(2a, -1, 0, b)) és= N=NC2, -1, 0 o
sorozatoknak a 0 kezd8tagoktdl eltekintve p=2 esetén
legfel jebb kettd, pd>2 esetén pedig legfel jebbh négy kozios

elemik lehet;

2. TETEL. Legyen L egy rogzitett 8-~cal oszthatd pozitiv egész
szam, amelyre sem L, sem L+16 nem négyzetszam. Legyenek
tovabbid r,gs,k,t olyan nullatdl killonbdzd egész  szamok,
melyekre

r? - Ls? = 1 és

k% - (L+160t% = 1
Ekkor a H=H2r, -1, 0, s) és K=K(2k, -1, 0, D> sorozatoknak

a 0 kezddtagtdl eltekintve legfel jebb két kdzés elemiik lehet.,

Mer jegyzéselc:

1. MHegjegyezziik, hogy végtelen sok a,b,c,d illetve r,s/k,t
egész szam talalhatd, melyek a feltdteleket kielégitik,
hiszen az xz-dyz=1 Fell egyenletnek, ha d>0 és nem
négyzet.szam, végtelen sok egész (x;y)> megoldasa van.

2. A 2. Tételbdl az L=B specialis esetben kiévetkezik J. Binz
emlitett eredménye. Ugyanis erre az értékre pontosan a
G(6, ~1, 1, 6) ég H(10, -1, 1, 10> sorozatok kdzos

elemeit hatarozzuk meg.
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3. A bizonyitasokbdl kitiinik, hogy 1lehetne a tételeinkhez
hasonldkat konstrudalni, a kozds elemek sziAmara azonban

AltalAaban nagyobb felsd korldt adddna.

1. TETEL BIZONYITASA. El8sz6r megmutat juk, hogy az H sorozat.

mindenttt eleméhez talalhatd egy x egész szim ugy, hogy
(x;y)=(x;Hn) egy megoldasa a

3> x? - Dy? = ¢

egyenletnek. Mivel (x;y)=Ca;bh) a feltételek miat.t megoldasa

(Ad)-nek, ezért az

"
> x +y 7D = [u+h4 D ] s n=0,1,2,..

egyenldséggel definidlt [xh;ynJ parok is megoldasok, hiszen

ezekre

Xz‘Dyi = [xﬂ+y|\/FJ (x"_y"{/-l-)—] =

™

= [a+beBq]"[a~erB“]n = [32~nb*J“ = 1

Masré=szt (4)-bdl

(nfbfrgﬂ]“ - [a—erBwJ”

1

27 D
kovetkezik. Az M sorozat esetében a karakterisztikus polinom

x2-2ax+1, gydkei pedig a feltételek miatt
) ammmegmmmann |
a=a+7Va*1 =w=a+b7D

“illetve #=a-b7YDb,

és igy N0=0, M1=b és a—-3=2b7Y D wmiatt (1) alap jin y,=H

n
kvetkezik, hiszen esetilnkben AZ+4B=4a%-4~0. Ebb{l mar

kovetkezik az Aallitasunk.

Hasonldan lathatd be, hogy az N sorozat minden N,



tag jahoz talalhatd egy z egész szam, ugy hogy (z;y)z[?;Nk]

egy megoldasa a
7Z—Ch+pry?=
egyenletnek.
Tehat ha vannak az M és N sorozatoknalk kizos elemeik,

8
akkor az

(5D xZ - py? =1

z? - h+pry? = 1
egyenletrendszernek legalabb annyi (x;y;z) egész szamhidArmas
megoldasa van, amennyi a kiiléonbdzd8 kilzés elemek szAma. Eldg
tehat azt bizonyitani, hogy az 5 egyenletrendszernek

legfel jebb két megolddsa van yw0 feltétellel.

Tegyiik fel, hogy (x,y,z) egy megoldiasa (5)-nrk. Fkkor

xz-Dy2=zz—(D+p)y2

és igy
6> x24py?=n? |
tovabba nyilvan (x,y)=(z,y)=1 ezért (x;y;z) a (6> ecgyenlet
paronként. relativ prim, primitiv megoldisa. (x,=d>1 esctén
pl(x?,z%> és ply kivetkezne, ami ellentmond az eldzdeknek.

Eldszdr azt. az esetet vizsgAl juk, ha p=2, ckkor (1)
&8 x242y?=22
alaku belathatd, hogy (7) primitiv megoldasai

x = |u?-2v?%] , y=2uv, z=uZ+2v?2

alakuak, ahol u,v relativ prim egészek és u paratlan. Ezeket
az értékeket (5) elsd egyenletébe irva
s’

2
[u2~2v"] - 4Du?v? = 1

addédik, ami

2
8> [uz—(2+20)v2] - [uma[)’]v“ =1

alakra hozhatd. De ismert, hogy az x?~py*=1 alaku
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diofantikus egyenletnek, ha D>X0 és D nem teljos négyret,
legfel jebb két megolddasa van (lasd Hovdell 1111, 270, oldal),
ezért legfel jebb két Cu;v) parra teljesiilhet (8) ugyanis
BD+ADZ=(2D+22%~4 nem tel jes négyzet.  Ebbhdl azounhan Az
kovetkezilk, hogy az (5) egyenletrendszernek is p=2 esetén
legfelyjebb két megaldasa van, amibdl az eldzdek miatt
kovetkezik a tétel allitasa a p=2 esetben.

A kdvetkezdkben azzal az esettel foglalkozunk, amikor
p>2 primszam. Az eldzdek alapjian tudjuk, hogyha (x;y;z) egy
megoldasa az (5) egyenletrendszernek akkor (6> is fennill és
(x;y;2) egy primitiv megoldiasa (6)-nak. Itt. is bizonyithatso
az ismert Fitagoraszi egyenlet megoldiasahoz hasonldan, hogy a
C(6) primitiv megoldasai, p>2 esetén
z

2> x = | pmz—n s y=2mn ; z=pm2+n2

vagy

2_,2
10> X = l DH_ZZ_

alakuak, ahol (m,nd)=1 és kiilénbdzd paritasu egész szamok és

2 2
uZ+
;. y=uvy s z=24—2x—

Cu,vd=1, paratlan egész szamok. Beirva e=zecket Az %)

egyenletrendszer elsd egyenletébe (9) esetén
2__2)2 2 2
[pm -n ] - 4Dm“n® = 1
mig a (10) esetében

2
2"'V

[Eﬂ—z——]z - pu?v? =

adédik. Ezek azonban : . ©o .

’

2
11> [n2—<p+zn>m2] - [abzulpv]m‘ =1



2> [Xi:ﬁﬂizglﬂi]2'~ [D’+pb]u‘ =1

alakra hozhaték, ahol belathatsd, hogy sem AD?+4pDh, sem D2app
nem tel jes négyzet. De (11) ém (12) egyenleteknek mint  mar
lattuk, legfel jebb 2-2 megoldisuk lehet, igy az 5>
egyenlétrendszernek legfel jebb négy egémz megoldasa lehet.

Ebb&l mar kovetkezik a tételiink pd>2 esetre vonatkozd

allitasa.

2. TETEL BIZONYITASA. Az el8z8 tétel bizonyitiimiaban kdvetatt

gondolatmenethez hasonldan belathatd, hogy ha vannak a H és K
sorozatcoknak kézds elemeik, akkor a
am x%-Ly? = 1

zZ-CLH16)y? = 1
egyenletrendszernek legalibb annyi (x;y;z) egdanz megoldisa
van, amennyi a kdzds elemek szama. Tegyitk fel, hogy (x;y;z)

megoldasa a (132 egyenletrendszernek. Ekkor ezekre az x,y,»

Py
14> x?+16y? = z?
iz fennall és L pirogssigan miatt  kilnnyen fgazoihatdd,  hogy
(x;y;2) a (14) paronként relativ prim, primitiv megoldisa. Az
viszont jol ismert, hogy (14> primitiv megoldasai

x = |m%-n?| , 4y = 2mn , z = m2+n?
alakuak, ahol m,n relativ prim egész szdamok és kilonbdézd
paritasuak. Beirva ezeket az értékeket a (13
egyenletrendszer elsld egyenletébe felhasznalva, hogy L alak ja

L = Bh (Ch pozitiv egész, h™8 ),
2 ¥
[mz—nz] ~ 2 hm?*n? = 1
adadik, ami

2
15> an - (1+h)n2] - [h2+2h]n4 =1
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alakura hozhatd. De h?+2h nem tLel jes négyzet, ezért,

hasonldan mint az 1. Tétel bizonyitasdban, az allitasunk mar

kovetkezik.
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PELLE BLLA

A MATEMAT IKAOKTATAS TOVABBFEJLESZTESERE ALAKULT BIZOTISAG -- S7ZENDREI-
FELE BIZOTTSAG —— TEVEKENYSEGUNCK ATTEKINTESE

ABSTRACT: (The work of the committee founded for the improvement of
teaching mathematics /Szendrei-commitlee/.) Twenty years agn, in
1968, the ministry founded the Szendrei-committee whose task was
to work on the problems relating to the improvement of teaching
mathematics. We would 1like to give a summary of the work of the
committee for the anniversary.
During 1its short existence the commitice had greal success in
making the teaching of mathematics more up-lo-date. We thiole that
our summary will help contemporary academics in writing up the

history of mathematics.

1960-ban, sz dvvel ezelotl o minisztoriam megalalCbatbbe o Srendyei-
féle bizotisdgot. Ennek feladata a malematikaoktalds tovibbfe)lesztdsdvel
kapcsolatos tennivalok kidolgozdsa volt. Az éviordulora egy osszefnglalot
kivanunk adni a bizottsdg munkdjdrdl. Visszalekintve ma is gy 148tjulg
hogy a bizottsdgnak rovid "élete" alatt érdemei vannak a matematikaokia-
tds korszerisitosének kimunkdldsdban, MegoayOzaddsiinle, hogy iicszeloglalonk
segiti a késObbi kor kutatdit a matematikatanitds torténetének feldolgo-
zdsaban.

Az 1960-as években a matematikaoklatas tovabbiejleszlése viligszerte
elotérbe kerilt. A tudomdnyok fejlesztésében élenjdard szakemberel egytn-
tetlen igényelték a matematikaoktatds tovabbiejleszlését. Szdazadunkban
ugyanis nemcsak a matematika tudomdnydnak fejlodése, hanem a matematikd-
nak a hétkoznapi életbe vald bevonuldsa is rohamos. A matemalika napja-

inkban ugyanolyan kédzvetlen  termeldoeocove  vialt, mil koribhan o (izikn,
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majd 3 kémia. Az iskolai matematika cktatdsunk viszont nem felelt neg
ezeknek az igényeknek, tdlhaladott szemléletd voll vildgviszonylathan.

A nemzetkizi 65 hazai torckvéseket figyelembe vitve n Movelddasiingyi
Minisztérium a matematikaoktatds toviabbfejleszicséneke segitdsdre 1960,
Juinius ?l.—i értekezletén létrehozott egy bizottsdgot. Elndke dr. Szend-
rei Janos, titkara Nyilas Dezsd, tagjai: Cser Andor, dr. Gindiics Laszlo,
Horvay Katalin, Merd Laszlo, dr. Molndr Jozsef, Palmay Lordnt, dr. Pelle
Bela, dr. Surdnyi Jinos. A bizottsdg Uirsadalmi szervezetkeonl mikiiditt,
mint az MM tandcsadd szerve. A munkdja 1doyegal az alalald dilds a korszo-
rd  szemléletd matematikaoktalds (tjainak és wodjainak keresdscben, ezzel
parhuzamosan a kizvélemény (a szélesebb tirsadalmi és a szikebb pedagagus
kozvélemény) megfeleld alak{tdsdban Jjelolte meg. Utalds tortént arra,
hogy a miunka sordn szilethetnek merész elképzelésck is, amelyckel elony-
ben kell  részes{teni  a loldogzatis-foldorzgatissal szemben. A bizobtshy
feladatait és munkamodszereit az aldbbiakban részleteztck. (1)

A bizottsdg feladatai:

- a matematikaoktatds hazai gyakorlatdnak elemzése;

- a hazai kisérletek tanulmdnyozdsa és elemzise;

- a kiilfoldi torekvésck és kisérletek tanulminyozdsag

- a matematika tudomdny fejlodésébol az iskolai matemalikaoktatisra hdru-
16 konzekvenciak vizsgdalatag

- irdnyelvek  kialakftdsa a mtematikaoklolis Lartalminale korszerias bosd -
re;

- irdnyelvek kialakitdsa a matematikaoktatds midszerének kovszevlisiteése-
re;

- javaslat és program kialakitdsa kisérletekre, a kisérletek irdnyitdss
és értékeleése; '

- irdnyelvek kialakitdsa korszer( tanterv készilésére;

- iradnyelvak kialakitdsa korszer( tankgnyvek, munkafiizetek, segédeszkozik
készitésére;

- irdnyelvek és programok kialakitdsa a pedagdgusok tovahblépzésére;

- Javaslatok kidolgozdsa a matematikaoktatsds korszerds{idsehol adodd fel-

adatok érvényesitésére a pedagoyuskeépzéshen,



A bizottsdg mnkamddszere:

- vita a hazai matematikaoktatis tapasztalatairol;

- vita a hazai kisérletek tapasztalalairol;

- vita 3 kiilfoldi kisérletekrol;

- ] tervesetek, tanul%ﬁnyok kész{tise ¢s kiszitletése, ezek vili)ng
- publikdlds a szaklapokban;

- szakértdil tandoskozdsok és munkadrtekezletek;

- albizotlsdgok mikodletése (szikséy szerinl);

- kilfoldi tanulmdnyutak kisérletek tanulmdnyozdsdra;

- nemzetkdzi ajdnldsok tanulmdnyozdsa és vitdja. (1)

A meghatdrozott program alapjin a bizottsdg a kivetkezd feladatokat veé-
gezte el:
1. Elkészitette a matematikanklatis korszerisitasét célzo nemzeikizi to-

rekvések tsszehasonlito és érickeld dokomenlicid)at (2).

Az anyag rogziti, hogy nemzetkizileg igeo széteskin i mozgalom, lioor-
letezés, hivatalos intézkedés (rendelkezés, pirthatdrozal sth)) ssiilniett
a matematikaoktatds korszeribbé Lélele érdekehen. Frelk eqyrészol nemeel-
kiizi szervele (UNESCO, Hemzelkiazi Malomatikoi Unid) Uinogal jalke A kiiliinhii-
z0 iranyzatok a sok eltérd vonds mellett szdamns kozos jelleget is mutat-
nak. Ilyenek a kovetkezok:

- a matematika fejlodése és a gyakorlatban vald alkalmazasa mindeniitt
szikseégletté telte a korszerisitést;

- a tartalom €s mddszer egysiéye;

- a korszerd matematikai diszciplindk és szemlélet bevezetiése;

- a korszerGsi{tés a legals6 foktdl a legfelsdig egyséyesen valdsitando
megs

- a kisérleteket pedagdgiai és pszicholdgiai vizsgdalatokkal cyyiitt kell
végezni ;

- sok akaddlyt jelent a szilok és pedagdgusok konzervatizmusa;

- akaddlynzd az a szemléletl, hogy a matemalika tanitdsa nem anyag- ¢s

pénzigényes.



2. A rendelkezésre d116 dokumentdciok, valamint ldtogatidsok alapjin a bi-
zottsdg megvizsgdlia és elemezie a  hazdankban folyd matematikaoktalbis

korszerias{tésével kapcsolatos kisérleteket. (3)
Véleményét az aldbbiakban rigzitette:

a) Az OPI Matematika Tanszdéke dltal irdnyftott kisériel a tantervlol e)-
Lero, tartalmiban és mddszerében ) Teldolygozist kisdrieles FiL Voneepei-
djdban  hazdnkban -- sajnos -~ az egyellen, de nem egyediil tehetsdges

olyan kise¢rlet, amelyik a nemzetkizi tirekvésekhez mérheto.

b) A MIA Pszicholdgiai Intézetében folyd kisérletek kiziil a "Forraind-
féle kisérlet" elsOsorban midszertani szempontbol érdemel emlitést. A ta-
nulok intenziv s ondllo foglalkoztaldsa terdn eredményes. A bizotlsdg az
also tagozatban folyd kisérlettel, a "dr. Léndard-féle kiscérlet"-tel nam
értett egyet.

¢) Or. Ungvdry Gyula dltal kezdett és irdnyitott kisériet a tiémel Demok-
ratikus Kiztarsasdghan folyd kisdrletekbal  vell al bizonyos olowele

azokat az 1.--1V. osztdlyokra dolgozta dt. Tdvlati koncepcidla nincs.

3. A bizottsdag elkész{tett egy tervezetet a walematikalandlias Forseorisf -
tése érdekében folyd kisérletek széles{tésére, leljesen 1ij kiscériclek be-
vezetésére, s a mir folyd kisérleleket kiegdsz{tn részkiasdriotekre. (4)
A mar folyd kisérletek széles{téseével kapcsolalban az a vélemény alakult
ki, hogy az csak biztositott anyagi €s személyi feltételek mellett enge-
délyezhetd. Kivdnatos a felsdub osztélynkban olyan dlmencti kf;érluLuk
bevezetése, amelyek az alsdtégozatoé tantervre épiilnek, de a korszerdsi -
tés bizonyos elemeit mdr tartalmazzak. Tel jesen dj kisérletek bevezetésat
nem latta sziikségesnek. A bizottsdg javaslatot tett eyy dtmeneti matema-

tikatanitdsi kisérletre és a pedagdgusok tovdbbképzeésére. (5)

4. UsszegyGjtotte és dltekintette a bizotisdg a hazai, elsdsorban a mdd-
szertani lapokban taldlhaté cikkekel, amelyek a matematikalanitds keérde-

seivel foglalkoznak.



5. Elfogadta a bizottsdg a hazai matematikaoklalds korszerisfiéséhen ér-
vényesitendd alapelveket Lartalmazd dokomenticiol, anelyel egy alhizott-
sdyg dllitott Ossze. (6, 7)

Az anyag elemzi a korszerd matematikaoktatds feladatait. E témdn be-
14l ramutat tobbek kozott a korszerGsités szilkségességire, a mglematikid-
nak az dltaldnos miveltségben betoltott szerepére, az életkori sa)jdtossd-
gokra, a matematika és a tébbi tirgy kapesolalira, az aszbityonzds ds fisz-
tinzés kérdésore.

A korszerd matematikaoktatds uttjainak elemzésénél szal az alapcelvek-
rol, draszervezésrdl, a tanitds segédeszkizeirol, a lantervedl ¢s tano-
nyagrol.

Kitér az anyag a megvaldsitds feltételeire, tennivaldlra, probléndic-
ra. Utal a taniloképzis- ¢és landrkepzasben mgoldondd feladatolra, o lo-
vabbképzés megszervezésére, a kiilfoldi tdrekvések figyclemmel kisérésére,
a tdrgyi feltételek biztositdsdra.

6. A korszerlsités alapelveit szem eldlt tartva a bizottsidg Javasolla a
Pedagoguskiépzo Osztdly nellett mikidd szakbizoltsdgnak, hogy a pedagongues-
képzés korszerGsitésenél vegyeék f{igyelembe a matematikanktalds korszeri-
sitésével kapcsolatosan leszirt kiilfoldi és hazai tapaszinlalokat, és5 a
pedagdgos jelotteket o Jelenbegi tanlervi kivelelményekee vald folladasfiog
mellelt készilsék eld a varhatd feladatokra.

Mivel a legnagyobb nehézség az also tagozatndl virhata, a bizotlsdyg
elkészitette a tanitok tovabbképzésével foglalkozd terveket. [z kiterjed
a tovdbbképzés tartalmdra, formdjdra, a szervezesi €s pénzigyi kérdisck-
re. (8)

7. A bizottsdg elkészitett es elfogadott egy anyagot, amely a propaganda
munka irdnydt, eszkozeit és modszereit tartalmazza. (9) A propaganda mun-
kdt az indokolja, hdgy a korszeriisités egészen (j szemléletet kivian mey
mind a pedagogustdl, mind a sziloktol. £ munkdban a podagoguskensa intdz-
ményeken kiviil fontos szerep jut a konyvkiaddknak, tdrsadalmi és kulturd-
lis szervezeteknek, rdadidnak, televizidnak stb. A bizottsdag a FTankonyv-

kiadd segitségét kérte olyan szakkori fizetek, tankinyvek, segidkinyvek



stb, megjelentetéscében, amelyek szatmailay, pedagogiai lag, didollikad oy

korszerlek, és elomozditjdk a matematikacktalis eldrehaladisdt.

8. A bizottsdg az OPL, az byri Tandrkeépzd Foiskola és a Sregedi Tandrkép-
20 Fﬁiqkola matematika tanszékeivel Gsszedllittatoll egy-cygy kisérlelti
tantervet az dltaldnos iskoldk V.--VI1T., oszidlyai szamdra. [nneko megvi-
tatdsa utdn egy albizottsdg kozremGkiodésével az OP1 Matematika Tanszcékén
elkésziilt egy tantervi javaslat az dltaldnos iskoldk T1.--VITI. osztdlyai

szamdra (10).

A bizoltsdag 1970, junius 26-dn elemezle addigi levekenyongal, 6n ja-

vaslatokat tett a tovdbbi feladatokra. Ezek a kovetkezOle valtak (11):

"1. A bizottsdg dltal osszedllitott jelenlosebb dokumentimokat nyi Lvinos-

sdgra kell hozni, hogy azok nyomdn széles vita induljon meg.

2. A bizottsdg eddigi munkdjdra tdamaszkodva eld kell késziteni eqgy uj di-

taldnos iskolai matematikai tanterv 1épcsdzeles bevezetését.

3. Kisérleteket kell inditani, illetve a meglévokel Tokozalosan kiler-
Jeszteni a felsd tagozaton is, hogy minél tébb részleleredményrol Tegyen

tapasztalatunk egy 03 tanlerv bevezoliése elatll,

4. Bir az dltaldnos iskola egyseget alkot a mtematikaoklalis szempont jia-
bdl, mégis nagyon fontosnak tartjuk, hogy a kozépiskoldk matemnlikaokla-
tdsdanak korszersitését is mmgunk eldtt ldssuk az dltaldnos iskolai kor-
szerdsitett tanterv eldkészildse elolt. ’

S. A pedagdgusok tovdbbképzését, s kiilondsen a tanitok (s dvonok) ilyen

irdnyu szervezett tovdbbképzéset siirgosen meg kell inditani.

6. A matematikatanitds korszerlsitését eldsegita tanszekiizisknek és s5zem-

181tetd eszkozoknek a készitéseét redlis dron biztositani kell.

7. Kivdnatos olyan konyvtdr kijelolése, amelyik a matematikaoklatds ker-
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déseivel  foglalkozd, egyyre terebélyesedd nemzetkizi irodolmal ayijli, o

az érdeklodokhiz eljuttatja.

8. Szoros  egytitlmikodés kidp{tdsct kell kezdeményeznt o szocialista or-

szdgok Kﬁzbtt a matemetikatanitds korszerGsftosdben.

9. A matematikaoklatds korszersitésétl célzd, s mindinkabh Kilerebdlyense-
di munka szempontjait, [0 feladatait a bizottadg tovibbira s (olyamatosan
elemzi, tanulmdnyozza ¢és kidulgozza. A tervek megvaldsflasst, figyelomne]
kisérését, ellendrzését és az ezzel kapcsolatos szerledgazo feladatlokat
elldtni azonban szervezetten -- a kiilfgldi példdkhoz basonldan -- nlyan
intézet tudnd, amely megfeleld szdami munkaldirssal rendelkezik, ¢s amely-
nek ez kizdrdlagos feladata. Ilyen inlézmény, illetve meglévd inlézmény -
ben ilyen részleg létrehozdsa (pl. az 0PI-ban, a MIA Matemalika Futaloin-
tézetében) ndalunk is szikséges."

A korszerlsitési bizottsdg rvovid mikiddse alatl igen inlenziven dol -
gozott és Jelentdsel alkotott. Az dltala javasolt gondolatok nagyrisze o
Mivelddési Minisziérium irdny{tdasdval megvaldsult. A bizolbadg mikidcedt
1973-ban sziintette meg az M{ azzal az indokoldssal, hogy a feladaldt el-
végezte.

Tevékenysdgdrol  batean  ctmondhat ok, bogy oedbiite Tasaabban Dirtadt

volna az i) tanterv kidolgozdsa ¢s bevezeldése. Taldn ha loviabh "¢l", weg-
valosul a tanitok és tandrok tovdbbképzésének szervezetl rendje és tana-
nyaga is, amelyen az tj tantervek eredményességénck sikere milik. Biztos,
hogy az Uj tantervekhez irandd tankonyvek és segddkinyvek megirdsdhoz is
komoly segitséget tudolt volna adni az alkotd csoport dussedllftiasdval, a

témakorok megvitatdsdval stb.

A bizottsdg Javaslatai kozott szerepelt olyan kisérlet elvénzése,
amely az -eddig végzett kisérletek tapasztalatai alapjdn olyan tanitasi
anyag €s mddszer dsszedllitdsdat probdlja ki, amely orszdgosan bevezelhno-
t6. Ilyen irdnyd kisérlet volt Seres Béla "esztergomi kisévlete", majdl

pedig a kisérletképpen bevezetett ideiglenes tanterv.
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SZEPESSY BALINT

MEGJEGYZESEK A VALOS FUGGVENYEK ITERALASAHOZ V.
CA VEGES REND# CIKLUSOKROL)

ABSTRACT:

CRemarks on iteration of real functions V.32 4 real
valued funcltion f((x), defined on the cloned
interval La,bl, is called - iteraticonal Lasic
function if
Cid) F(x) im a continuous function at cvery ingide
points of the 1interval fa,bi; furthermore
fix) is continuous on the right and on  them
left at point a and b respectivel v;
Ciid (x> maps the inierval La b)) onteo itael
Ciii> there is no subinterval of the interval la,b)
where (x> is a constant function;

For i=0,1,2,... the function r, oo, defined by
£,0x0=x and fi(x)=r[f‘_‘(x)] Jor i30; is called '

iterated function of f(x). We sayv a renl number ©
is a fix point of (x> of order one if f(c)=c,
furthermore c is a fix point of order r if fr(c)=c‘
bLut fn(c)ﬂc for n=1,2,...,r—1. 1f ¢ is a fix point

of f(x)> of order r, then the numbers F(c)=c1,

~ 7

f[c’]=c2,...,f[cr~x]=c are alse fix points of order

r and the fix points €€ .., give a cycle of

P
order r.
In some earlier papers we gawve conditions for {0

if it has no fix point of order greater than two or



PRVIv)

four, furthermore we have studied iterational basic
functions for which the orders of the cyclergs are
unbounded C(sce SZEPESSY (91,1101, 0111, and [121).
In this paprer we investicgate iterational basic
functions for which we have cyclen of finiteli

L order.

1. Bevezetés

Legyen (x> az {a,b] Cadbd zart intervallumban
értelmezett olyan egyértékil valds liiggvény, amely eleget tesz
a kovetkezd feltételeknek

1. fC(x) az adott szalkasz minden belsd pont jaban

folytonos a kezdd és a vézpontban  jobbrol, illetlve

balrdl folytonos;:

N

x> az la,bl intervallumot dénmagara kope=i Leg

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznalc,

amelyben f(x)= constans tel jesiil.

Az f(x) figgvényl iteridcids alaptiiggvénynel nevezziik a=
adott intervallumon.

Az Tu(x)=x; f‘(x)mF(x). fz(x)n{(i(x)), e
fn(x)=f[Fn_‘(x)]... figgvényeket az 1'(x) fiiggvény nulladik,
elsd, masodik, ey n-edik Cn-edrendit), ... iteralt
filggvényeinek (iterdalt jainak) nevezziitk. Az Fh(x) (n=2,3,...D
fiigzvények is mind rendelkeznpk az 1., 2., 3.
tula jdonsagokkal. (Ezt az 6sszetett fiiggvény folytonossagara
vonatkozo tételekbdl tel jes indukcioval kénnyen
bizonyithat juk.)

Tel jesiilnek az € (x)=f [F (x)]zf [F (x)] azonossagok
n+m n m m n .

is. Ha fe,d] (ckdd az La,b) szakasz egy reészszakasza, akkor



pont jainak elsd iterialtjai is egy szakasztl  alkotnalk; Jjele

tc,dl . A {c,d) szaknasz n-edik tterAalt jin o

[c,dln=[[c,d]n_l) intervallumot ért jiik.
1

Ha fCcl)=c, akkor a c¢ pontot az f(x) tiiggveny elsidrendi
fixpont jainak nevezzik. Ha f (ciwc n=1,2.3,...,r-1 eseteén, de
[y

Fr(c)=c; akkor a c pont az f(x) fliggvény r—edrendid fixpontja.

Ekkor, mint ismeretes az flad=c , f[c‘]=c7,.“,f[cr_l]=c

"

pontok is paronkent. kiilonhozd r-edrendii fixpontok, s egy
r—edrendit ciklust alkotnak.

Az elsd iterégiéelmélntl rendszerezd dolgamatok  PARNA
BELA-tA1l jelentelk ﬁeg (lasd 11, (21, 131 és [41). Azdta
- dolgozatai kapcsén'is = megndvekedett  awmol smama, akilz
iteracidelméleti kutatasokat folytatnak, s egyre tLobL  eddig
még nyitott kérdést tisztaznak.

E16bbi dolgoéaLokban Loy, 111D azt. a lrdést
vizsgdltuk, hogy milyen ileracios alapfiiggvény esetén nem
lehet a fixpontok C(ciklusok) rendszamira felsd korlatot adni.
Bebizonyitottuk, hogy

1. Ha az La,b] szakaszban 7CxD YA 1., LI 3.
feltateleknek eleget tesz és van két olyan disz junkt
reszszakasz, amelyeket a figgvény az egész la bl szakaszra
képez le, akkor van ‘barmilyen magasremdil oiklus, Ennek &
tetelnek a feltételei csak elézsegesek a tetszdleges
magasrendii ciklus létezéséhez. Kideriilt ugyanis, hogy

2. Ha aZc<d<b és f(x) az la,b)] szakaszan értelmezett
olyan iterdcios alapfiiggvény, amelyre f(c)=c, [{(d)=b, tovabba
van a [d,b] szakasznak olyan részszakasza, amelyet f(x) az
fa,bl szakaszra képez le, akkor barmely (természetes) n szam

esetén van az f(x) fiiggvénynek n-edrendii fixpont ja.



Ezeknek a tételeknek az elégsdges volta miatt  kezdtik
vizsgalni, hogy mllyen iteracios alapfiiggvonyok e=etdn lehet
a ciklusok rendszé&éra felsd korliatot adni  ([103,[121). Az
emlitett dolgozatokban az alapfiiggveényre olyan tovahbi
feltételeket adtunk meg, amelyek mellett csupian elsd, misod,
vagy negyedrendii fixpontok lehetnelk.

Bebizonyitottuk egyebek mellett, hogy

3. Ha add<b és f(x) az [a,bl szakaszon dértelmezett olyan
iterdcios alapftiggveény, amelyre (Cad=a, {Cdr=b, fFChyaad ey
x<la,dl esetén x<f{(xX<b valamint (€D a Ld, 1] szakaszban
monoton csiokkend, akkor az [ashl szakaszban  cwsak  elsd  Ow
masodrendii fixpontok lehetnek.

Ehhez a tételhez analdg a kivetkezd Allitas

4. Ha ad<d<b ésr,i‘(x) az la,bl szakiaszon drtelmazott olyan
iterdacids alapfiiggvény, amelyre f{(bd=b, fedr=a, fead<d
relicidk tel jesilnek és xeld,bl esetdén x>f(x)d>a, tnvabba Fx)
az [a,d) szakaszban monoton csdkkend, akkor am [a,bl
szakaszban csak elsd és masodrendil Cixpontok lehetnek,

5. Ha add<b ée€s (x> az [a,bl szalkaszon érielmezetl, olyan
iteracios alapfﬂggvény, amelyre f(ad=a, fG=b, fCLI=b d;
fz(b)étdml [d(d_1<b] relacidk tel jesiiluek o= A< emetdn
x<{£CxI<b, valamint £{x> a [b .d] szakaszban monoton  névekvd,
a [d,b} ~ben pedig monton csokkend akkor az la,bl szakaszban
legfel jebb negyedrendi fixpontok lehetnek.

6. Legyen add<b és f(x) a=z [?th’ szakaszban értelmezett

olyan iteracids alapfiiggvény, amelyre f(dd=a; t(b)=b; {Cad>d;

£ Cadsd_ | [a(d"1<dJ és dd{x<{(b egetén alflxd){(x valamint (x> ax

la,d) szakaszban monoton csokkend, a [d;ail szakaszban
monoton ndvekvd. Ekkor axz (a,bl szakaszhban legtel jebh

negyedrendi fixpontok lehetnek.
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%
Ebben a dolgozatban azt a kérdést vizsgdl juk, hogy
milyen iteracids alapfiggvények esetén lehetnek tovabbi véges

ciklusok.

2. A yézes rendii ciklusokidl

Legyen a [U,1} szakaszban értelmezett iteracids alaplbiizgvany

az
r . 1
2X H ha 0 € x = i
.-—x+% - ha %""‘5?}?
ff(x>= —2x + %% s ha T% S x s %
-x + % B ha % 5 ox = %%
-5+ & : ha Hosxsha €Y. Abrad
! Y R — “’_‘/“\‘] : g\ -
S \ /
VN IS
/
//
i 10 3 i - ¢
oot ddcd i

1. abra
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213
ItL a ¢*=0 és c=:j§ pontok elsérendii rixpontok. A
[ U,g J szakasz barmely X, pontjibdl  kiinduld  jterdcids

pontsorozatnak csak véges szAmu pont ja van e szakaszban annalk

meglelelden, hogy az Xy kezdlpont ja  a [d-ci+13; d_iJ
(i=1,3,...)> szakaszok melyikeébe esik. Ezele o ezalkaryok
ugyanis egyszeresen és tel jesen lefedik a [ O;% J szakaszt:;

tehat van olyan X, Cj>1d iteralt pont, amely a [ g;l ]

szakaszban esik. Ezt a sgzakaszt ((x) Onmagara kdépezi le;
vagyis X; minden iteralt pont.ja ebben a szakaszban marad.
Hagasabbrendii fixpontok csak ebben a szakamszban léphetnek
fel.

Az 1. Abran megrajzoltuk az r,ax iteralt faggvany kapeat

is a [ %; 1] szakaszban.

Tekintsiik a [%, c=?b], illetve a (c,1]) szakaszban az

—-2x + % : hn % < x < 7&
—x+§ H ha %’-}ISYS%
fy(x)= § + % : ha % T X s ?2 :
2x - 3 ; ha 55 x <%
| ax - %% : ha % s x - C
illetve
. - .
dx—f—% 3 ha CS‘(S:}]"
1 3 5
J x + = : ha T S x s 7
f_(xO= =
z -2x + g ; ha 7S xS %%
-x + & ; ha 1L <« <y
L q iz
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fitggvenyt iteriacids alapfiiggvénynek. Mivel f,(x) ezeket  a
szakaszokatl tnmagira képezi 1e é8 ezekben (xd>¢  illetve
f(x3)<c (x™c2>, ezért elsdérendinéel magasabb rvendii paratlan
rendszamu fixpontok a szdbanforgd szalasmokban, 8 oigy it

[ g; 1] szakaszban nem léphetnek fel.

L )
Mivel a fz(x)—re a [ g; cJ szakaszban a bevezetdben s

emlitett 6. tétel feltételei teljesilnek, exdért f _(xd-nek
ebben a srakaszban legzfel jebd nagyedrendi) fixpont jai

lehetnek. A {c,1) szakaszban f t(x)-nek az 5. értelmében

szintén legtel jebb negyedrendii fixpont jani Jehetnek., A [ %; cl
szakaszban pl. az x1=%; a [c,11 szakaszban az x?=1 pont
fz(x)—nek negyedrendii, 5 igy fixd)-nek nyolcadrendi
fixpont jai.

Tehat f(x) iteracids alapfiggvénynck n 10,11 mzakaszhan
csak elsd, masod, negyed é€s nyolcadrendii fixpont jai lehetnek.
Ez a példa is arra enged kévetkeztetni, hogy tel jesiil
Cf101 111, (12) harmadik illetve elsd tiitelainek), a
bevezetében is emlitett 3. €5 3. tételelk kivvetkezd

altalanositasa.

TETEL. & add<b és f{x) olyan iteracids alapfiiggvény az [a,hl

szakaszban, amelyre fCad=a, §{(dd)=b ég létezik olyan n
(természaetes) szam, amelyre £ (bdad " R de
2 -C2"'-1)
£ . (b><d ; 3 (0Sid<n)  teljestil, valamint adx<d esetén
2 (2" -1) . -

x<f(x)<b és f(xD az [f(b),d) szakaszban monoton ndvekvé, a
[d,bl-ben pedig monoton csdkkend, akkor az [a,bl szakaszban

legfel jebb 2" *!'—rendii fixpontok lehetnek.
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Meg jegzyzés: amint az mar ismeretes d = max {x} ;
—-C2"-1) x € fd,b)
£ L) = d azaz d E] legnagyobb
2™ -C2"* oy’ ~-(2"-1)
abszcisszaérték a (d.b] szakaszban, amelyre £ (X
2
figgveény d -y értekii.
—-C2" " 1)
L

BIZONYITAS. Tel jes indukcidval: n=0 esetén C([10]1 3. tételed;
n=1 esetén is (SZEPESSY, 1987 1. tételed; igaz a tetel
Allitasa. Az n=2 esetre egy specidlis példat az  eldizdockben
elemeztiink.

Tegyitk fel, hogy n=k-~1 esetén igaz Cindukcins teltovis),
bebizonyitjug, hogy n=k esetén is igaz a tétel Aallitasa.

Mivel az f[a,f(bd]; (FHICAD szakasz barmely x  pont janak

(8]

iteralt jai nagyobbak mint Xo» ezért a szakasz Dbarmely Xg
pont jibdl kiinduld iteriacids pontsorozatnak csak véges szamu

pont ja marad ebben a szakaszban, s ez  legfel jebbh i, ha a

cezdd . . szakaszb rsilc. '
kezddpont a [d_(t‘l), d_\] szakaszba esilk A {'~rt+1)’

d-i] Ci=0,1,2,...) szakaszok egyszeresen és tel jesen lefedik
az Ca,f(bd]l szakaszt; van tehat olyan xj(j>i) iteralt pont,
amelyik az [F(b)zbi,bj gzakaszba esik. (A lefeddés tel jessdge

mAr (SZEFESSY; 1987) bizonyitist nyert.> A [b‘,b] czakaszt
(x> onmagara képezi le, vagyis x; minden iteralt pontja
ebben a szakaszban marad. Tehat magasabbrendii fixpontok is
csak ebben a szakaszban lehetnek. : |

Tekintsik fz(x)~et iteracios alapfiiggvénynek a th bl

szakaszon. (2. abrad
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;'/
) ‘Qf”;7,
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r / d edy b, b

A £, fiiggveény a [b’,dj s a ld_l,hJ[g_l « ld,hJJ
szakaszban monton csdkkend és egy-egy pontban metszi  az
atlot, a [d’d—x] szakaszban  monoton ndvekvd, ezdrt  abban
lJehetnek masodrendii fixpnnbnk.

Ha o ld, d_1] intervallumban  vannak masodeendd  fixpontolk,

akkor legyven e = s up x, f?(x)=x. A lf(m)zn‘, v]
d(x(d“i :
szakaszban az fz(x)—nek crior i, tétel) comak  elsdrendii

fixpont jai lehetnek, amelyek {(xd)-nekz legfiel jebb masodrendii
C i

fixpont jai. Az le,bl szakaszban fz(x)—nek mint iteracios

alapfiiggvénynek Caz indukecios felteves kévetkeztéhend

legfel jebb 2¥-rendi fixpont jai 1éphetnek fel, ami azt

Jelenti, hogy f{(x)-nek az I[e,bl} szakaszban legfel jebb
2¥*1_rendit fixpontjai lehetnek.

[N



Ezzel bebizonyitottuk, hogy az le,bl] szakaszban igaz a tétel

dllitasa.

k41

A [bi,el] szakaszban sem lehet 2 —rendiinél

magasabbrendi fixpont; mert ha & r—edrendii I LA fixpont.
- Allitasunkkal ellentétben -, akkor r(€)=€1 = [e;bld s az,

ami az eldzbek szerint lehetetlen.

Ha a [(_!, d"J szakaszban nincs masodrendil Cixpont., akkor

a {bi; c] és a [c,b) szakaszokban € ¢ a [d,bl szakaszban

taldlhatd . egyetlen elsférendd fixpont), a bizonyitas am
2l1dz8ekhez hasonldan végezhetd el.
FEzzel a bizonylitAasl Lefte jeztilk,

Az eddigi eredmények alapjan konstrualhatoak olyan
iteracios alapfiggvények, amelyekre a fixpontok rendszima
felilrdl nem korliatos, valamint olyanok is, amelyekre a

ciklusok rendszama véges szam.
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