A MATEMATIKA HELYE A TUDOMANYOK RENDSZEREBEN

DR. PERGE IMRE

(Kozlésre érkezett: 1971, oktéber 25.)

1. A filozéfia és a matematika

A matematika és filozdéfia kapecsolata sokréti. E sokrétliség alapjat
taldan a mindkét tudomanyban meglevé altaldnossagra vald torekvésben
kell keresniink. A filozéfia ugyanis a valésag egészét, nem pedig valamely
specidlis szakteriletét vizsgalja és éppen ez az egyik jellegzetes vondsa,
amely megkilonbozteti a szaktudomanyokté]l. Hasonléan a matematika is
bizonyos tekintetben a valdsag egészét vizsgalja. A matematika is altala-
nos és egymastdl igen tévolesd teriileteken érvényes kozds Osszefligge-
seket tar fel. Erthetd tehat, hogy a filozéfia mindig komoly érdeklédést
tanusitott a matematika irdnt és mindig igyekezett a matematika ered-
ményeit a maga rendszerébe beépiteni.

Az S6korban a tudomanyok differencidlatlansiaga miatt az okor filo-
zofusai altaldban matematikusok is voltak. De még az Gjkor tudésai k6zott
is szép szammal taldlunk matematikus filozofusokat, Newton, Leibniz,
Descartes és még sokan méasok. A XIX. és XX. szazad filozéfusai is mély-
rehatéan foglalkoztak a matematika filoz6éfiai problémaival. Marx és
Engels is nagy fontossagot tulajdonitott a matematikanak és részletesen
kifejtették a dialektikus materializmus matematikaval kapcsolatos allas-
pontjat.

Ugyanakkor a matematikusok koéziil is szamosan foglalkoztak a ma-
tematika filozo6fiai problémaival.

A matematika legfontosabb filozéfiai problémdi a kdévetkezdk:

a) Mi a matematika targya?
b) Min alapszik a matematika legkiilénbozébb teriiletén valo alkal-
mazhatosaga?

c) Mi a jelentése a végtelen fogalmanak a matematikaban?

d) A matematika ,,eldonthetetlen” problémainak filozdfiai értékelése.

Nem ceélunk, hogy az itt felsorolt valamennyi problémara valaszt
adjunk. Részletesebben foglalkozunk az elsé két probléma kapcsdn a ma-
tematika targyaval és helyével a tudoményok rendszerében, a halmaz-
elmélet filozéfiai alkalmazasaval. Végll roviden elemezziik a matemati-
kai modellek szerepét is.

23* 355



2. A matematika és a valésag viszonya

A matematika az objektiv valosagot logikai formakban tlikrdzé tudo-
mény. Ez a megfogalmazas tal altaldnos és joforman csak annyit mond,
hogy a matematika: tudomdny. Kérdés azonban milyen tudomany? Miben
kilonbozik 2 tdbbi tudomianytol és mi a specifikuma? Ez a matematika
,,elsé szamu filozéfiai problémaja’.

Hogy erre a kérdésre megfelel6 valaszt adhassunk, szikséges megvizs-
galni az idealista valaszok f6 ismeretelméleti és metodikai forrasait is,
melynek lényege, hogy a matematikat kész allapotiaban, nem pedig kelet-
kezésében és fejléddésdben vizsgaljak.

A logicizmus® erre a filozéfiai problémara — ti. arra, hogy mi a ma-
tematika targya — igy valaszol: a matematika a logika része. Tézisiiket
a kdvetkez6 modon bizonyitjak.

1. Megvaldsult a logika matematizaléddsa. (A matematikai logika
megteremtésében a logicista iskola matematikusai kiemelked6 szerepet
t5ltdtiek be.)

2. Mivel a halmazelmélet segitségével az egész matematika felépit-
hetd, igy elegendé a halmazelméletet a matematikai logikdbol levezetni.
Ezt a problémat nem alaptalanul gy oldjak meg, hogy a halmaz fogal-
mat un. ,,05ztaly” elnevezéssel logikai fogalomnak tekintik.

A halmazelméletben felbukkant ellentmondasok megsziintetésének
realizalasandl azonban olyan posztulatumokat vettek fel bizonyitasukhoz,
amelyek logikai jellege erdsen vitathaté. De még ha vitathatatlan sikere
lenne is az emlitett logicista allitds bizonyitdsanak, az sem bizonyitana
a matematikai logika eredetét. Torténelmi tény, hogy a matematika kiin-
dulé Osszefiiggéseit és fogalmdt az emberiség nem a gondolkodds tdrvé-
nyeib6l, hanem az objektiv valdsigbol, az anyagi vilagbol absztrahalta.

Maés kérdés persze, hogy a matematika és a logika kozott bizonyos
Osszefliggés van.

Egyrész:

a) A logika alaptdrvényeit az ember az anyagi vilagra iranyuld tevé-
kenysége (gyakorlata) struktirajabol absztrahalta, s azokat be is tartja
gondolkodésa soran, mert csakis igy marad Osszhangban gondolko-
dasa a valosiggal. Az elsé matematika ismeretek is hasonléan alta-
lanos és j6 kozelitéssel természeti torvémyl absztrakeidi (aritmetika
és geometria). A logikdban és a matematikdban is kdzds az anyagi vi-
lagbél valé eredet, a formdlis-absztrakt jelleg és a nagy teriileten
valé alkalmazhatdsag.

b) Masrészt a matematikanak mnélkiilozhetetlen eszkoze a logika. A tudo-
manyokkal és a termeléssel vald szorosabb kapcsolata révén azonban
sokkal gyorsabban fejlodstt, mint a logika. Tulajdonképpen a mate-
matika mive a modern matematikai logika megteremtése is.

Az intuicionizmus, amely filoz6fiailag szorosan kapcsoldodik a kantio-
nizmushoz — ez is azt vallja, hogy a matematika nem a valésdgot tiik-

*A logicizmus megalapitéi Fregat és Russel. Az iskola kozvetlen elddje Leibniz, meélyebb
gyokerei Platonhoz nyulnak vissza.
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rozi, nem a tapasztalatbol indul ki, hanem a matematikai objektumokat
maga a tudat hozza létre, konstrudlja, kizarolag a tudatban levd alapele-
mekbé6l. Egy matematikai fogalom akkor létezik, ha a tudat azt meg-
konstrualja. Az intuicizmus szerint a matematika a priori és nyelv nélkili
tudattevékenység, s mint ilyen, fliggetlen a nyelvtél, a logikatdl és az
érzéki tapasztalastél egyarant.

A matematikai konstrukciék nem szorulnak sem tapasztalati, sem
logikai igazolasra; onevidensek. Nem vitas, hogy az intuicizmus ezzel egy-
szerlden megszinteti a matematikat, mint tudomanyt.

Természetesen az -emlitett idealista irdnyzatok mellett még szamos
mads irdnyzat is létezik. Anélkiil, hogy ezen iranyzatokat részletesebben
birdlnank, megallapithatjuk, hogy ha az emlitett szubjektivista hibakat
el akarjuk keriilni, akkor a matematika fejlédését torténetileg kell vizs-
galnunk.

Ehhez Engels tette meg az elsé komoly lépést. Engels ,,A természet
dialektikdjaban™ a matematikat a csillagaszattal és a mechanikival kol-
csonhatasban vizsgalja és a harom 6si tudomanyt a termelés sziikségle-
teibol vezeti le. A geometria és az aritmetika az egyszerli mérés és szam-
14las szlkségletébsl alakult ki, amelyben mar jél megmutatkozik a ma-
tematika targyanak két lényeges vondsa, a térformak és mennyiségi vi-
szonyok vizsgalata. Ez azonban még mindig nem a matematika specifi-
kuma, mivel pl. a testek térbeli alakjait és Osszefliggéseit a geometriin
kivil még més tudomanyok is vizsgaljak (asztronémia, geodézia, kristaly-
tan stb.). A geometria abban kiilonbozik ezektél a tuodmanyoktél, hogy
az anyagi targyak, konkrét anyagi tartalmatél teljesen absztrahalt formait
és tarviszcayait vizsgialja.

Tovabba az anyagi vilag mennyiségi viszonyaival sem csak az arit-
metika foglalkozik, hanem pl. a kvantitativ kémiai analizis és fizika is,
de ezek mindig konkrét kémiai vagy fizikai anyagi jelenségeket kutatnak.
Az aritmetika viszont, hasonléan a geometridhoz, absztrahdl a konkrét
anyagi tartalemtol és ,tiszta” szamokkal operal.

Fejtegetéseinket és a dialektikus materializmus alladspontjat még ma
is F. Engels szavai foglaljak &ssze legtomorebben: ,,...semmi esetre sem
foglalkozik a tiszta matematikdaban az értelem pusztin a sajat teremtmé-
nyeivel és imaginicidival. A szam és az alakzat fogalmait sehonnan més-
honnan nem vettiik, mint a valdésagos vilagbdl. A tiz ujj, melyeken az
emberek a szamolast, tehat az els6¢ szamtani mvelet végrehajtasat meg-
tanultdk, akarmi mas lehet, csak az értelem szabad teremtménye nem.
A szamldldshoz nemcsak megszamlalhaté targyak kellenek, hanem mar
az a képesség is, hogy e targyak szemiigyre vételekor minden egyéb tu-
lajdonsaguktodl el tudjunk tekinteni a szamokon kivil — e képesség pedig
hosszu torténelmi, tapasztalati fejlédés eredménye. Ahogy a szam fogal-
mat, ugy az alakzat fogalméat is kizarolag a kiilvilagbol kdlesdndzzik,
s nem a fejben a tiszta gondolkodasbol keletkezett. Kellett, hogy legyenek
dolgok, amelyeknek alakjuk volt és amelyeknek alakjat Gsszehasonlitot-
tak, miel6tt az alakzat fogalmadra jutottak. A tiszta matematika tdrgydt
a valésigos vildg térformdi és mennyiségi viszonyai, tehdt nagyon redlis
anyag alkotja. Hogy ez az anyag felettébb elvont formaban jelenik meg,
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az a kilvilagbol valo eredetét csak feliiletesen fedheti el. Hogy ezeket
a formakat és viszonyokat a maguk tisztasagaban vizsgalhassuk, ahhoz
azonban teljesen el kell 6ket valasztanunk tartalmuktél, s ezt mint ko-
zombost, félre kell tennilink, igy kapjuk meg a Kkiterjedés nélkiili ponto-
kat, a vastagsag és szélesség nélkili vonalakat, az a-kat és b-ket és x-
eket és y-okat, az allandokat és valtozdkat... Akarcsak minden tudo-
many, a matematika az emberek sziikségleteib6l szarmazott: a foldmérés-
b6l és edények Urtartalmanak mérésébdl, idészamitisbol €és mechanika-
bol. De akdrcsak a gondolkodas valamennyi teriiletén, a fejlédés egy
bizonyos fokan a valdsiagos vildgbdl elvonatkoztatott térvényeket elva-
lasztjdk a valosagos vilagtél, vele szembedllitjdk, mint ©6nallé valamit,
mint kivilrél jovo torvényeket, amelyekhez a vilagnak igazodnia kell...
igy és nem masként alkalmazzak utdlag a vilagra a tiszta matematikat,
barha éppen ebbdl a vilagbol kolesonozték, a vildg Osszetételi formainak
csak egy részét alkotja — és éppen csakis emiatt alkalmazhaté egyalta-
laban...”

Idézetlink természetesen nem meriti ki, csupan megalapozza a dia-
lektikus materializmus matematikara vonatkozé allaspontjat.

A matematikat tehat mindenekelétt az absztrakcié kiilonlegesen ma-
gas foka jellemzi. De ez az absztrakcio is tOrténetileg fejlédott erre a fok-
ra. Altaldban négy nagy fejlédési szakaszt szoktunk megkiilonbdztetni.

Az okorban az aritmetika és geometria elemi foka létezett. Ennek
a fejlédési szakasznak a végét, a matematika fejlédésében az elsé csomo-
pontot a konkrét szamokrol az algebrai altalanositdsra vald atmenet je-
lenti.

Ennek eredményeképpen fejlédik ki az ujkor elején az elemi mate-
matika, amelyet egy Ujabb csomopont zar le, amelyet Engels igy emlit:
A forduléopont a matematikdban Descartes variabilis mennyisége volt.
Ezzel bevonult a matematikdba a mozgds és ezzel a dialektika és ezzel
rogton szikségessé valt a differencidl- és integralszamitas is, melyet
azonnal meg is kezdtek. Newton és Leibniz nagyjabol befejezi, nem fel-
fedezi.”

A kovetkezb fejlédési fokon — a XVII—XIX. szdzadban — kiépiil-
nek az analizis, a differencidlegyenlet, a fels6bb algebra, a valdsziniiség-
szamitds alapjai stb. E fejlédési szakasz végét, vagyis a modern mate-
matikdba valé atmenet csomoépontjat az aritmetikdban az imaginarius
szam fogalméanak realis, a valdsiagban gyokerezé tartalma, illetve a geo-
metridban a nem euklideszi geometridk felfedezése jelentette. E fordulo-
ponttal kezdédik, a XIX. szazadban, a modern matematika, amely sza-
zadunkban fejlédott és fejlédik ma is kolosszalis méretlivé. Ezek kdzil
legfontosabb diszciplindk a nem euklideszi geometridk, a tobbdimenzids
geometriak, csoportelmélet, funkcionalanalizis stb.

A mai modern matematika leglényegesebb wvondsait a kdvetkezs-
képpen lehetne jellemezni:

a) Tudatosan feladatul tlizi ki a mennyiségi viszonyock és a térbeli for-
mak lehetséges tipusainak tanulmanyozasat.

b) Az 1j fogalmak létrehoziasinil egyre magasabb absztrakeiét valdsit
meg.

358



¢) A halmazelmélet bizonyos mértékig uralkodova valik.

d) A modern matematika elemzi sajat magat, alapjait, bizonyitasi és
kovetkeztetési modszereit. A matematika kiemelked6 jelentdséget kap.

e) A modern matematika tadrgya memcsak az adott, hanem a lehetséges
modellek tanulmanyozasa is [9].

3. A matematika és a szaktudomanyok

A matematika alapvetd ellentmonddsa, hogy teljesen elvonatkoztat
a vizsgalt anyagi jelenségek tartalmatél. De éppen ebben rejlik a mate-
matika fejlédésének legmélyebb oka is. Az ellentmondas alland6é megoldo-
désa, vagyis az absztrakt matematikai elméletek gyakorlati alkalmazasa-
nak megtalalasa utjan, az absztrakt forméanak redlis tartalommal valo
megtoltése és allandd ujratermelédése a fejlédés oka. Ezen ellentmondas
talajan jonnek létre, oldodnak meg és Ujulnak fel ismét, a matematika
tobbi ellentmonddsai, a véges és végtelen, a folytonos és a diszkrét, az
absztrakt és a konkrét ellentmondésai stb. Ezek kényszeritik a ,,tiszta”
matematikat allandéan Uj alkalmazasokra. A ,tiszta’” matematika igy
allandodan tagadja onmagat, mint a ,,tiszta” matematikat. A ,,tiszta” ma-
tematika csak az alkalmazott matematikaban, csak azzal elvalaszthatatlan
kapcsolatban tudomany és a gyakorlat a ,tiszta” matematika tovabbfej-
l6désének a forrasa. Helytelen lenne azonban a matematika fejlédésében
is a gyakorlat szerepét abszolutizdlni. A matematikat végsé fokon a gya-
korlat hozza létre és a gyakorlat igazolja. De vulgarizalas lenne ha minden
lépését kozvetleniil a gyakorlat Osztonzésének eredményeképpen fognank
fel. A matematikanak is van bizonyos viszonylagos 6nallésaga és onfejls-
dése. Ezért helyesen allapitja meg Alexandrov, hogy ,tartalom szerint
a matematikat targya hatarozza meg, de hatdssal vannak ra lényegében
és végeredményben a termelés sziikségletei is. Ez a matematika fejlé-
désének alapvet6 torvényszerlisége” [3].

A matematikanak ezen viszonylagos onallésdgaval fliigg Ossze, hogy
a matematikdban , kétféle igazsag” van.

Egyrészt matematikailag ,,igaz” az, ami logikai kovetkezmenye a ki-
induld axiomaknak és definicioknak.

Masrészt ismeretelméletileg és természetesen csak az a matematikai
eredmény lehet igaz, amely hiven tiikrozi az objektiv valdésidgot. Annak
eldontésére azonban, hogy igaz vagy nem igaz, azonban mar nem a ma-
tematika feladata, hanem az ismeretelméleté.

Ez is egy sajdtos ellentmonddsa a matematikanak.

Nem kis problémaét jelent ezek utan meghatarozni a matematika he-
lyét a tudomdnyok rendszerében. A tudoméanyok csoportositasanak objek-
tiv alapja lehet az anyag mozgasformainak 6sszefliggése. A mozgasformak
klasszikus sora, ahogyan Engels felsorolja: mechanikai, fizikai, kémiai,
biologiai és tarsadalmi mozgas. E mozgasformaknak megfelelnek a me-
chanika, fizika, kémia, bioldgia és végiil a tdrsadalomtudomdnyok.

A tudomanyok mai fejlettségi szintje és rendkivili differencidltsaga
mellett azonban nem lehet elég az ilyen egyszer( ,,soralkotas”.
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Szamos kisérlet van a mozgasformak differencialtabb kidolgozasara.
Ezek zOme els6sorban a felosztas szempontjainak kiilonbozdsége miatt
nem egyezik meg. Kedrov pl. a természeti mozgasformakat a kovetkez6-
képpen rendszerezi [4]:

TERMESZETI MOZGASFORMA

KVANTUMMECHANIKAI MOZGAS MAKROMECHANIKAI MOZGAS

 |-——> GEOLOGIAI MOZGAS
SZUBATOMFIZIKAL __ KEMIAI /" | Mol BRULARIS FIZIKAT MOZGAS
MOZGAS MOZGAS "\

> BIOLOGIAI MOZGAS

Ez a rendszerezés alapot adhat a természettudomanyok egy feloszta-
sahoz, de nem ad lehet6séget valamennyi tudomany csoportositasara.

A tudomanyok Osszességét az objektiv valosdg két nagy terllete sze-
rint természet-, illetve tdrsadalomtudomdnyokra szoktuk felosztani. Ezen
kiviil foglalnak helyet a valdsag egészével, legaltaldnosabb tdrvényszeri-
ségeivel foglalkozé filozéfiai tudomdnyok. E tudomanyok harom csoport-
jan belll azonban még mindig nincs helye a matematikianak. Ami a moz-
gasformakat illeti, ez természetes is, hiszen a matematika nem valamelyik
mozgasforman belili torvényszerliségeket tanulminyozza, hanem szinte
valamennyi mozgasformat, atfogd modon kutatja a mozgasok torvény-
szerlségeit. Jol ismert, hogy a matematika alkalmazasi teriiletei az utolsd
néhany évtized soran rendkivil megnovekedtek. Szinte minden tudomany-
ban igyekeznek a matematikai moédszerek adta lehettségeket felhasznalni.
A tudominyos kutatas teriiletén mind elterjedtebb az a torekvés, hogy
a torvényszer(iségeket a matematika modszereivel tarjak fel, annak nyel-
vén fejezzék ki, a termelés kiilonb6z6 adgaiban pedig matematikai moédsze-
rekkel igyekeznek gazdasagos eljarasokat kidolgozni. Nem lehet ez aldl
kivétel a filozéfia sem, ilyen fegyvert nem dobhat el, viszont forditva,
a matematika is rendkiviil kozvetleniil kell hogy kapcsoldédjon a filozéfiai
tudomanyokhoz tovabbra is.

A matematikdnak ez a behatoldsa a tudomanyok és a gyakorlati élet
minden terliletére, elsésorban az iparilag fejlett orszagokban 0ltott igen
nagy méretet, vagyis kozvetleniil kapcsolédik a tudomanyos technikai for-
radalomhoz.

Bizonyos mértékig tehat a matematika 4altalanosabb szinten mozog,
mint a természettel, illetve a tarsadalommal foglalkozé szaktudomanyok.
Ez abbdl fakad, hogy a természet- és tdrsadalomtudomdnyok tobbnyire
csak primér absztrakcidokkal foglalkoznak, ugyanis az anyagi folyamatok
kozvetlen tikrozésével.

A matematika viszont absztrakt fogalmak absztrakcidival és altala-
nositasaival, vagyis secunder és anndl magasabb absztrakcidkkal foglal-
kozik. ‘

A matematika tehat egy bizonyos szempontbdl, amely targyabdl ki-
vetkezik, atfogja az egész anyagi valdésiagot. A matematika a harom {6
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tudomnaycsoporthoz vald viszonyaban eredetét tekintve, kdzvetlen kap-
csolatban all a természettudomanyokkal, de 6 maga nem természettudo-
mdny. Konnyen belathato, hogy nem is tdrsadalomtudomdny.

Ezek utan tehat a filozofiai tudomanyok k&zé kell besorolni? Nyilvan
nem, mert bar bizonyos vonatkozasban atfogja az anyagi valosigot, de ez
nem a legaltalinosabb, kdzos torvényszerliségek és kategoridk vonalan
torténik. Ugyanakkor a matematikatol a filozéfia felé a matematikai lo-
gika &s a formailis logika kdzvetitésével egyenes ut vezet.

A matematika tehat ilyen értelemben a szaktudomanyok és a filo-
z6fiai tudomanyok k3zott foglal helyet, hiszen mindkett6hdz kdzvetleniil
kapesolédik egy bizonyos szinten. Tovabbi kérdés persze, hogy a mate-
matika szintjéhez hasonldé tudomany van-e még. Sok szempontbol hasonlé
a helyzet a kibernetikdban is, amely tudomany rendkiviil szorosan kap-
csoldédik a matematikdahoz. A matematika lényege is éppen az, hogy min-
denféle eddig ismert mozgisformara alkalmazhato.

Mindezek alapjan, az elvontsag Aatfogd jellegét, az altalinositds, az
anyagi valdsig konkrét jelenségeitél valdé nagyobb tavolsagot tekintve,
a tudomanyok rendszerét a kdvetkezékippen viazolhatjuk:

'

FILOZOFIAI TUDOMANYOK

MATEMATIKA KIBERNETIKA ... |

TERMESZETTUDOMANYOK | TARSADALOMTUDOMANYOK |

o ] N N
‘FIZIKA?KEMIA !BIOLOGIA’ ... |TORTENELEM| NYELV...
i |

A sémét természetesen nem tekintjilk és nem is tekinthetjuk teljes-
nek. Egyrészt nem zarhaté le a matematika és kibernetika szintje, noha
jelenleg nem ismeretes tdbb ilyen szintli atfogd tudomany. Masrészt a
szintek még tovabb is bonthaték, hisz vannak olyan atfogd jellegli tudo-
manyok is, amelyek nem egy, nem is minden, de tobb mozgasformat
Osszefognak.

4, A halmazelmélet elemeinek alkalmazasa a filoz6fiaban

A kovetkezdkben megkiséreljiik a halmazelmélet elemeinek, illetve
alapjainak rovid ismertetése utadn ezt a filozéfidra konkretizalni.
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A halmaz fogalma a dolgok, jelenségek viszonyanak és kapcsolatai-
nak nélkiilozhetetlen eszkoze.

Felsorolds vagy valamely kézos tulajdonsdg alapjdn osszetartozé dol-
gok vagy jelenségek halmazt alkotnak. A halmazt alkoto dolgok vagy je-
lenségeket a halmaz elemeinek nevezzilk. A halmazt természetesen ugy
kell megadni, hogy minden dologrol vagy jelenségrél egyértelmien el le-
hessen donteni; eleme-e a halmaznak vagy nem. Tehat a haszndlt filo-
zotfial fogalmaknak ismereteink szintjén ,,jol definialtnak” kell lennie.
Hogy a beletartozast vagy nem beletartozdst konnyebben megértsik, je-
loljik a halmazt — mint Gsszetartozé dolgokat — zart vonallal hatérolt
sikidommal. A halmazt nagybetlivel, elemeit pedig kisbetlivel jel6ljiik.

1. abra
Pl. 1. A:{anyagfajtak}
Az atom eleme az A halmaznak.
2. B:{térvények}
A szabadesés torvénye eleme a B halmaznak.
A természeti torvények halmaza eleme a B halmaznak.
Az olyan halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs (nem létezik eleme)
{ires halmaznak fogjuk nevezni. Jele: ¢JJ pl. ¢J: {nem anyag}
Két halmaz viszonyat vagy kapcsolatdt a kovetkezOképpen szemlél-
tethetjik:
a) eset

Az A halmaz elemei egyuttal B-nek is elemei, de 1étezik B-nek olyan
eleme, amely A-nak nem eleme. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy az A
halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak. Jeldlése: A C B.

Legyen pl. M a mechanikai mozgast végz6é anyagfajta és K a kémiai
mozgast végzé anyagfajtdk halmaza. Milyen kapcsolat van a két halmaz
(anyagfajta) kozott? Minden kémiai mozgast végzd anyagfajta egyuttal
mechanikai mozgast is végzs, de nem minden mechanikai mozgist végzd
anyagfajta végez egyidejlleg kémiai mozgast is. Tehat K valodi részhal-

362



maza M-nek. Ugy is kifejezhetjik, hogy a kémiai mozgast végz4 anyag-
fajtak létezése elégséges feltétele a mechanikai mozgast végzé anyagfaj-
tak létezésének, illetve a mechanikai mozgast végzd anyagfajtak létezése
sziikséges feltétele a kémiai mozgast végzé anyagfajtaknak.

Hasonldan szemleltethetjuk kulonbozo mozgast végzé anyagfajtdk
egymashoz valé viszonyat is.
Ez azonban korantsem az anyagfa_]tak osztalyozésa (lasd késdébb).

4. abra

M; = {mechanikai mozgast végzd anyagfajtak}

M, = {mikrofizikai mozgast végz6 anyagfajtik}
K = {kémiai mozgast végz4 anyagfajtik}

M; = {makrofizikai mozgist végzé anyagfajtak}
B = {biologiai mozgast végzé anyagfajtak}

T = {térsadalmi mozgast végz6 anyagfajtak}

Pl. a kémiai mozgast végzd anyagfajta létezése sziikséges feltétele
a tarsadalmi mozgast végz6é anyagfajtak létezésének, de ugyanakkor elég-
séges feltétele minden ,,alacsonyabb rendd” mozgast végzd anyagfajta
létezésének. TC BCM;C KC M, C M.

Amennyiben a mozgdsformdkat tulajdonsiguk alapjan szeretnénk
kapcsolatba hozni egymassal, akkor éppen forditott a helyzet. Ugyanis
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a tarsadalmi mozgasforma minden mozgasforma tulajdonsagival rendel-
kezik és ugyanakkor a mechanikai mozgasforma az Osszes tdbbi mozgas-
formanak csak egy bizonyos tulajdonsigat testesiti meg.

Tehat szemléletesen, ahol

\ T = {tarsadalmi}

B = {biologiai}

M; = {makrofizikai}
K = {kémiai}

M, = {mikrofizikai}
M,; = {mechanikai}

5. dbra

mozgasformak tulajdonsagainak halmazat jeldli, nyerjlik az alabbi 4brat
M,cM,ckCM,CBCT.

b) eset

A két halmaz azonos, vagyis A és B minden eleme kdlesdndsen eleme
mindkét halmaznak.

c) eset \) —
e

a 7. dbra
Egyetlen elem sem tartozhat egyszerre A-hoz is és B-hez is. Az adbra
tehat olyan halmazokat abrazol, melyeknek nines kozds elemiik. Az ilyen

halmazokat diszjunkt halmazoknak nevezzik.
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A b) és c) eset jol szemlélieti tobbek kdzdtt két jelenségesoporttal
kapcsolatos halmazok merev azonositisat, illetve szétvalasztasat.

d) eset

8. dabra

A-nak van olyan eleme, amely nem eleme B-nek, B-nek van olyan
eleme, amely nem eleme A-nak, de ugyanakkor létezik kozds elemik is.

Gyakorlatilag taldn ez az eset a legfontosabb. A filozdéfidban igen
gyakran hasznilatos eszmefuttatas soran, amikor azt mondjuk, helytelen
a két kategéria jelenségcsoport stb. azonositdsa és merev elvilaszidsa
(b és c eset) ezt a szamot (d) alkalmazzuk. Kitinéen szemlélteti ez és
megfelelé6 modellje is a dialektikus kdlcsdnhatdsnak.

Gyakran célszerQi egy ugynevezett alaphalmazt (H) is valasztani ugy,
hogy a vizsgalt halmazok, amelyekrél szé van, ennek a H-nak részhal-
mazai legyenek. Megkiilonbdztetéslil ezt a halmazt téglalappal abrazol-
juk. Pl tekintslik az emberi tevékenységek halmazat (H). Jelolje C a cél-

H

9. abra

szerti, £ pedig az ésszeridi emberi tevékenységek halmaziat. Vizsgaljuk meg,
hogy megfelelé viszonyban abrazoltuk-e a C, E halmazokat, tovabba mit
jelentenek az I, II, III és IV részhalmazok a H alaphalmazon. Az ilires
halmazt magunk részérél nem tekintjiik abrazolhaténak. (Ez a megszoritis
nem sziukségképpen kotelezd, de célszerd.) Igy abrainkat akkor tekinthet-
juk helyesnek, ha valamennyi részhalmaz kiilonbozik az Ulres halmaztol.
Elegendd tehat az I, II, 1II és IV-gyel jelolt halmazok létezését tisztdzni.
Konnyen belathatd, hogy

I = nem célszerd és ugyanakkor nem ésszeri
II = eélszerd és ugyanakkor ésszer(
IIT = célszerl és nem ésszerd
IV = ésszerl és nem célszer(i emberi tevékenységek léteznek.
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Jol szemlélteti abrank ezt a tényt, hogy a célszerliség és az ésszeru-
ség nem azonos, és ugyanakkor nem is valaszthato el mereven egymastol.
A II. halmazt a C és E halmaz kozos részének vagy metszésének ne-
vezziik, és igy jeloljik
II==CNE

A II, III és IV halmazok egyesitését pedig a C és E halmaz egyesité-
sének vagy uniojanak nevezziik és igy jeldljluk:
[ HNUIITUIV--CUE
J.
Altaldban azt a halmazt, melynek elemei az A és B halmaznak is
.elemei, a két halmaz metszetének nevezziik (satirozott rész) A nB.

H

ANB

AUB
10. dbra

Azt a halmazt pedig, melynek minden eleme A, illetve B halmazok
kozll legalabb az egyiknek eleme, a két halmaz egyesitésének vagy unid-
janak nevezzik

AUB

Tehdat CNE = célszerd és ugyanakkor ésszerii emberi tevékenysé-
) gek halmaza,
CULE = célszeri vagy ésszerl, vagy célszerii és ugyanakkor
ésszerl emberi tevékenységek halmaza.

366



Fejtegetéseink természetesen ketténél tobb halmazra is kiterjeszt-
heték. Példaként vizsgaljuk talan a determinizmus formdit és ezek egy-
madshoz valé viszonydt. (Nem osztdlyozasa ez a determindacidénak, de alapja
lehet annak). A két feladat kozil nyilvan az elsé konnyen megoldhatd
azaltal, hogy a determinacié formait felsoroljuk, anélkiil, hogy meghata-
roznank a koztik levé kapcsolatot. Itt csak arra kell ligyelniink, hogy az
egyes formak valoban a determinacio valfajait alkotjak, kiilénboznek egy-
mastol és a felsorolasbdl ne maradjon ki semmi.

Az eddig feltart legfontosabb determinacios formak:

1. Okok és feltételek dltal valé meghatdrozottsig. Az okokon és felté-
teleken a jelenségeknek azt a sorat értjik, amelyek elengedhetetlenek ah-
hoz, hogy egy jelenség 1étrej6jjon, fennmaradjon vagy megszinjon. Az
okozati meghatarozottsagot a legaltalanosabb éntelemben fogjuk fel, vagyis
elvonatkoztatunk attél, hogy milyen jellegliek az okok, belsGk-e vagy
kiilsok, lényegesek-e vagy lényegtelenek.

2. Torvényszerii meghatdrozottsdg. Ezen &ltalaban a jelenségek lénye-
ges, tartds, altalanos és sziikségszerd vondsait értjiik. A jelenségek tor-
vényszeriségek altali meghatdrozottsdgdn sem kizardlag kuls6 meghata-
rozottsdgot értlink, hanem beleértjik a belsé meghatarozottségot is.

3. Kolesonhatds dltal valé meghatdrozottsdg, amelynél a meghataro-
zottsag két vagy tobb jelenség egymasra valé hatdsa révén valdosul meg.

A kovetkez6kben megkiséreljik a halmazelmélet segitségével szem-
léltetni a determindciés formak egymas kozotti viszonyat, utalva néhany
Osszefliggésre is.

S

: 3
KOLCSONHATAS ot -\
: / torvény
_;_"_f"f-l/,’rf':‘
- \ondeer

mi

ok-okozati N, ¢ A

ey :r’v“‘ v /\‘
\ [/ OKOK Es'!|
\| FELTETELEK -

R
J"‘\r o

11. abra

Tekintslik az emlitett 3 determindcios forma altal meghatarozott je-
lenségcesoportok halmazat a legaltaldnosabb helyzetben (lasd &bra). Ki-
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mutatjuk, hogy I, II, III, IV, V, VI, VII részhalmazok egyike sem ilires
halmaz, vagyis hogy a determinaciés formak kapcsolata megfelel az ab-
razolt halmazelmséleti modellneX.

Vizsgaljuk el6szdr az 1-gyel és 2-vel jeldlt determinacidés formak
kapcsolatat. A tdrvényszerlségek okként is funkcipnilhatnak. Ebben az
esetben a tdrvény az okozati meghatirozottsag sajatos valfajaként jelenik
meg. Pl. a termeléerék és termelési viszonyok kozdtti Osszhang felbom-
lisanak torvénye, oka a tarsadalmi forradalomnak.

Ugyanakkor a jelenségek okozati meghatarozottsdga nem mindig tor-
vények altal meghatarozott. Vannak olyan okozati meghatdrozottsdgok,
amelyek véletlen Osszefliggések. Ha egy tégla X. Y. fejére esik, annak
van oka, okozatilag meghatirozott, de azt hiszem viladgos, hogy nem tor-
vényszerien meghatarozott. Es végiil a torvényszerliségek sem mindig
okozati Osszefliggések. Nem okozati torvényszerlségek pl. az uUn. struk-
turdlis és statisztikai torvények. Ez nem azt jelenti, hogy maguknak a
strukturalis és statisztikai térvényeknek nem lennének okai, csak nem
arra ad valaszt, hogy mi a jelenség oka, hanem a jelenség szerkezetére,
szabalyszertségére.

Folytassuk vizsgalédasainkat ezutin a determindcios formak kapeso-
lataval. A koélcsonhatds olyan determinaciés forma, amely mindkét, az
elébb emlitett determindcidés formanial eléfordul. Nyilvanvald, hogy az
okok és okozatok kdzétt kolesonhatas is van. A kdlesdnhatis azonban nem-
csak az okozati meghatarozottsigon beliil érvényestl, hanem az egyes tor-
vényszerlségek kozdtt is. Kolesdnhatas all fenn pl. a strukturdlis felépi-
tésnél a szerkezet és az elemek kdzdtt. Ugyanakkor nem mondhatjuk, hogy
minden kélesdnhatds altal meghatarozottsag egyuttal torvényszerd is.

Végezetiil emlitést tesziink még a halmazelmélet igen fontos fogal-
marol, az osztdlyozdsrol. Tesszik ezt azért, mert ezen a teriileten talal-
hato a legtobb pongyolasig, fogalomzavar. Jelent6s filozéfiai publikaciok
is sajnos egyszerU felsorolésokat is osztalyozisnak tekintenek.

Altalaban akkor mondjuk, hogy a H alaphalmaz részhalmazai a H
halmaz egy osztilyozasat adjak, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

a) Egyetlen résznalmaz sem Ures.
b) A részhalmazoknak paronként nincs kdzds elemiik.
c) A részhalmazok unidja megegyezik a H alaphalmazzal. Barmely

feltétel hidnya esetén mar nem beszélhetiink osztalyozasrél. Bizonyos
szempont szerinti csoportositds sem jelent felosztast, de alapul szolgal-
hat ahhoz. A determinizmussal kapcsolatos fejtegetéseink soran az I, II,
III, 1V, V, VI és VII-tel jelslt halmazok egy-egy osztalyt képviselnek. Pl
a IV-es halmaz: torvénye, mely okként funkcionél, de nem kdlcsdnhatis
altal meghatarozott jelenségek osztalya. Megjegyezziik, hogy egy alap-
halmaz osztdlyozdsa tobbféleképpen is megvaldsithatd, attdl fliggéen, hogy
mi az osztalyozas alapja. Ugyanakkor felhivjuk a figyelmet, hogy a filo-
z6fidban egyetlen egy osztdlyozds sem tekinthetd teljesnek és véglegesnek,
hanem csak az eddigi ismereteink alapjan mindenkor egy kozbiilsd és
nem merev osztalyozast jelent. Az osztalyozasrél és a halmazelméleti
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vizsgalatokrol viszont a filozoéfia sem mondhat le, mert az egyes jelensé-
gek, dolgok, kategériak stb. specifikumainak vizsgalatanal kénytelen szem-
beallitani azokat.

Az altalunk az 1. pontban vizsgalt tudomdnyok rendszerezésének hal-
mazelméleti modellje pl. az elvontsag atfogod jellegét az dltalanositdst, az
anyagi valosag konkrét jelenségeit6l valdé nagyobb tavolsagat tekintve, az
adbran lathato modell lehet. A filozéfiai altalanositdsokat a kibernetika és
a matematika teljes egészében felhasznalja, ugyanakkor bizonyos érte-
lemben mar konkretizal is, tehat ,,b6vebb halmazt ad, ugyanis nem lehet
minden matematikai és kibernetikai altalanositds egyuttal filozéfiai is.
Még kevésbé mondhat6 el ez utdébbi a természettudomanyokrol és a tar-
sadalomtudoményokrél, amelyek a valésag egy részének altalanositasaval
foglalkoznak, ugyanakkor altaldnositasaik jo része sem matematikai, ill.
kibernetikai altalanositas, tekintettel arra, hogy ,konkretizalnak”.

5_'-_,.}'_t._‘-’:F‘/i_L‘O _/'A AT

12. dabra

Nyilvan léteznek olyan filozdfiai, matematikai és kibernetikai alta-
lanositasok, amelyek egyrészt alkalmazhatdk a természettudomanyok és
a tarsadalomtudomanyok teriiletén is. Ismét masok viszont vagy csak
a természettudoméanyok vagy csak a tarsadalomtudomanyok teriletén al-
kalmazhatok. Ugyanakkor a filozéfia mellett matematika és kibernetika
viszonylagos ©nallésiga miatt nyilvanvaloan léteznek olyan un. ,,ideali-
z3lt” altalanositasok is, amelyek a tarsadalom- és természettudomanyok
altalanositasaként nem tekinthetiink.

Jol szemlélteti modelllink egyuttal azt is, hogy a filozéfia, matema-
tika és kibernetika modszereit valamennyi tudomdny felhaszndlja, a filo-
z6fiat még a kibernetika és a matematika is.
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Modelllinket természetesen nem tekinthetjiik teljesnek, még kevésbé
merev, lezdrt modellnek. Uj tudomanyok és hatérteriiletek jonnek létre,
amelyekkel kiegészithetdk, a tudomanyok bonyolult rendszere.

Ugyanakkor még egyszer hangsulyozzuk, hogy a matematika moédsze-
rei is — ha nem is valamennyi — alkalmazast nyernek a filozofidban,
amelyek kimutatédsa éppen e dolgozat egyik feladata is.

Nem feladatunk, hogy e dolgozat keretében tovabb szaporitsuk a pél-
dak és alkalmazasok sorat, bar igen jelentdsek. Viszont rdviden emlitést
tesziink még a mar altalunk is emlitett modellekkel kapcsolatban a ma-
tematikai modellekrél is.

5. A matematikai modellekroi

A modellalkotas a tudomanyos gondolkodas altalanos modszere. Az
anyagi vilag kiilonboz6é terlletének elemzése mindig ugy torténik, hogy
az objektiv jelenségek Osszességébdl kiragadjuk a lényeges, meghatdrozo
és tartés jegyeket, Osszefliggéseket. A tobbi ismérvtél és oOsszefiiggéstdl
azonban a vizsgalat lehet6sége érdekében elvonatkoztatunk. Az objektiv
valésadg modellekké valo absztrahalasa nélkiil semmiféle tudomanyos meg-
ismerés sem lenne lehetséges. Igy van ez mind a természettudomanyok-
ban, mind a tarsadalomtudomanyokban.

A tudomanyos modellekkel szemben &ltaldban két kovetelményt szok-
tunk tamasztani. A modell legyen az obj. valdésdg minél hibb, minél
adekvatabb visszatlikroz6je: ugyanakkor éppen a lényegtelen korilmé-
nyektél valo absztrahdlds révén emelje ki azt, ami a vizsgalt terlileten
lényeges és torvényszerl. Ugyanakkor a jelenségnek tobb modellje is el-
képzelhetd, s6t attol fliggben, hogy mi a vizsgilat célja, mint azt lattuk
is, tobb modellje is kell hogy legyen.

Ezekben a modellekben az obj. valdsag egyes elemének a szoban
forgo tudomdny kategoridi felelnek meg és az obj. valdsag elemei kozott
meglevd szlikségszerli kapcsolatokat a tudomdany 4altal megfogalmazott
torvények fejezik ki. Az igy felépitett modellekben kiilonb5z6 meggon-
dolasokat végezhetlink, amelynek eredményeként bizonyos kovetkezteté-
sekre, Uj ismeretekre jutunk. Amennyiben a modell a valdésig megfelel6
képe volt, és a meggondolasokat helyesen vittiik végig, akkor a nyert
(kbvetkeztetéseknek) konklizidknak a modell altal reprezentilt objektiv
valdsagra is érvényes kovetkeztetéseknek kell lennitik. Ezt azonban mar
a gyakorlattal valé egybevetés ellenérzi.

A tudoméanyos modellekkel végezheté munkat hatékonysagaban, meg-
bizhatosadgdban teszi konkrétabbi és ellendérizhetébbé a matematikai mod-
szerek alkalmazasa.

Matematikai modellnek a tudomanyos modellek matematikai nyelven
valé megfogalmazasat, megjelenitését értjik. Az objektiv valosag elemei-
nek a tudomanyos modellekben kategoridk, a matematikai modellekben
pedig szimbolumokkal jelolt matematikai kategéridk felelnek meg. A ko-
zottik levd torvényszerlUségeket pedig matematikai relaciok fejezik ki.
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Amikor arrél beszéliink, hogy felallitjuk valamilyen jelenség — cso-
port matematikai modelljét —, akkor tehat altaldban nem arrél van szd,
hogy az obj. folyamatokat kozvetleniil fejezziik ki matematikai formu-
lakkal, hanem arrél, hogy a vizsgalt folyamatok egy mar kialakitott tudo-
manyos modelljét dbrazoljuk a matematika nyelvén. A matematika mint
tudomany az anyagi vildg ktlonb5z6 jelenségeit vizsgdldé konkrét tudoma-
nyok fegyverzeteként keril felhasznaldsra és az alkalmazis kovetkeztében
nyert eredmények gazdagitjak a szdban levé tudomanyt.

A modern matematika a legkililonfélébb strukturak belsd szerke-
zetének feltardsiara Kképes, olyan strukturdkat is, amelyek az
anyagi vildg igen bonyolult kategéridinak belsd torvényszeriiségeit tlikroz-
hetik vissza. (Pl. n komponensld vektorok.) Nem indokolt tehdt ma mar
a matematikat csak (az egyszerd szamtanra gondolva) egyszerlien ugy
tekinteni, mint a mennyiségi Ssszefliggések (a tudoméanyos gyakorlatban)
kifejezdjét. Célunk éppen az kell hogy legyen, hogy a valésiag mennyiségi
és minéségi oldalait matematikai modellek segitségével fejezziik ki. Nem
lehet figyelmen kiviil hagyni a mennyiség és mindség dialektikus egysé-
gét, és nem indokolt a matematikai rendszerek alkalmazasatol a valdsag
mindségi oldalat félteni.

Nem helyes viszont az az A&llaspont sem, miszerint a matematikai
szempontbdl korrektul végrehajtott elemzés feltétleniil helyes eredményre
vezet. Sokan szoktak — szembeallitva mas tudoményokkal — hivatkozni
a matematikara ugy, hogy pl. 1 + 1 az mindig 2, az is volt és az is marad.
Ez pedig nem igaz, mert ugyanolyan joggal irhatjuk, hogy 14+ 1=10
(1 4+ 1 =10 a kettes szamrendszerben).

Minden konkrét esetben biztositani kell a matematikai modell lehetd
legnagyobb meérték(i valésaghiliségét, a matematika fejlettségszintjén. A
valosaghlségre vald torekvés bonyolitja a strukturdakat és ndveli a szami-
tasigenyeket. Ennek az ellentmondéasnak a felolddsa rendszerint a mat.-i
modell olyan egyszerusitését kdveteli meg, hogy csak bizonyos meghati-
rozott, a vizsgilat céljabél lényeges vonatkozisokban reprezentalja a va-
lésagot, de kezelhet6. De mind a matematika, mind a tébbi tudomanyok
fejlédésével az emlitett kompromisszum mindig magasabb fokon valosit-
hato meg, vagyis megvan a lehet6ség arra, hogy a matematika, az obj.
valésagot, mind maradéktalanabbul tiikrozé modelleken segitse a tudoma-
nyokat és igy a filozofiat is.
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DIE STELLE DER MATHEMATIK IN DER ORDNUNG
DER WISSENSCHAFTEN

Dr. Perge Imre

Die Beziehungen zwischen Mathematik und Philosophie, deren Grund in der
Aufdeckung giiltiger Zusammenhidnge auf allgemeinen und von einander weit-
stehenden Gebieten zu suchen ist: sind vielfdltig. Es ist wohl bekannt, dass sich
die Anwendungsgebiete der Mathematik in den letzten Jahrzehnten ausserordent-
Ikcht angewachsen haben. Die Methoden der Mathematik werden fast in allen
Wissenschfaten benititzt. Hinsichtlich des Ursprungs steht die Mathematik in un-
mittelbarer Verbindung zu den Naturwissenschaften, sie ist aber keine Naturwis-
senschfat. Es ist leicht einzusehen, dass sie auch keine Gesellschaftwissenschaft ist.
Sie kann aber auch nicht zu den philosophischen Wissenschaften gerechnet wer-
den, da sie die materielle Wirklichkeit nur aus einem gewissen Gesichtspunkt um-
fasst, dies aber nicht der allgemeinste ist. Zu selber Zeit fiihrt aber — durch die
Vermittlung der Logik — ein direktor Weg von der Mathematik zur Philosophie.
In diesem Sinne nimmt die Mathematik also zwischen Fachwissenschaften und
Philosophie auf einem bestimmten Niveau Platz. Auch die Kybernetik ist eine dem
Niveau der Mathematik &hnliche Wissenschfat. Die einzelnen Niveaus sind natir-
lich nicht fir geschlossene zu nehmen.

Die Methoden der Mathematik konnen — wenn auch nicht alle — auch in der
Philosophie Anwendung erhalten. Die veranschaulichen Modelle der Mengentheorie
konnen die Aufdeckung der Zusammenhinge, die der dialektischen Beziehungen,
die Klassifikation usw. in grossem Masse fordern. Das wird neben den vielen,
in der Arbeit vertffentlichten Modellen auch durch das Mengentheorie-Modell firs
System der Wissenschaften gut veranschaulicht.
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