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Egyik korábbi [1] dolgozatomban egységes módszert adtam meg a térmetrika . 
meghatározására relativisztikus értelemben is mereven mozgó (HERGLOTZ-/éíe) köze-
gekben [2]. E módszer jóvoltából legutóbb sikerült a r ra a meglepő felismerésre jut-
nom, hogy végtelen kiterjedésű euklidesi tér csakis inerciarendszerben valósulhat 
meg. Sőt a végtelen kiterjedés követelése bízvást az inerciarendszer [3] geometriai
definíciójául is szolgálhat.

E biztató program érdekében jelen dolgozatomban az euklidesi geometria elveit
a korlátlan kiterjedés (ideális eleme) bevezetésének ésszerű késleltetésével fej tem ki,
éspedig a közvetlen (vagyis már kiindulásában is koordinátamentes) vektorari tmetika
nyelvén, amelyet itt H . w e y l [ 4 ] hasonló törekvéseitől bátorítva csakis pontból, bizo-
nyos pontpárok merev (értsd: viszonylag mozdulatlan) viselkedéséből, valamint az
ilyenekhez rendelhető távolságértékből származtatok le. A szervesen csatlakozó rela-
tivisztikus kinematikai elveim megfogalmazását két pont pillanatnyi koincidenciájára
alapítom. A kiindulásban szándékosan sikerül tehát mellőznöm a természetes óra,
valamint a fényjel bonyolult fogalmát, amelyet korábbi szerzők [5], [6] igénybe vettek.
Megmutatom, hogy az ismert L a n g e - f é l e koncepciók [7] alapján felsorakoztatott kine-
matikai elvekből a Lorentz-transzformáció (a „világ'' analitikus modelljeként) köl-
csönös és egyértelmű módon levezethető.

1. §. Be ve ze t ő geometr ia i i sme re tek

A p o n t f i z i k á b a n az a n y a g o t p o n t o k b ó l k é p z e l j ü k ös sze téve, v a g y i s oly
kis a n y a g r é s z e k b ő l , a m e l y e k e n b e l ü l t o v á b b i v a l ó d i r é s z e k e t m á r n e m
t u d u n k m e g k ü l ö n b ö z t e t n i . E z e k n e k e lőször m i n d e n t u l a j d o n s á g u k t ó l e l t e -
k i n t h e t ü n k , k i v é v e az a n y a g b a n e l f o g l a l t „ h e l y z e t ü k e t " (kinematikai pont). 
í g y a p o n t f i z i k á b a n az a n y a g b o n y o l u l t n a k l á t s z ó m o z g á s á t m i n d i g az
a lk o t ó p o n t o k e g y s z e r ű h e l y z e t v á l t o z t a t á s á r a i g y e k s z ü n k v i s s z a v e z e t n i .
A k ö v e t k e z ő k b e n a p o n t o k a t á l t a l á b a n (amíg c s a k t o v á b b n e m s p e c i a l i z á l -
j a k ) e g y e n l e t e s e n k ö v é r n a g y b e t ű v e l , pl . P-vel , Q - v a l s tb . f o g j u k je lö ln i ,
és az 1. á b r a s z e r i n t a b e t ű a l á r a j z o l t n u l l k ö r r e l f o g j u k i l lu s z t r á ln i .
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A pont helyzeté t és annak változását, vagyis mozgását végső elemzé-
sében mindig viszonylagosnak ta lá l juk. Egyet lenegy P-pontnak helyzetéről ,
ill. a n n a k változásáról t ehát nem lehet beszélni, hanem mindig csakis egy
másik Q-ponthoz viszonyítva. Nevezetesen mind ig objektíven el t ud ju k
dönteni azt, hogy k é t pont, pl. a P és a Q egymáshoz ,,közeledik-e" avagy
,,távolodik-e".

Azt is megá l l ap í tha t juk pl., hogy a P a Q- hoz sem nem közeledik, sem
nem távolodik, vagyis viszonylag mozdulat lan. Ez utóbbi esetben a P-t és
a Q - t egymáshoz ké pe s t „me r ev nek " mondjuk . A merevség ezért ké t pont -
nak (pontpárnak) sz immet rikus tulajdonsága . De egyben ref lexív is, mer t
P önmagához képest mindig mozdulat lannak, vagyis merevnek mondható.

2. §. Vektor és reális szám kapcsolatának alaptételei
(Metrikus térkontinuum)

Az alapok alábbi kifej t ésében a későbbi (gyakori) hivatkozások é rde-
kében arab sorszámozott oly nyíl t értelmezések ( d e f . jellel), továbbá római
sorszámozott oly alaptételek (ax. jellel) és szintén arab sorszámozott köz-
vet len oly köve tkezmények (koroll. jellel) f og j ák egymást logikai sorrend-
ben „more eukl idico" követni, váltogatni , a me lye k szükségesek és elégsé-
gesek is a geomet r ia anali t ikus model l jének felál lí tásához. Megemlí t jük,
hogy alaptételeink a klasszikus geometria axiómáival e l lentétben nem
játsszák egyben a fogalmak burkol t (implicit) ér telmezéseinek szerepét is,
ha ne m ezek a t apasz ta l a t által köve tkezménye ikben igazolt, vol taképpen
ismer t vektori t é telek, amelyeket a bennük szereplő fogalmak nyílt defi -
níciói előznek meg.

A) A legáltalánosabb (kinematikai) ponthalmaz tulajdonságai. 

I. ax. Bármely merev pontpárhoz tar tozik egy és csakis egy nem ne-
gat ív reális szám.

1. def. Olyan me r ev pontpár t , amelynek két pont ja , pl. az O és az A 
között sorrendet is előírunk, hosszúságvektornak, röviden vektornak ne-
vezünk, és ezt OA-va l jelöljük.

2. def. Az OA vektor t sor rend szerint meghatározó első pontot, vagyis
az O - t a vektor kezdő, a másodikat, A-t a végpont jának nevezzük, és a 2.
áb rán az O - t A-val összekötő vonallal (gráffal) illusztrál juk, amelyen a sor-
rende t a nyí lhegy i ránya tün te t i fel. Az AO-vektor t az OA-vektor meg-
fordítottjának nevezhet jük.

2. ábra 
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1. koroll. Bármely vektorhoz tar tozik egy és csakis egy nem negatív
reális szám, éspedig éppen az, amely a vektort meghatározó pon tpár t az
I. ax. ér telmében jellemzi. Az OA-hoz tar tozó nem negatív reális számot
az OA értékének, vagy hosszának nevezzük, és ezt IOAi-val fogjuk jelölni.
Mindig fennáll , hogy iÖAí = iÄOlj^ 0.

3. def. Ha különlegesen az lOA = 0, akkor az OA-vektort zérusvek-
tornak, magát az O- és A-pontot egymással t ar tósan egybeesőnek mond juk .
— Ennek il lusztrálását szolgálja a 3. ábrán látható két koncentr ikus
nullkör.

A
o ® 

3. ábra 

II. ax. Ha OA! = 0, akkor az O -hoz képest merev bá rmely B-pont
egyszersmind az A-hoz képest is merev, sőt é r tékük egyezik OB = ABi
(4. ábra).

A B 

4. ábra 

2. koroll. Ha pl. a B-pont azonos A-val, akkor a II. ax. miatt OA =
AA = 0. Tehát a 3. def. ér telmében azonos pontok egyszersmind egybe-
esnek is.

3. koroll. Ha OAl = 0 és AB = 0, akkor egyszersmind AB = 0,
vagyis az egybeesés tranzitív tu lajdonság.

4. def. Ha az O, A, B-pontok mindhá rom párosítása merev, és létezik
oly ß reális szám, amelyre te ljesülnek az alábbi egyenletek:

!OB = l^l-;OAi, (a)

OB = - £ • OA + IAB1, (b)
\ß\

akkor az OB-t az OA-vektor //-szoros megnyújtottjának mond juk.
Ezt a tényt így jelöljük: 

OB — / / OA .

A me gnyú j to t t előáll ításának művele té t megnyúj tásnak , az OA -vektort
pedig megn yú j t a ndón ak nevezhe tjük (5. ábra). Ha OA =1= 0 és ß > 0, akkor
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azonos értelemben; ha pedig ß < 0, akkor ellenkező értelemben me g ny ú j -
to t t ró l beszélünk. A ß = 0 esetbein a (b) egyen le tben a határozat lan ß/\ß\-
nek csakis a —1 é r t é ke f é r meg a II. ax.-val .

O A B 
U s g ,

5. ábra 

4. koroll. B á rm e l y vektor egyszersmind önmagának 1-szeres meg-
n yú j t o t t j a is (ez 1. koroll. a lap ján látha tó be).

5. koroll. H a Ö B = /5-OA, akkor a 4. def. miat t egyszersmind: ÁB = 
(l-ß)-AO.

III. ax. A vektor megnyújtása tranzitív művelet, ugyanis bá rmely
vek tor megnyú j tá sábó l nyer t két vektor egyszersmind egymásnak is meg-
n yú j t o t t j a (6. ábra).

O A B C 

6. ábra 

Ha tehát OA 4= 0. továbbá OB = ß-ÖA és OC = y OA. akkor egyszers-

mind OC = — - OB.

6. koroll. A vektor megnyújtása egyértékű művelet . A II. ax-ból
ugyanis következik, hogy ha QA; =t= 0 mel le t t OB = ß• OA és OC = ß-ÖA,
akkor egyszersmind ICB = 0. Valóban: a III. ax. mia t t OC - 1 - OB, vagyis
4. def. (a) egyenle tébő l OC! = CB', ame ly mel let t azonban a (b) csak
akkor állhat f enn , ha IBC = 0.

IV. ax. Ado t t vektornál nem hosszabb megnyújtott vektor mindig 
létezik. Vagyis adot t OA vektorhoz és bá rmely egynél nem nagyobb pozi-
t ív /?-számhoz mindig ta r tozik az O -hoz képes t me re v oly B-pont, amelyr e
OB = ß-OA.

5. def. Ezér t pl. adot t OA-vek tornak mindig létezik felező vektora is,
amely tehát az e lőbbinek félszeres [ß — V2] megnyúj to t t ja. A felező vekto r
végpont já t felező pon tnak nevezhet jük .

7. koroll. A 4. koroll. a lap ján be látható, hogy valahányszor

OB = — • OA, mindannyiszor AB — — • AO.
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B) Az ún. planimetriai pontok halmazának tulajdonságai 

7. def. Ha a véges é r té k ű OA -vek to rhoz és tetszőleges pozit ív számná l
is nagyob b abszolút é r t ékű ^- szám hoz (amely é p pe n ezért l ehet negat ív is)

egysze rsmind tar toz ik ß-Ok m e g n y ú j t o t t v ek t or is, akkor az OA - ve k to r t

szabályosnak nev ez zük . A szabályos vektor e t u l a jdonság á t kép le t esen úg y

is megf oga lma zha t ju k , hogy az mi n d k é t i r á n y ba n „ kor lá t l anul m e g n y ú j t -

ha tó" . Ha /5-nak dimenziót is t u l a jdon í tunk , akkor a m e g n y ú j t á s mű v e -

le tével a hosszúság-vektorokból egyéb f a j ú vek toroka t is l e szá r maz ta t -

ha t unk .

8. def. Va l amel y OA szabályos vektor irányán ( tengelyén) az OA/ lOAl
me g n y ú j to t t v e k to r t é r t j ük . E n n e k é r té ke a 4. def. (a) egyen le te é r t e l mé-

ben egységnyi , függe t l enül attól, hogy hosszúság-v ek tora inka t az eddigi

hosszé r tékük hányszorosával k í v á n j u k e zentú l je l lemezni.

9. def. Ha az x-vál tozó ér te lmezési t a r t o má n y a a reál is számok ha l -

maza, és OE szabályos i r ány ve k tor [ OE = 1], akkor az x- OE m e g n y ú j t o t t
vektorok végp on t j a i nak ha lmaz á t az OE á l t a l meg ha t ározo t t egyenesnek 

nevezzük. Az x-változó tehá t hosszúság-d imenzió jú , míg az i r á ny d ime n-

ziómentes .

10. def. Ha OA szabályos vektor , akkor okve t lenü l lé tez ik a ß = — 1 

szorzónak megfe le lő ( — l ) - O A vek t o r is, a me l ye t az OA negatív jának 

m o n d u n k (7. ábra) .

7. ábra 

V. ax. Okve t lenül létezik o ly kivéte les O - p on t , amely ke zdőpo nt j a két

(OA és OB) különböző (vagyis egymássa l n e m azonos, h a n e m „el térő")

irányú szabályos vektornak .

11. def. Az V. ax. -ban eml í te t t k i t ü n t e t e t t O - t planimetriai pontnak 

nevezzük és a többi tő l való me gk ü lönbö z t e t és ü l a to vá bb iakban dőlt n a gy-

be tűv el : O-val f o g ju k jelölni.

VI. ax. Az OA és OB szabályos ve kto roknak A és B végpontjai egy-

máshoz k épes t me r e ve n v i se lkednek és ezenfe lü l az AB-vektor is szabályos

(vagyis mi ndké t i r á nyb a n vég te l enül m e g n y ú j t h a t ó ; 8. ábra) vektor . Éppen

ezér t ez ese tben az AB-vektort is konzekv ensen sovány dőlt be tűk ke l :

AB-ve l j e lö lhe t jük .

8. koroll. Ha OA és OB szabályos ve ktorok és oc tetszőleges reá l is szám,

akkor az OC = a • OA ve k to rna k C és az OB- ve kto rnak B v é g p o n t j a me rev
egymáshoz képes t , továbbá VI. ax. mia t t a BC vek tor is szabályos és így
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8. ábra 

a C-pont is plan imetr ia i pont (C, 9. ábra). Következőleg pedig a közös
kezdőpontú eltérő i r á n y ú két szabályos vektor ál ta l meghatározot t m ind-
két egyenes bármely p o n t j a is planimetriai pont.

A plan imetr ia i pon tok (P) ha lmaza va lamennyi pont (P) ha lmazának
egy részhalmaza: (P) C (P).

A következőkben csakis a 11. def . é r te lmében vet t planimetriai pon-
tokról esik szó, ezért e je lzőt e lhagyha t juk , és e megkülönböztetésre csakis
sovány dőlt be tű je ll el f o gu nk emlékezte tni .

12. def. Az OA és OB-vektor középvektorán azt az OC-vektort é r t jük,
amelynek kezdőpont j a szintén O, végpont ja pedig az AB-nek C felező
pont ja (10. ábra).

9. koroll. Adot t OA és OB vek to rna k a 6. és 7. koroll. mia t t mindig
van egy és csakis egy középvektora, és ez egyben függet len az OA és OB
megadásának sorrendjé tő l .

13. def. Az OA és OB vektor OD összegén e két vektor OC közép-
ér tékének kétszeres m e g n y ú j tó t t j á t é r t j ük . Ez okvet lenül létezik a 8. és 9.
koroll. mia t t . Az OD-összeget így j e lö l jük : OÄ -f- OB = OD.

CS

9. ábra 

10. ábra 
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10. koroll. A 9. koroll. miat t fennáll az összeg kommutativitása: 
ÖÄ -j- ÖB = OB + ÖA. _ 

14. def. Az OA és OB-vektor különbségén az OA-nak és az OB 10.
def. -ban értelmezet t negat ívjának , vagyis ( —l ) - O B - n a k összegét é r t j ük
(11. ábra):

OD = ŐA—ÖB=~ÖA-{~(—l)-ÖB. 

B ' t \ D
11. ábra 

11. koroll. Valamely OA vektor és a-OA megny új tó t t j án ak összege
disztributiv, vagyis OA -f- a-OA = (1 -\-á)-OA. Ez az azonosság következik
a 13. def.-bői és III. ax.-ból. Az azonosságból egyszersmind:

a • ÖA - f ß • ŐA = (a + ß) -ÖÄ

(első disztributiv törvény).

15. def. Az OA és OB-vektor skaláris szorzatán az

i-(|ÖAj2 + \ŐB\2 - |AB2)

reális számot ér t jük, amelyet az OA-OB jellel rövidí tünk (8. ábra):

Ö Ä • Ö B = 1 ( ( ) A 2 - O B I 2 - A B •') 

2

Ebből világos, hogy a skaláris szorzat kommutatív: 

ÖA • ÖB = OB • OA.

12. koroll. A 15. def.-ból következik, hogy

OA-OA = !OÄl2.

Továbbá valahányszor i O A í = 0, mindannyiszor II. ax. m ia t t O B = AB, 
tehát egyben Ö Ä - Ö B = 0.

13. koroll. Adot t OA vektorhoz és ß (akár pozitív, akár negatív) reális
számhoz mindig tartozik egy és csakis egy oly OB-vektor, hogy

ÖB| = \ß\ • \ÖÄ\ (a) ( = 4. def. a)
és

OA • OB = — • \OA\ • OB . (b)
\ß\ •
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M e g g y ő z ő d h e t ü n k u g y a n i s a r r ó l , h o g y a z a) és b) e gyen le te ik e t a 15. def .

a l a p j á n k i e l é g í t i az OB = ß-OA v e k t o r , a m e l y a IV. a x . é r t e l m é b e n m i n d i g

l é t ez i k é s p e d i g a 6. k o r o l l . m i a t t „ e g y é r t é k ű " m ó d o n .

VII. ax. A skaláris szorzat disztributiv, v a g y i s :

OA • (OB - f OC) - OA - OB - f OA • OC. 

A k ö v e t k e z ő k b e n p u s z t á n rövidebb í r á s m ó d é r d e k é b e n a k ö v e t k e z ő jelö-

léseket v e z e t j ü k b e :

a = OA, b = OB, c = OC s t b .

14. koroll. F e n n á l l a k ö v e t k e z ő a z o n o s s á g :

(/ • a) • b = X(a • b) (a)

E tétel belátására idézzük ú j jelöléseinkkel a 11. koroll.-t (b), a VII. ax.-t (c) és
a III. ax.-t (d):

(X + fi)' a — A a -f (jl ' a , (b)

a • (b + c) a • b + a • c . (c)

1 Ia b = ß • a és c — y • a , akkor

c = •[) . (d)
ß

A bizonyítandó (a) a (b) mia t t fel tétlenül igaz

2 = 0, + 1 , + 2 , + 3 , . . . , +k , . . ,-ra. De igaz ). = re is. Ugyanis (az egyenlőségjel

fölé annak az egyenletnek zárójeles betűjelét írva, amelynek alapján az egyenlőség
belátható):

(b! (a a\ <cl (a 1 í a \ 
ab = 1 1 b = 2 — b\ , tehát valóban — (ab) = \b . 

V2 2 J {2 J 2 {2J 

1 , 1 
Éppen ezért (a) igaz a A — — - r e és ál talában A — — -re is (j = 0, 1, 2, . . .). Isme-

4 2i 

retes azonban, hogy bármely reális szám egyértelmű módon felírható (lényegileg
a kettős számrendszerben, vagyis):

+ 00 y 

( j = í ) i 2> ( e )

J - ü 

alakban, ahol /t0 (pozitív, vagy negatív) egész számot, a l-2, . . . pedig vagy zérust,
vagy + 1-et jelent. (Minthogy itt a 2 egy monoton növekvő felülről (a0 + 1 ) korlá-
tos végtelen sort alkot, ezért ennek okvetlenül van határértéke. Tehát (e) miatt :

2 8 4



<e! f OO _ ( b ) f ) \ (Cl í 7 \ tb>

(Xa) b = J ^ ~ a J b = |A0 a + - y a + . . . j b = (X0 a) b + J-^-a | b + ... z 

( b ) _ 7 / } \ 00 te) _ 

1 \ l J j = 0 2) 
amit éppen bizonyítani aka rtunk.

Az (a)-ból (következik, bogy b = X-a esetében lab I = la! -Ibi. (f)

16. def. Az OA ós OB vektort egymásra merőlegesnek (orthogonális-
nak) mondjuk, ha OA-OB = 0.

15. koroll. Ha OA-OB = 0, akkor 15. def. a la pj án fennál l a 
PYTHAGORAS-tétel: ' L Ö A L 2 + L Ö B L 2 = L A B L 2 .

16. koroll. Valahányszor az OA-vektor merőleges OB-re, mindannyi -
szor a 14. koroll. miat t a Á-OB is merőleges OA-ra.

17. koroll. Adott OA-vektorhoz okvetlenül ta lálunk rá merőleges
OD-1.

Az V. ax. mia t t ugyanis mindig van szintén szabályos oly OB, amely-
nek i ránya (12. ábra) az OA i rányától eltér. A 8. koroll. a lap já n létezik
továbbá oly D-pont is, amelyre nézve AD = X • AB, ahol X tetszőleges reális
szám, nevezetesen

X
AO • AB 

12. ábra 

A 15. def. a lapján belátható, hogy X fenti é r téke mellett OA-OD= 0,
vagyis a megtalál t OD valóban merőleges OA-ra.

18. koroll. Az OA és OB vektorhoz okvet lenül talá lunk egy és csakis
egy_oly OC vektort , amely re ÖC = yÖÄ és CÖ C~B= 0 (13. ábra). Ezt
az OC vektort az OB-vektor OA-ra vonatkozó merőleges vetületének 
mondjuk .
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13. ábra 

Valóban a 15. def. és a ICOI = [OCí azonosság miat t a 

ÖÄ • ÖB .. - - — — eseten i lyen az OC = y • OA vektor, amely az
O A 2

előbbiek alapján biztosan létezik éspedig egyérfcékűen.
19. koroll. Az előbbi korol lá r iumban említett három ve ktor ra nézve

a 15. def. a lapján fennál l :
OA • OB = ÖÄ • ÖC 

Szavakban: a skaláris szorzatot az egyik vektortényezőnek a másik vektor
merőleges vetületével való skaláris szorzata is megadja .

C) Az ún. inerciális pontok halmaza 

VIII. ax. Létezik oly O k i tün t e t e t t planimetr iai pont, amely éppen
ezért nemcsak az V. ax. szerint i OA = a és az el térő irányú OB = b szabá-
lyos vektornak közös kezdőpontja , hanem még egy ezekre merőleges, szin-
tén szabályos ÖD = d-vektornak is.

17. def. A VIII . ax.-ban emlí tet t O k i t ün te te t t p lanimetr ia i pontot
inerciálisnak nevezzük és megkülönböztetésül ál ló (antiqua) nagybetűvel :
O-val jelöljük. (Az inerciális pootok (P) halmaza részha lmazának tekint-
hető a planimetria i pontok (P) ha lmazának: (P) c (P). Magát az a ós b 
vek tor ra merőleges d- i r ányvektor t n a b -ve l is jelölni fogjuk.)

20. koroll. A VIII. ax .-ban említet t O inerciális pontom k ívü l inerciális
még az A, B, D pontok bármelyike is, sőt bá rmel y (kettőjük ál tal megha tá-
rozott vektor egyenesén fekvő bármel y pont is.

A következő §-ban csakis inerciális pontokról lesz szó.

3. §. A térkontinuum analitikus modellje

A következőkben me gmuta t j u k , hogy az előző §-ban k i fe j te t t geo-
met r iai tételek bá rmely ikének megfelel egy-egy tétel a három-elemű
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reális változók függvény-analízisében. Más szóval a geometria az analízisre
egyér te lműen leképezhető.

A) A vektorok komponens-előállítása 

18. def. Az OX = x, OY = y, OZ = z vektorok legyenek szabályosak
(vagyis 7. def. szerint végtelenül megnyúj tha tok , 14. ábra), továbbá egy-
másra kölcsönösen merőlegeseik (,, o r t hogoná lisalk") az ismert jobbkéz-
szabály szer int :

xy = 0, yz = 0, zx - 0, (a)

és ér tékük legyen egységnyi („normál t") :

Ixl = 1, lyl = 1, ízi = 1. (b)

14. ábra 

Az így ér te lmezett közös (és per def. inerciális) kezdőpontú („orthonor-
mált") i r ány-vektorhármas t inerciális tengelykeresztnek, másszóval inercia-
rendszernek nevezzük, minthogy a 17. def. értelmiében az O pont inerciális,
sőt az X, Y, Z pont a 20. koroll. é r te lmében egyszersmind szintén inerciál is.

21. koroll. A VIII . ax., valamint a 18. koroll. jóvoltából okvet lenül

létezik legalább egy inerciális orthonormált tengelykereszt, röviden inercia-
rendszer.

22. koroll. Ha az x, y, z inercia-rendszer, akkor az x, y, — z is iner -
cia-rendszer, amit az előzőhöz képest ellenkező sodrásúnak nevezünk.

23. koroll. Adott x, y, z inercia-rendszerhez és OA = a vektorhoz
(ilyen a VI. ax. a lapján okvetlenül létezik, és A végpont já t „nyugvóna k"
nevezhet jük) mindig tartozik egy [faN, ay) a7]-val jelölendő reális szám-
hármas, hogy az a 

a = (axx + a y y) + OyZ (a)

alakban is írható (15. ábra, ahol OA s y = axx + a y y és O A z . az z).

Szorozzuk ugyanis a vektoregyenletet skalárisan rendre x, y, z-vel, aktkor

a VII. ax., továbbá a (18. def. a) és (18. def. b) egyenlet mia t t az
ax = a x ; ay = ay ; az = a z
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15. ábra 

egyenletekhez j utunk, ame lyek az ax, a y , az~t valóban me gadjá k éspedig
kölcsönösen és egyér te lműen .

Egyben világos, h o g y valahányszor az OA = a és egy OB == b vek tor ra

nézve a x = bx, a v = b y és a 7 = bz, mindannyiszor OA = OB, vagyis az

A és B végpont egybeesik.

24. koroll. 

a) Az b = a-a me gn yú j to t t vektort jel lemző [(bx, by), b7\ s zámhármasra

nézve mindig fenná l l :

bx ~ A ' CLx ; by = a • a y ; bz= a • az. (a)
b) A c = a-\-b összeg-vektort jellemző[(cx, cy) cz] számhármasra nézve

pedig mindig f enná l l :

cx = ax + bx', Cy = a y -f- by ; c-Á — az + bz. (b)

25. koroll. A vektori összeg asszociatív, vagyis

(ä + b) + c = ä + (b + c).

Valóban: a bal - és a jobb-oldal t jellemző számhármasok megegyeznek. Ugyanis
24. koroll. (b) egyenlete miatt a baloldalt jellemző számhármas:

[{(a* -f bx) + cx , (ay + by) + cv} (az + b7J + cz] , 

a jobboldalt jellemző számhármas pedig:

[{«x + + c j f ay + (by + Cy)} az -f (bz + cz)] . 

E két számhármas azért egyezik meg, mert az algebrai összegek rendre

(ax + bx)
J
rCx = ax-\- (bx-\- Cx) , . . . . Ezt kellett bizonyítanunk. Ezért az (a + b) + 

-f- c = d összeg jelzésénél nem okozhat félreértést, ha az a vektort jellemző [(£<x> a v )
számhármas jelölésénél a belső zárójel-párt elhagyjuk, vagyis ezt > ay > a z ] - ve l
rövidít jük.

19. def. Az x, y, z inerc ia -rendszerben az a vektort a 23. és 25. koroll.
ér telmében jellemzc [ax, ay , a7] é r té khármas t a vektor (merőleges) szám-
komponenseinek nevezzük.
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26. koroll. Az ab skaláris szorzatot a vektortényezők komponenseiből
a könnyen igazolható

ab = axbx + dyby + azbz

azonosság a lapján is ki számíthat juk.

27. koroll. A komponens-előáll í tás a lapján könnyen bizonyítható t é -
telek : 

a) / • (a -f- b) = A • a -f- X • b (második disztributív törvény).
b) Ha a c vektor is és a d is merőleges az adott oly a, va lamint b-

vektorra, amelyeik i ránya egymástól (különbözik, akkor a d-vektor egyben
a c-nek me gn yú j to t t ja.

B) Analitikus modell, térgörbe jellemzése 

20. def. Legyen az x, y, z inercia-rendszerben az OA = r A szabályos
vektor. Az r A veiktor az A nyugvó vég pont jának helyzetét je l lemezni képes.
Ezért az rA-t az A-point helyzetvektorának nevezhetjük. 

Az r A vektornak a 23. és 25. korol lár iumban értelmezet t derékszögű
komponenseit a [ xA, yA, zA ] számhánmassial jelöljük, amelyekre éppen
ezért fenná l l :

rA — xA • x + í / a • y + zA • z . 

28. koroll. Számítsuk két oly A és B (nyugvó) pont AB távolságának
négyzetét , amelynek r A és r B helyvektoraihoz rendre az xA, yA, zA és

> UB > zB komponensek tar toznak (16. ábra). Képezzük e célból a 15. def.
alapján az r\rB skaláris szorzatot:

W H = ~ ( r í + r h - jÄBj2) .

16. ábra 

Fejezzük ki innen a kereset t AB2 -e t :

|AB[2 = r\ + rh- 2rArn , 

17 2 8 9



és alkalmazzuk (visszafelé) a VII. axiómával k i fe jeze t t disztributív tör-
vényt : 

lABl2 = ( r A — r B ) 2 . 

Innen egyben rögtön azt is lá t juk, hogy két vektor különbségének értékét 
a végpontok távolsága is megadja. 
Végül a jobboldali skaláris szorzatot a 25. és a 24. b) koroll. a lapján fe jez-
zük ki komponensekkel . Ekkor a kereset t formula (amely az ine rc ia-rend-
szerben ún. euklidesi hosszmértékviszonyökat határoz meg):

\AB\z = (xx- + (yx-ijBp + ( z A - Z B f .

Ezzel világossá vált, hogy az inercia-rendszer „ te rének" bármely nyugvó
pontjához 3-e lemű reális ér tékrendszer t t u d u nk rendellni, éspedig kölcsö-
nösen és egyér tékűen, sőt e számhármasok segítségével a pootpárokhoz
tartozó távolságértékeket ki t u d j uk számítani. Ezáltal egyben valamennyi
axiómánkat is meg t u d j u k fogalmazni, csakhogy pont he lye t t számhármast
kell mondanunk. Minthogy pedig a hozzárendeléshez igénybe kel let t ven-
nü nk a 2. § - ban felsorakoztatott va lamennyi axiómát é s definíciót , ezért
bízvást ál l í that juk , hogy axiómareruszerünk ugyanúgy el lentmondásmentes,
akár az analízis.

21. def. (Későbbi hivatkozások céljából.)
a) Legyenek a reális p paraméternek az x = s (p) ; y — y (p); z — z (p) folytonos

(szintén reális) és egyértékű függvényei. Ekkor az x, y, z inercia-rendszerben az

r(p) =x(p)'X + y(p)-y + z(p)-z (a )

komponens-előállítással ér telmezett r (p) helyvektor végpontja a p különböző lehet-
séges értékeinél egy ún. térgörbének pontjai t képezi (17. ábra). A p-paraméterül cél-
szerű az ún. ívhosszúságot választani.

A

b) Az r = r (p) térgörbe ívhosszúságát ( ; t ) a p^ és p R paraméterértékekkel
jellemzett A és B pontja között a térgörbe A és B pontja közé beiktatható összes
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lehetséges A r hurpoligonok hosszúságának (értsd: értékösszegének) felső határa
definiál ja:

B _ 
A AH = l i m ^ . (b)

A

Itt hallgatólag feltételezzük azt, hogy a felír t ha tárér ték létezik, ha a közbeiktatott
pontok számát minden határon megnövel jük, ezzel minden A r húr hosszúságát vég-
nélkül kisebbít jük.

Tegyük fel, hogy az r (p)-t értelmező x (p), y (p), z (p) függvények mindegyike
a p-szerint legalább egyszer differenciálható. (Ekkor e függvények egyszersmind a 21.
def. a)-beli folytonossági követelményünknek is eleget tesznek.) Ezért létezik a 

dx — dy — dz — dr
x - f — í - . y + — - z =

d p dp d p dp

függvény is. E feltételek mellett a (b)-vel definiált

P B P B

o a b = | [dr, - | 

PA P A

d x V2

d p dp J 1 dp J

Cc)

dp . (d)

Ha ezután a Pu-t változónak tekint jük és p-vel rövidít jük, akkor:

Ö"A.

PA

dx2\
+ . . . d p .

d p
(e)

Ezért az r (p)-t egyben a görbe A pontjától számított crA. ívhossz-paraméter r (rrA.)
függvényének is felfoghatjuk (1. 33. def.-ban).

Világos egyszersmind, hogy

d c A .

dp

d x 2 '

d p , d p J ^ d p I
<0

(g)

Ezért az (a)-val adott térgörbe ún. érintőirányát a 

dr dr do^ .

do-A. d p d p
egység-vektor szolgáltatja.

D) Párhuzamos, valamint sík-vektorok bevezetése 

I t t c s a k i s o ly f o g a l m a k a t é r t e l m e z ü n k és v i z s g á l u n k , a m e l y e k r e a k i n e -
m a t i k a m e g a l a p o z á s á b a n (4. §) o k v e t l e n ü l s z ü k s é g ü n k lesz .

Az i t t k ö z ö l t ko r o l l á r i um o ik u g y a n a n a l i t i k u s a n ( é r t s d : v e k t o r - k o m p o -
n e n s e k s e g í t s é gé v e l is) k ö n n y e n i ga z o l h a t ó k , m é g i s i g y e k e z ü n k i n k á b b
a d i r e k t b i z o n y í t á s u k a t v áz o ln i .
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22. def. A veiktori összeg ér te lmezésénél (13. def.) egyszersmind fel -
lépő BD vektort (1. 10. ábráin), amelynek kezdőpont j a t ehá t az OB végpont-
jával , végpont ja pedig az OD ( = OA + OB) összeg végpont jával egyezik,
az OA veiktor B-pontbeli párhuzamos vagy parallel másának (képének vagy
átv i t t j ének) nevezzük és e tu lajdonságot így je löl j ük : OA I! BD.

29. koroll. Ha BD az OA vek tor (B-pontbeli) parallel mása, akkor fo r -
dítva, az OA vektor is parallel mása BD-nek (az O-pontban) és a 28. mia t t
é r t ékük egyszersmind me g is egyezik.

30. koroll. Az OA vektornak tetszőleges B-pontban van egy és csakis
egy parallel mása (az összegnek a 13. def. végén kifej tet t „egyér téküsége"
miatt) .

31. koroll. A vek torok párhuzamossága tranzitív. Ha tehát OA vekto r-
n ak az E pon tban pá rhuzamos mása az EF vektor (OA II EF), továbbá en -
nek a B-pontban pá rhuzamos mása a BG vektor (EF I BG), akkor a BG
vektor egyszersmind az OA-nak is pár huzamos mása (BG " OA).

Az a BD vektor, amely OÄ-nak a B-ben párhuzamos mása, megegyezik ugyanis
BG-vel, mert DG = 0 (18. ábra) az OG = ' Ö D miatt . A 20. def., valamint a 9. és 25.
korollárium jóvoltából ugyanis: OD = OA + OB; viszont az OG = OH — OE, ahol
OH = OÄ + OE + OB = OF + ÖB, t ehát OG = C)F — OE + ÖB — OA + OB, és ezzel
OD = OG, amit bizonyítani akartunk.

a) Két egyenes t (1. 9. def.) akkor m o n d u n k egymással párhuzamosnak ,
ha annak a ké t vdk tornak i ránya (7. def.), amely a k é t egyenest megha tá-
rozza, egymásnak pá rhuzamos mása .

A 19. á b r á r a nézve tehá t az ÖA és a P Q vektor által megha tá rozot t
(a) és (/?)-egyenes akkor párhuzamos : (a) II (ß), ha OA = a • OE, lOEl = 1;
P Q = q . P F és OE II PF. Fennál l pl. (a) II (a) is.

b) A 19. ábra (a)-egyenesén a G-ponto t a párhuzamos (/?)-egyenes P -
pont já ra nézve a kk or mon d j u k átellenes pontnak, ha a G P merőleges az
(a)-ra, vagyis GO • G P = 0. Ilyen G a 18. koroll. miatt okvet lenül létezik.

18. ábra 

23. def. 
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32. koroll. Ha az (a)-egyenes G-pomtja átel lenes pont ja a párhuzamos
(/5)-egyenes P-pont jának , akikor fordí tva P is átellenes pont ja Gnnek.

E tétel belátására ki kell mutatnunk, hogy a 19. ábra jelöléseivel PG • PF = 0.
Valóban a kiindulási feltevés miatt GO . GP = 0, tehát (15. koroll.) |GP[2 = |"ÖP[2 — 
[GO|2, ahol a 18. koroll. értelmében OG = y . OE, vagyis |ÖG|- = y2 [OE]2 és itt

y = Ö E . Ő P / | O E | 2 . (a)

Ezért egyik előbbi egyenletünk miat t :

|GP|2 = |OP|2 — y2 • |OE|2, (b)

másrészt a 28. koroll.-t alkalmazva a K~y és OE = a, OF = ÓÉ + OP = b esetre:

y (OE. OF) = (yÖE) . OF = OG . OF. (c)

Itt a jobboldal a 15. def miatt OG . OF = —(|ÖG| 2 + JOFj2 — |GF|2), ahonnan |GF|2 = 

= OCr ' -}- j ÖF |2 — 2 • ÖG . ÖF.

A (c) baloldalának felhasználásával pedig:

GF|2 = jÖGj2 + jÖFj2 — 2y • (ÖE • Ö F ) és ebből (a) alapján

|GF|2 = |ÖP|2 + ! 0 É j 2 (1 - r ) . (d)

Minthogy a 32. koroll. miatt |PFj — |OE|, ezért (a) alapján

P F 2 + |PG|2 = |OE|2 + OP,2 - y2 jOEj2 = [OE|2 (1 - f ) + |OP,2 , 

ami (d)-vel egyezik, vagyis a 15. kor. megfordítása alapján PG . PF = 0. Ezt akartuk
bizonyítani.

33. koroll. Ugyanazon párhuzamos egyenespáron tetszőlegesen felvett
két átellenes pon tpár távolságértéke megegyezik.

24. def. Két párhuzamos egyenes távolságán („közén") ké t átel lenes
pon t j ának távolságát értjüik.

25. def. Az OD vektor akkor esik az egymás tól eltérő i r ány ú OA és
OB vektor síkjára (20. ábra), ha t a lá lunk oly a és b reális számot, amellyel
OD a következő alakban adható meg:

OD = a • OA b • OB.
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34. koroll. E g y v e k t o r n a k v a l a m e l y s í k r a e s é s e tranzitív t u l a j d o n s á g .

V a g y i s h a az O A - t ó l e l t é r ő i r á n y ú O D is és O F is a z e g y m á s t ó l e l t é r ő

i r á n y ú O A és O B v e k t o r s í k j á r a e s i k , a k k o r e g y s z e r s m i n d O F a z O A

és az O D s í k j á r a es ik .

Valóban, a feltevés miat t : Ö D — űD • ÖÄ" + bD • Ö B , és O F = aF • ÖÄ + bF • OB ,

ahol a kikötésünk ér telmében jzé 0. Fejezzük ki az első egyenletből OB-t:

OB = 1 • O D — - Ö Ä ,

és helyettesítsük a másodikba:

O F — aF • OA + — • Ö D — . "ÖÄ — (aF - - O Ä + ^ - Ö D ,

ami éppen állításunkat igazolja.

26. def. Az OA, O B , O C vektorhármast lineárisan függetlennek a k k o r

m o n d j u k , h a az a • O A b - O B c • OC v a k t o r i összeg csaikis a k k o r

z é r u s , h a a = b = c = 0.

35. koroll. A V I I I . a x . - b a n e m l í t e t t O A é s O B v e k t o r o k , a m e l y e k e g y -

m á s tó l e l t é r ő i r á n y ú a k , é s a z e z e k r e m e r ő l e g e s O D v e k t o r l i n e á r i s a n f ü g -

g e t l e n v e k t o r h á r m a s t a l k o t n a k .

Ez állítás bizonyítására megmutat juk , hogy tagadása el lentmondás (hamis). Tegyük
fel tehát, hogy nem az állítás, hanem annak ellenkezője igaz, vagyis van oly a, b, d 
szám, amely közül legalább az egyik nem zérus, és amelyre mégis

a . OÄ + b • OB + d • OD = 0. (a)

Először megmutatjuk, hogy az egyenlet fennállása esetén a három szám közül a d 
semmi esetre sem lehet véges. Szorozzuk ugyanis ezt az egyenletet OD-vel, ekkor
a merőlegesség kikötése miat t d . |OD|2 = 0 egyenlethez jutunk, ahol |OD|2=)=0, tehát
ahonnan valóban d = 0 adódik.
Ezért (a) okvetlenül az a . OA + b . ÖB — 0 egyenletre egyszerűsödik. Ez azonban
sem a4=0 , b = 0 (I), sem az a = 0, b =j= 0 (II), sem pedig az a 4= 0, b 0 (III) esettel
nem fér meg. Ugyanis belőle az I esetben b = 0 mellet t mégis az a = 0, a II-ban
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a ~ 0 mellett mégis a b — 0, a III-ból pedig az következne, hogy OA és OB vek-
torok mégis egyirányúak, noha a kiindulásnál (VIII. ax.) ennek ellenkezőjét té te-
leztük fel.

4. §. A relativisztikus kinematika alapelvei

A) Időkontinuum 

27. def. Az A-pont va lamely t ul a jdonságának legelemibb megvál to-
zását az A-pont eseményének nevezzük. Ezt a következőkben megfelelő
görög kisbetűvel, a-val fog juk jelölni.

IX. ax. Mindig el t u d j u k (objektíven) dönteni azt, hogy ugyanazon A-
ponton az egyik a ' - esemény egy másik a " - né 1 későbbi-e (ennek je le:
a • > a") vagy sem.*

28. def. Ugyanazon B-pontnak viszont két oly ß'~ és ^" -eseményét ,
amely közül egyik sem későbbi a másiknál, szimultánnak nevezzük:

X. ax. Az eseményeik kontinuumot a lkotnak. Vagyis ugyanazon p ont -
nak eseményei a „később" rendező állí tással (De de k in d- f é l e szeléssel) úgy
rendezhetők, akár a reális számok.

29. def. Ha az E-pont az A-hoz képest mozog, akkor az E-pont esetleg
,,át" is ,,haladhat" A-n. Az „áthaladás" p i l lanata az A-n egy a-eseményt
határoz meg, amelyet a Z (A, E)-vel jelölhetünk. Ha az E az A-n áthalad,
akkor fordí tva az A is á thalad az E-n, és ezzel E-n szintén egy • (E.A) }val
jelölendő eseményt „vált ki".

XI. ax. Ké t pont koincidenciáját, más szóval kölcsönös áthaladását
egymáson kategor ikusan megí télhetőnek t a r t j uk , akár a mozgást .

A következőkben nem zá r j uk ki azt, hogy az A- és az E-pont meg-
számlálható módon egymásután többször is á thaladjon egymáson.

XII. ax. Három tetszőleges pont kölcsönös áthaladása egymáson tran-
zitív. Ha tehát A-n az E is és ugyanakkor F-pont is áthalad, vagyis
(A, E) (A, F), akkor az E és F is okvetlen áthalad egymáson.

36. koroll. A XII. ax. fe ltételei szerint egyszersmind

(E, A ) : : (E, F) és (F, A) Z <F, EJ.

B) Téridő-kontinuum (világ) 

XIII. ax. A mozgó E-pont bármely lehetséges e eseményekor t alá lunk
az inercia-rendszerben (3. § 18. def.) egy és csakis egy nyugvó A-pontot ,
amelyen az E éppen áthalad [e • (E, A)]. Az E mozgásakor csakis egy fo ly-
tonos térgörbe (,,pályagörbe") pont ja in ha l adhat át éspedig, ha ezek m ind -
egyikén tör ténetesen csakis egyszer halad át, akkor a té rgörbén az E-nek
későbbi eseményekor letapintot t ponthoz mindig egyszersmind nagyobb
abszolút é rtékű ívhosszúság tar tozik.

* L á b j e g y z e t : Ennek egyetlen objektív kritériuma az entrópia növekedésének iránya.
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XIV. ax. Ha az E-pont az inercia-rendszerben n yugv ó (a) egyenesen
mozog, okikor tetszőleges a nem negat ív reális számhoz mindig mozgatha -
tunk az (a)-n legalább egy oly G-pon tot is, hogy E és G egymáshoz képest
merev és lEG — a. 

XV. ax. Ha az E-pont egy, az inercia -rendszerben nyugvó (a) egyene-
sen mozog, akkor tetszőleges d-közű (y) párhuzamos egyenesen mindig
mozgathatunk az E-hez képe st merev oly F-pootot is, hogy IEFÍ = d. 

Ilyenkor azt mo nd juk , hogy (a), (y) pá rhuzamos egyenespáron az E 
és F-poot „átellenesen" mozog (21, ábra) .

d
H

21. ábra 

XVI. ax. Ha az előző ax . -ban eml í te t t E-pont az (a)-egyenes nyugvó A-
pon t j án egyszer áthalad, akkor az F-pont is egyszer okvetlenül á tha lad a 
(y)-egyenesmek A-val átel lenes C-pomtján.

Vagyis jelöléseinkkel élve: az E-pont e • (E, A) eseményéhez okvet le-
nül tartozik az F-pontnak is egy cp ^ (F, C) eseménye és fordí tva.

30. def. Ha az EF v ek to r a XVI. a x . -ban említet t módon, t ehát „haránt-
irányban" halad át a ve le egyező é r t é kű AC-n, a kk o r a nyugvó A-nak
« (A, E) és a C-oeik y (C, F) e seményé t egymással egyidejűnek mond-
juk, és a t én y t a __•_ y-val jelöljük. Valamely nyugvó vektor kezdő- ós
végpont ján egy-egy eseménynek egyidejűsége t eh á t szimmetrikus tu-
la jdonság.

XVII. ax. Ugyanazon inercia-rendszer nyugvó pon t ja in az események 
egyidejűsége tranzitív. H a tehát az A- , B-, C-ponít ugyanazon inercia-
ren dsz eme k nyugvó pon t ja i , és az A -nak a-eseményéve l egyaránt egyidejű
B-nek ß, valamint a C - n e k eseménye {<x ß, a ^ y). akkor ß és y egy-
szersmind egymással is egyidejű (ß r y ) .

XVIII. ax. Valamely inercia-rendszerben mozgó bármely inerciális
pont csakis ugyanazon n yug vó egyenesnek pont ja in haladhat át, éspedig
csupán egyszer, és a nna k bármely po n t j á n áthalad. Más inerciális pontnak
pedig á l talában más pá lya-egyenes felel meg (LANGE I. megállapítása). 

31. def. Az (O, X, Y, Z) inercia-reindszerben ny ugv ó A- és B-pont a és
/3-eseménye időközt ha t á r oz meg, és ezt egy (a, ß)-val jelölendő reális
számmal aka r juk jel lemezni, vagyis mérni , akár az egyenesdarabot (sza-
kaszt) szoktuk. — Megkövetel jük, hogy egymást közvet lenül követő idő-
közökből összetevődő időköz {a > / ? • > / } mértékszáma az egyes időközök
mér tékszámának összege legyen, vagyis tel jesüljön az (a, y) = (a, ß) -f- (ß, y)
egyenlet .
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32. def. A nyugvó A - és B - p o n t o n az időközt órával m é r h e t j ü k . Ór áu l

LANGE j avas l a tá ra az in e rc ia - ren dsze rben a XVIII . ax. é r t e lmé b en egy (e)-

egyenese n végighaladó egyszer és mi n de nk o r r a k ivá lasz to t t E inerc iál i s

pontot h asz ná lha t unk fel, éspedig azá l ta l (22. ábra), hogy az A - p o n t a- és a 

B - p o n t ^ - e se mény é kor a 30. def . a l a p j á n megá l l a p í t j uk E - n e k az e gy i de jű
helyét , vagyis az óra (e) pá lyae gyene sé n azt a ny ug v ó ké t E a - és E b - p o n t o t ,

ame l ye n az E é ppen az A - n a k a-, ill. B - n e k /9-eseményével egy ide jűe n

halad át. Az E a - és E b -po n t lEa E b l t ávolsága egylben az A - n , ill. B - n l e j á t -

szódó (a, ß) időközt is a rá n yos mó don jel lemezni, vagyis mérn i képes

{(a,ß) = x E , E j , ! } , m e r t a XVIII . ax. mi a t t a mé r ős z á mr a vona tkozó 31.

def . -beli követelést kielégíti . A * arány osság i tényező egyszer és m i n d e n -
kor ra tetszőlegesen vá lasz tha tó meg. Ezzel az időmérés t lényegi leg t áv ol -

ságmérésr e s ikerül v i sszavezetnünk.

A legegyszerűbb es e tbe n az A - és B - p o n t megegyezik , ekkor az (a, ß)
helyi időt mér .

Ha azonban az A és B közül aká r csak az egyik is n e m n yugv ó pon to t

jelent , akkor a 30. de f . -ban é r te lmeze t t egy ide jűség és a XVII . ax. is é r vé -

nyét veszti . Ezér t csakis n y u g v ó pon tpá ron lejátszódó e se mé ny pá r időközé-
ről beszé lhe tünk .

33. def. Ha a XIII. ax. második részében emlí te t t mozgó E-pontnak

ine rc ia - rendszerben le ta p in to t t pályáját az r = r (a) t é r gö r be (2. § 21. def. )

a d j a meg, ahol a a görbe n yu gv ó A - p o n t j á t ó l számítot t ívhosszparaméte r ,
akko r az E-pont sebességén az

vek to r -me nny isége t é r t j ük , ahol da a t é rg ör bén az az ívhossz, amely e t az

E-pont a XIII . ax . -nak megfe le lően, és 32. def. a l a p j án m é r v e az ine rc ia-

rendsze rben egy ha t á r t a l anu l kics iny dt ( > 0 ) időköz a la t t t ap in t le, f e l t éve ,
hogy a dr da i rány és a da d t létezik.

2Q. Ábra 

r -
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Az r -megszabja az E pályamenfti mozgásának i r ányá t is.
37. koroll. Ha a XVI. ax. -ban eml í tet t E-pont (1. 21. ábra) a nyugvó

A-pontot tar ta lmazó (a) egyenesen ál landó v sebességgel mozog az AB
irányban, akkor az F-pont is v sebességgel mozog a (y) egyenesen a CD
irányban.

XIX. ax. Ugyanazon inercia-rendszerben bármely E mozgó inerciális
pont sebességének ér téke á l landó (tehát nemcsak a 32. def .-ban említet t
óraponté, ez LANGE II. megállapítása).

38. koroll. Ezért a XVIII . ax. miatt is az E pontna k egyszersmind a 
sebességvektora is állandó.

XX. ax. Valahányszor az inercia-rendszerben az E-pont az (a) nyugvó
egyenesen állandó sebességgel mozog, és ezen mozog az E-hez képest me-
rev G is, míg az E-hez sz intén merev F-pont csakis a párhuzamos (/^-egye-
nesen, mindannyiszor az F és G merev is egymáshoz képest (23. ábra).

Ez az ax. természetesen akkor is érvényes, ha az (a) és (ß) egyenes
egybeesik egymással.

XXI. ax. Ha a nyugvó (a)-egyenesen az E-pont állandó sebességgel
mozog, és ezen tar tózkodik az E-hez képest merev G is, a d-iközű (ß) pá r -
huzamos egyenesen pedig az E-hez szintén merev oly F-pont, amely re
a XV. ax.-inak megfelelően éppen EF = d (21. ábra), akkor EF és EG
egymásra merőleges.

XXII. ax. Ha az E-pont az inercia-rendszerben nyugvó (a) egyenesen
állandó ^-sebességgel mozog, és ugyanazon tar tózkodik az E-hez képest
merev G-pont is, továbbá az E-pont az (a)-egyenes nyugvó A-pont ján, a 
G-pont pedig a nyugvó B- pon t j án egyidejűen halad át (24. ábra), akkor a 

IEGI2 — lABl2

mennyiséget mindig ugyanazon pozitív univerzális ál landónak talál juk.
(Gyökének (c > 0) neve fénysebesség; ez a I.OHh'SJZ-kontrakció elve.)

23. ábra 

v2 EG!2

c
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E G ^ v 

- ~ v i r

A B 
24. ábra 

39. koroll. A XXII . ax.-ban a c2-t megadó azonosságból

ABl — IEGI • f T ^ j * • 

40. koroll. A v — c esetén a 39. koroll.-ból AB = 0 következne. Ez
azonban lehetet len, mer t ez ese tben két soha egybe nem eső pont: E és G 
mégis egyszerre haladna át egy h a r ma d ik (A)-ponton, a XII. ax.-va l szöges
ellentétben. Ezért csakis a v < c eset következhet ik be, vagyis egy vektor
az inerc ia-rendszerben legalábbis a sa já t i r ányában csakis c-nél kisebb v 
sebességgel mozoghat.

41. koroll. A XXII . ax.-ban eml í te t t G-pont is ál landó u-sebességgel
mozog (a)-n. Tehát a XXII. ax.-ban az E- és G -pontok valójában szimmet-
r ikusan szerepelnek.

42. koroll. Ha az E-, F-, G -pontok az inerc ia- rendszernek ugyanazon
nyugvó lOXl -egyenesén egyező i r ányú és nagyságú állandó u-sebesség gel
haladnak, vagyis e pontok éppen ezért a XX. ax. {(a) = (/?)} a l ap j án egy-
máshoz képes t bá rmely páros í tásukban merevek, akkor az EG vektor az
EF-nek egyszersmind me gn yú j to t t j a : EG = y- EF. Sőt az EF a XIV. ax.
jóvoltából kor lá t lanul megnyúj tható , vagyis a 7. def.-na'k megfelelő szabá-
lyos vektor , mer t per def. OX is szabályos.

A klasszikus geometr ia nyelvén szólva ez azt jelenti, hogy egy egye-
nes önmagában (legalábbis ál landó sebességgel) eltolható: t ehát a mozgás
következtében nem „lép ki" egyetlen pont ja sem az egyenesből.

Ez a megál lapítás a 2. § 4. def . - jából és a XII. ax.-ból következik.

34. def. Egyenletes transzlációval mozgó vonatkoztatási rendszer értel-
mezése.

Mozogjon az O, X, Y, Z inercia-rendszer OX = x tengelyén az az O'-
pont, amelynek pálya-egyenle te : x0' = v-t, ahol v (< c) állandó.

A XIV. ax. és 42. koroll. mia t t okvetlenül mozga tha tunk az x - tenge-
lyen oly X' -pontot is, amely az O'-hoz képest merev és IÖ' X'l = 1 (25.
ábra).
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V

25. ábra 

A XV. ax. jóvoltából t ud u n k ezenfelül egy az Y-ponton á t f ek te te t t és
az x-szel pá rhuzamos egyenesen „átel lenesen" mozgatni egy és csakis egy
Y'-pontot , amelyre éppen ezér t lO' Y'i = 1 és a XXI. ax. mia t t még
O' Y' • O' X' = 0. Azonos módon ve hetünk fel végül egy Z '-pontot is
azáltal, hogy az előbbi mond atba n Y és Y' helyet t Z-t és Z' - t írunk. így
el ju to t t unk az O', X' , Y', Z' ortho'normált vonatkoztatási rendszer ér tel-
mezéséhez, amely az O, X, Y, Z inercia-rendiszerben egy mozgó vonatkoz-
tatási rendszer OX - i rá ny ú egyenletes (v-sebességű) transzlác iójának fog-
ható fel.

43. koroll. A 34. def . -ban értelmezet t O' X' a 42. koroll. a lapján kor-
lát lanul megnyúj tha tó , vagyis szabályos vektor. De a XV. ax. a lapján be-
l á th a t j uk azt is, hogy az O' Y' ós O' Z' is kor lá t l anul me gnyúj tha tó vekto-
rok, mer t OY és OZ egy inerc ia-rendsze rnek tengelyei , amelyek éppen
ezért korlát lanul megn yúj th a tok . Ezért az O', X', Y', Z' vonatkoztatási
rendszert is ine rcia- rendsze rnek kell minős ítenünk. Az O, X, Y, Z inercia-
rendszernek a 32. def. -ban eml í te t t órapointjául pedig célszerűen akár az
O'-pontot is vá lasz tha t juk, és fordí t va : az O', X', Y', Z' rendszer órapont ja
viszont maga az O-p on t is lehet .

Fent i megfontolások egyben azt is bizonyít ják, hogy az O', sőt bár-
mely ál landó sebesség-vektorú pont is inerciál is.

C) Két inercia-rendszer kapcsolata (Lorentz-transzformáció) 

Ugyanazon eseménynek (pl. két pont egymáson való áthaladásának)
mind az O, X, Y, Z inerc ia-rendszerben, m i n d a 34. def. szerint hozzá képest
mozgó O', X', Y', Z ' -ben beszélhe tünk helyéről és idejéről, amelyet az
x, y, z, ill. x\ y', z' t é r -koord iná t ákka l és a t, ill. f idő-koordinátával adha-
tunk meg.

44. koroll. Egy esemény tér-koordinátáinak átszámítása mozgó inercia-
rendszerre.

a) Szorítkozzunk először az x-tengelyen lejátszódó a = (A, A') eseményre. Neveze-
tesen nyugodjék a 34. def.-ban értelmezett O', X', Y', Z' mozgó vonatkoztatási rend-
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szernek O' X' = x'-tengelyén az A'-pont (26. ábra). Ez az A'-pont az O, X, Y, Z inercia-
rendszer OX = x tengelyén nyugvó tetszőleges A-ponton a 42. koroll. ér telmében
okvetlenül áthalad valamely í-időben.

O C A
26. ábra 

Ugyanazon í-kor az O'-pont viszont szükségképpen az x-tengelynek valamely C 
nyugvó pont ján halad át, amelyre nézve a 34. def. ér telmében OC| = v-t. 

Ezért a 39. koroll. mia t t

ICAI
x = O'A' 

It t azonban

Tehát

j/ l — y2/c2

!CA - O A — l O C l - x—vt 

x — vt 

Y1 - v2 c2~
(a)

b) Ha az a)-ban említett A-pont y és z koordinátája nem zérus, akkor az a)-beli
levezetést nem az x-tengely mentén, hanem egy ezzel párhuzamos oly tengelyen kell
megismételni, amely átmegy az x — o, y o, z =)= o ponton. Ekkor ;r'-re az a)-belivel
azonos kifejezés adódik, viszont a O', X', Y', Z'-ben a XV. ax. és a 32. def. é rte lmében:

y =y 

Az a)- és b)-beli egyenletek éppen a címben felvetett feladat megoldását, vagyis
a térkoordináták speciális Lorentz-féle transzformációját á l l í t ják elő.

45. koroll. Két esemény időközének kifejezése a mozgó inercia-rend-
szer időmértékével. 

A 34. d e f . - v a l é r t e l m e z ő i t é s a 43. k o r o l l . - b a n i n e r c i á l i s n a k t a l á l t

O' , X ' , Y ' Z ' v o n a t k o z t a t á s i r e n d s z e r b e n ó r a p o n t u l l e g e g y s z e r ű b b e n az O -

p o n t o t v á l a s z t h a t j u k . C s a k h o g y a 32. d e f . - b a n e m l í t e t t t e t s z ő l e g e s x a r á -

n y o s s á g i t é n y e z ő t i t t a z EINSTEIN á l t a l f e l i s m e r t reciprocitási elv a l a p j á n

c é l s z e r ű . m e g v á l a s z t a n u n k , v a g y i s ú g y , h o g y

valahányszor O' sebessége az O, X , Y , Z-ben (állandó) v, mindannyiszor 

az O sebessége az O', X', Y', Z'-ben —v legyen. 
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Más szóval: mozgó O', X', Y', Z' inercia-rendszer ne legyen az
O, X, Y, Z-hez képest ki tün tetve .

Legyen (a 44. koroll.-hoz hasonlóan) A' az Ö' X' = x' tengelynek egy nyugvó
pont ja (1. 27. ábrát , amely a 26. ábrátó l csak abban különbözik, hogy most |OC = 0).

0 ' A' F

0 A 
27. ábra 

A t = 0 időben O' áthalad O-n, de ezzel az eseménnyel egyidejűen az A' is okvet-
lenül áthalad az x-tengely valamely nyugvó A-pont ján. A 34. def.-ban értelmezett
O'-pont pálya-egyenlete miatt a 

í = |OAj / v (a)

időköz eltelte után pedig szükségképpen az O'-pont halad át az A-n. Ez a két áthala-
dási esemény {jelöléseinkkel: (O', O} és (O1, A)} az O'-n a t' időközt határozza
meg, amelytől a reciprocitási elv megköveteli, hogy

t' = |0 ' A'| f v (b)
értékű legyen.

A 39. koroll. a lapján azonban:

jCTA'l — lOAl • j / l — y 2 / c 2 .

Ezt az egyenletet a következő alakban is í rha tjuk:

,——j ü2 , . 
lOAl lOAl

0 ' A ' = C" . (c)
f l — y2/c2

Itt az (O', A) esemény helykoordinátái: x = | Ö A | ; x ' = | 0 'A ' | . Ezért
ján: x—v-t és x'-v-t'. E jelölésekkel (c) így alakul:

vt X 

v-t' = c3 - .
j/l — y2/c2

Ezt az egyenletet v (=j= o)-vel osztva a keresett

| 1 - i>2/ c2

(a) és (b) alap

<d)
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egyenlethez jutunk, amely me gad ja az O, X, Y, Z-ben t időben és az x-koord inátá jú
helyen Lejátszódó esemény t' idejét az x i rányban állandó v sebességgel mozgó
O', X', Y', Z' vonatkoztatási rendszerben. Az utolsó egyenlet kiegészíti a 44. a)- és b)-
ben levezetet t két egyenlet (közös nevük: speciális Lorentz-transzformáció). 

D) A Lorentz-transzformáció néhány következménye 

46. koroll. Az x', y', z' és f koordinátákat adó speciális Lorenzt-t ransz-
formációnak inverze (vagyis x, y, z és t - re megoldott a lakja) a v előjelétől
elt ekintve azonos alakú az eredetivel . Vagyis a" Lorentz- t ranszformáció
visszaadja a 45. korol l .-ban megfogalmazot t reciprocitási elvet is.

35. def. Legyen A és B az O, X, Y, Z inerc ia-rendszerben nyugvó két
pont, amelynek tér-koord inátái r endre xA, yA, zA és xB, yB, -b- Já t szódjék le
A-n egy a -esemény a t\, B-n pedig egy ^-esemény a tR rendszer- időben.
Az a- és /^-események téridő- (vagyis: világ-) távolságán az

saß = \\xA - xB)2 - f (yA - í / b ) 2 + (z.\ - 2 b ) 2 c 2 ( / a - / b ) 2

mennyiséget é r t j ük .

Az s(e3 mennyiség egyidejűség (tA = ÍR) esetében a tértávolság (GA,B) ér t ékét
veszi fel. Más esetben (pl. akkor is, ha AB = 0) az s n 3 imagináriussá is
válhatik.

46. koroll. Ugyanazon két esemény világ-távolsága Lorent z- t ranszfor-
mációra invariáns. Vagyis az a- és /5-esemény világ-távolsága az O, X, Y, Z 
inerc ia- rendszerben pontosan akkorának látszik, mint a mozgó O', X', Y', Z'
inercia-rendszerben. Az s2

a3 vi lág-távolságot ér telmező négyzetösszeg első
három tagja a két eseménynek a 21. koroll .-ban megismer t tér - távolság
négyzetét adj a (ez pozitív definit), az utolsó t ag ja viszont mindig negatív.
Ezért az s~nß negatív é r téket is f elvehet (pl. az A = B esetben, ezért s2

aß
indefinit). E sajátság a lap já n a t ér-idő-, vagyis vi lág^kont inuumot nem
minős í the t jük te l jesen euklidesinék, ha nem csak kvázieuklidesinek. 

Lát juk , hogy e kont inuum bármely eseményéhez kölcsönös és egy-
ér te lmű módon egy négyel emű reális é r tékrendszer t rendelhe tünk , és en-
nek ismeretében mindig ki t u d j u k számítani tetszőleges két esemény világ-
távolságát is, amely a té r- idő-koordináták Lorentz- t r anszformáció jára
nézve invariánsan viselkedik. Ezzel egyben a v i lág-kont inuum anal i t ikus
modell jét sikerült megalkotnunk, mer t minden k inemat ika i ál l í tásunkat ki
tud j uk fejezni az analízis nyelvén is. E modell létezése pedig azt bizonyí t ja ,
hogy ax ióma- rendszerünk fel tét lenül el lentmondás-mentes, akár az ana -
lízis.

47. koroll. Általános Lorentz-transzformáció. 

A 44. és 45. koroll.-ban adot t speciális Lorentz-transzformációból (ahol O' sebes-
sége éppen x-irányú) Herglotz nyomán oly általános is levezethető, amelyben O' (és
vele az X', Y', Z' egység-pontok) u-sebessége az x-iránytól tetszőlegesen eltér.
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E célból legyen az O, X, Y, Z-rendszerben valamely esemény helyzetvektora
r = x • x + y • y + z • z. Ez a 9. és 17. koroll. értelmében egyértelműen felbontható
egy a v sebességgel egyező irányú

= ^ (a)

és egy erre merőleges — r — r\ vektori tagra. Éppen ezért azonban az r| |-et az O'

kezdőpontú rendszer valamely x '-ment i r'\\ helyvektorába a speciális Lorentz-transz-

formáció viszi át, amely most vektori jelekkel így is í rható:

t - I n i

r u ~ v ' t ' = . ( b )
][\ — i>2/c2 j l

Ha az r-nek az O'-ben egy r' felel meg, és erre a XXI. ax., ill. 44. koroll. jóvoltából
szintén fennáll:

r ' = r' | + r ; ; r[ = rl , 
akkor a (b) első egyenlete mia t t :

— Tij — V • t 
r — r 

V1 - Ü2/C2

Az (a) egyenlet alapján tehá t :

, - , 1 í 1 - - - v-t 
r = r + — — 1 f (c)

v" v Y i - v2ic- ' Y1 - f 2/ c ' 2

Ezt az egyenletet a keresett általános Lorentz-transzformációvá egészíti ki (b) máso-
dik egyenlete, amelyben r\\ v helyébe kívánt módon rv írható, vagyis

2 Irtf l -u2fc*

Minthogy most bebizonyosodott, hogy a speciális Lorentz-transzformációból az ál talá-
nos (c), (d) is bevezethető, ezért biztos, sehol sem véthetünk az általánosság ellen,
amikor csak a speciális Lorentz- transzformációból vonunk le következtetéseket.

5. §. F ü g g e l é k

A) Néhány megjegyzés. 

A f i z i k a e g y e s á g a z a t a i n a k ( így a d i n a m i k á n a k , t e r m o d i n a m i k á n a k
stb. ) a x i o m a t i k u s m e g a l a p o z á s a (kodifikálása) i g e n h a s z n o s n a k b i z o n y u l t .
S e g í t s é g é v e l a z e m p i r i k u s t ö r v é n y e k k ö z ü l a l e g e g y s z e r ű b b e k e t k u t a t h a t -
j u k fel , és e z e k e t a l o g i k a i k ö v e t k e z m é n y e i k t ő l j ó l m e g k ü l ö n b ö z t e t h e t j ü k .
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De ú tmuta tás t ad a (kodifikálás oly további, pontosabb ellenőrző kísérletek
elvégzésére is, amelyekke l a fel ismer t empirikus törvények érvényességi
határai t t u d j u k megállapítani . Didaktikai ér téke is elvitatha tat lan.

E dolgozat közzétételét az indokolja, hogy a relativiszt ikus -kinema-
tika elemi elveit a geometr iával logikai egységben az irodalomban még
nem kodifikálták. Ennek az a kézenfekvő magyarázata, hogy az „abszolút
tér és idő" egyszerű téveszméjét követő klasszikus (vagyis a nemrelat ivisz-
tikus) kinemat ika beér te a geometria elveivel is. Az itt közölt axiómákat
a tapasztalatból leszűrt oly egyszerű szabályok alkot ják, amelyek pontok
viszonylagos mozgását, ill. mozdulat lanságát í r j ák le.

Ezeket hallgatólag eddig is mindig elfogadtuk. A felsorakoztatot t
axiómák közül szerencsésen csakis az utolsó bír jellegzetesen relat ivisz-
tikus tartalommal . Axiómáinkban ké t pont egybeesését, ill. viszonylagos
mozdulatlanságát (merevségét) mindig eldönthetőnek ta r t juk . Eldöntésére
ugyan a t ermésze t etalonul n em szolgáltat merev pontpár t , mégis miké nt
két pont viszonylagos mozgásának, úgy viszonylagos mozdulat lanságának
(merevségének) is van szükségképpen értelme.

Eszmei merev pontpár (hosszmérték) előállításáról az ún. korlátozott relativitás 
elve miatt kell eleve lemondanunk [8], Ezt az elvet a jelenleg ismert fizika teljes
mértékben igazolta. Az elv szerint a kinematikailag lehetséges inercia-rendszerek 
közül a fizikai jelenségek, ill. eseménysorozatok egyet sem tüntetnek ki a többihez
képest.

Már pedig, ha létezne eszmeien merev F, G pontpár, akkor a XXII. ax.-hoz kapcso-
lódva a kezdetben nyugvó F kimozdítását az A-ról egyidejűen követné a G kimoz-
dulása B-ről. így az A-beli ok és B-beli okozat egyidejű eseménypár lenne, amit azon-
ban egy az AB-vel ellentétes irányban mozgó inercia-rendszerben ugyan nem egy-
idejűen, de az ok és okozat helyes sorrendjében észlelnénk, az AB-vel egyező sebes-
ségűben azonban paradox módon az ellenkező, helytelen sorrendben. Ez a tény
pedig kitünte tné az AB-vel egyező sebességű inercia-rendszereket az ellenkező sebes-
ségűekkel szemben, megsértve a korlátozott relativitás elvét. E paradoxont csakis a 
•merev pontpár megvalósíthatóságának tagadása oldja fel.
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B) A dolgozat sajátos jelöléseinek jegyzéke 

Az alábbi táblázat a dolgozat tanulmányozásának megkönnyítésére szolgál

Jelölés Rövid jelentése
Részletesebb értelmezése

megtalálható

A, B, C, . . . Előírásoknak alá nem vetett (kinematikai) pontok 1. § első bekezdése

A kezdő és B vég-pont alkotta (hosszúság-) vektor (u) 1. és 2. def., továbbá
VII. ax. is

AB Az AB-vektor értéke 1. koroll.

A, B, C,. .. Űn. planimetriai pontok 11. def.
A, B, C, . . . , A, B. C, . . . Űn. inerciális pontok 17. def.

nah Az a és b vektorra merőleges irány 17. def.

OX = x, ÖY = y, OZ = z Inercia-rendszer orthonormált tengelykeresztje 18. def.

[aK, ay, a j Az a vektor derékszögű komponensei 19. def.

ÖX || BD Az OA vektor B-pontbeli parallel „mása" 22. def.

(Cl), iß) Az A, B pontot tartalmazó nyugvó egyenes 22. def.

(a) || (ß) Párhuzamos egyenesek 23. a) def.

«AB Térgörbe ívhosszúsága 21. def.

a,ß, y,... Esemény az A, B. C-ponton 27. def.

a ' • a " Szimultán események az A-ponton 28. def.

a ' " - > 3 c " Az a'" esemény későbbi a"-nél IX. ax.

a Z ( A , B ) A B-pont áthaladása által az A-n értelmezett esemény 29. def.

a ß Nyugvó A és B pont egyidejű a és ß eseményei 30. def.

[a, ß) Az a- és /?-esemény által meghatározott (zárt) időköz 31. def.

Saß Az a- és /^-események világtávolsága 35. def.

O, X, Y, Z, A Nyugvó inerciális pontok 31. def.
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ÜBER DIE PRINZIPIER EINES ELEMENTAREN AUFBAUES
VON QUASI-EUKLIDISCHEN RAUM-ZEIT-KONTINUUM

DR. MÁTRAI TIBOR 

In einer [1] der meinen vorigen Arbeiten habe ich eine einheitliche Methode für
die Bestimmung der Raummetrik auch in relativistischen (Herglotz-sehen) Sinne
starrbewegenden Medien gegeben [2], Infolge dieser Methode gelang es mir zu den
überraschenden Erkentnis zu kommen, dass sich ein unendlich sich ausdehnende
euklidische Raum nur im Inertial-System verwirklichen kann. Sogar die Forderung
der unendlichen Ausdehnung kann bestimmt als auch eine geometrische Definition
für das Inertial-System dienen [3],

In Interesse dieses vielversprechenden Programms setze ich in dieser Arbeit die
Prinzipien der euklidischen Geometrie mit sinngemässer Verzögerung der Einleitung
der unendlichen Ausdehnung (als eines der idealen Elemente) auseinander, undzwar
in Sprache der direkten Vektor-ar i thmetik (d. h. schon auch im Ausgang koordina-
tenfrei), die ich hier — angeregt von den ähnlichen Bestrebungen von H. Weyl [4]
— nur von Punkten, von starren (d. h. gegenseitig ruhenden) Verhalten gewissener
Punktpaare, sowie von zu solchen zuordnenden Längewert ableite.

Die Formulierung meiner organisch sich verknüpfenden relativistischen kinema-
tischen Prinzipien gründe ich auf die momentane Koinzidenz von zwei beliebigen
Punkten. Es gelingt mir also absichtlich im Ausgang den verwickelten Begriff der
natürlichen Uhren, sowie des Lichtsignals beizuseitigen, den die f rüheren Autoren
[5, 6] doch in Anspruch genommen haben. Ich zeige, dass die Lorentz-transformation
von den auf Grund der bekannten Lange-sehen Konzeptionen [7] konstruierten kine-
matischen Prinzipien auf gegensieitig-eindeutliche Weise zu ableiten ist.
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