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Egyik kordbbi [1] dolgozatomban egységes modszert adtam meg a térmetrika
meghatarozasara relativisztikus értelemben is mereven mozgd (HERGLOTZ-féle) koze-
gekben [2]. E mddszer jovoltabdl legutdébb sikeriilt arra a megleps felismerésre jut-
nom, hogy wvégtelen kiterjedési euklidesi tér csakis inerciarendszerben wvaldsulhat
meg. S6t a végtelen Kiterjedés kovetelése bizvast az inerciarendszer [3] geometriai

E biztato program érdekében jelen dolgozatomban az euklidesi geometria elveit
a korlatlan kiterjedés (idedlis eleme) bevezetésének ésszer{i késleltetésével fejtem ki,
éspedig a kozvetlen (vagyis mar kiindulasaban is koordinatamentes) vektoraritmetika
nyelvén, amelyet itt H. WEYL [4] hasonlé torekvéseitdl batoritva csakis pontbél, bizo-
nyos pontpdrok merev (értsd: viszonylag mozdulatlan) viselkedésébdl, valamint az
ilyenekhez rendelheté tdvolsdgértékbdél szarmaztatok le. A szervesen csatlakozo rela-
tivisztikus kinematikai elveim megfogalmazasat két pont pillanatnyi koincidencidjara
alapitom. A kiinduldsban szandékosan sikertil tehat mell6zn6m a természetes ora,
valamint a fényjel bonyolult fogalméat, amelyet koradbbi szerzék [5], [6] igénybe vettek.
Megmutatom, hogy az ismert LANGE-féle koncepcidk [7] alapjan felsorakoztatott kine-
matikai elvekbdl a Lorentz-transzformicioé (a ,vilag” analitikus modelljeként) kol-
csonos és egyértelm(i mdédon levezethetd.

1. §. Bevezeté geometriai ismeretek

A pontfizikdban az anyagot pontokbdl képzeljlik 6sszetéve, vagyis oly
kis anyagrészekbdl, amelyeken beliill tovabbi valédi részeket mar nem
tudunk megkulonbdztetni. Ezeknek eldszér minden tulajdonsiguktol elte-
kinthetiink, kivéve az anyagban elfoglalt ,helyzetiiket” (kinematikai pont).
[gy a pontfizikdban az anyag bonyolultnak latszé mozgasat mindig az
alkotdé pontok egyszer(i helyzetvaltoztatdsara igyeksziink visszavezetni.
A kovetkez6kben a pontokat altaldban (amig csak tovabb nem specializal-
juk) egyenletesen kovér nagybetidvel, pl. P-vel, Q-val stb. fogjuk jeldlni,
és az 1. dbra szerint a betl ala rajzolt nullkérrel fogjuk illusztralni.
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1. dbra
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A pont helyzetét és annak valtozédsat, vagyis mozgasat végsd elemzé-
sében mindig viszonylagosnak talaljuk. Egyetlenegy P-pontnak helyzetér6l,
ill. annak valtozasarol tehat nem lehet beszélni, hanem mindig csakis egy
masik Q-ponthoz viszonyitva. Nevezetesen mindig objektiven el tudjuk
donteni azt, hogy két pont, pl. a P és a Q egymashoz ,kézeledik-e” avagy
,»tavolodik-e”.

Azt is megallapithatjuk pl., hogy a P a Q-hoz sem nem kozeledik, sem
nem tavolodik, vagyis viszonylag mozdulatlan. Ez utobbi esetben a P-t és
a Q-t egymadashoz képest ,,merevnek” mondjuk. A merevség ezért két pont-
nak (pontparnak) szimmetrikus tulajdonsaga. De egyben reflexiv is, mert
P 6nmagahoz képest mindig mozdulatlannak, vagyis merevnek mondhato.

2. §. Vektor és realis szam kapcsolatanak alaptételei
(Metrikus térkontinuum)

Az alapok alabbi kifejtésében a késébbi (gyakori) hivatkozasok érde-
kében arab sorszamozott oly nyilt értelmezések (def. jellel), tovadbba romai
sorszadmozott oly alaptételek (ax. jellel) és szintén arab sorszédmozott koz-
vetlen oly kovetkezmények (koroll. jellel) fogjak egymast logikai sorrend-
ben ,,more euklidico” kovetni, valtogatni, amelyek szlikségesek és elégsé-
gesek is a geometria analitikus modelljének feldllitasdhoz. Megemlitjuk,
hogy alaptételeink a klasszikus geometria axiomaival ellentétben nem
jatsszak egyben a fogalmak burkolt (implicit) értelmezéseinek szerepét is,
hanem ezek a tapasztalat altal koévetkezményeikben igazolt, voltaképpen
ismert vektori tételek, amelyeket a benniik szereplé fogalmak nyilt defi-
niciéi eléznek meg.

A) A legdltalanosabb (kinematikai) ponthalmaz tulajdonsdgai.

I. ax. Barmely merev pontparhoz tartozik egy és csakis egy nem ne-
gativ realis szam.

1. def. Olyan merev pontpart, amelynek két pontja, pl. az O és az A
kozott sorrendet is eldirunk, hosszusigvektornak, roviden wvektornak ne-
veziink, és ezt OA-val jelsljik.

2. def. Az OA vektort sorrend szerint meghatarozo elsé pontot, vagyis
az O-t a vektor kezdd, a masodikat, A-t a végpontjanak nevezzik, és a 2.
4dbran az O-t A-val Osszekotd vonallal (graffal) illusztraljuk, amelyen a sor- -
rendet a nyilhegy iranya tiinteti fel. Az AO-vektort az OA-vektor meg-
forditottjanak nevezhetjik.
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1. koroll. Barmely vektorhoz tartozik egy és csakis egy nem negativ
redlis szam, éspedig éppen az, amely a vektort meghatarozd pontpart az
I. ax. értelmében jellemzi. Az OA-hoz tartozé nem negativ redlis szamot
az OA értékének, vagy hosszanak nevezziik, és ezt |OAl-val fogjuk jelolni.
Mindig fennall, hogy |OAl = 'AOI = 0.

3. def. Ha kiilonlegesen az IOAl = 0, akkor az OA-vektort zérusvek-
tornak, magat az O- és A-pontot egymassal tartésan egybeesének mondjuk.
— Ennek illusztralasat szolgalja a 3. &bran lathatd két koncentrikus
nullkor.

A
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3. dbra

II. ax. Ha 'OA! = 0, akkor az O-hoz képest merev barmely B-pont
egyszersmind az A-hoz képest is merev, s6t értékiik egyezik OBl = AB|
(4. abra).

4, abra

2. koroll. Ha pl. a B-pont azonos A-val, akkor a II. ax. miatt IOA =
AAl = 0. Tehat a 3. def. értelmében azonos pontok egyszersmind egybe-
esnek is.

3. koroll. Ha |OA' — 0 és |AB' = 0, akkor egyszersmind AB = 0,
vagyis az egybeesés tranzitiv tulajdonsag.

4. def. Ha az O, A, B-pontok mindharom parositdasa merev, és létezik
oly p redlis szam, amelyre teljeslilnek az aldbbi egyenletek:

OB' = |5l-/0A, (a)

OB: =% - OAl -+ 'AB/, (b)

akkor az OB-t az OA-vektor p-szoros megnyujtottjanak mondjuk.
Ezt a tényt igy jeléljiik: ) o
OB = - OA.

A megnyujtott eléallitdsanak miveletét megnyujtasnak, az OA-vektort
pedig megnyujtandénak nevezhetjiikk (5. abra). Ha {OAI & 0 és 5 > 0, akkor
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azonos értelemben; ha pedig f < 0, akkor ellenkezd értelemben megnyuj-
tottrél beszéliink. A f = 0 esetben a (b) egyenletben a hatarozatlan B/I8l-
nek csakis a —1 értéke fér meg a II. ax.-val.

O A B
oc—=0,———D0

5. abra

4. koroll. Barmely vektor egyszersmind &nmagéanak 1-szeres meg-
nyujtottja is (ez 1. koroll. alapjan lathato be).

5. koroll. Ha OB = -OA, akkor a 4. def. miatt egyszersmind: AB =
(1—p)-AO.

HI. ax. A vektor megnyujtdsae tranzitiv muGvelet, ugyanis barmely
vektor megnyujiasabdl nyert két vektor egyszersmind egymaésnak is meg-
nyujtottja (6. abra).

O A B C

6. abra

Ha tehat QA =+ 0, tovabbia OB = -OA és OC = y-OA, akkor egyszers-
mind OC = 7; -OB.

{

6. koroll. A wektor megnyujtdsa egyértékit mivelet. A II. ax-bdl
ugyanis kovetkezik, hogy ha OAl 4 0 mellett OB = 3-OA és OC = 3. OA,
akkor egyszersmind ICB = 0. Valoban: a III. ax. miatt OC = 1-OB, vagyis
4. def. (a) egyenletébdl 'OC! = CBl, amely mellett azonban a (b) csak
akkor allhat fenn, ha BCi = 0.

IV. ax. Adott vektornal nem hosszabb megnyujtott vektor mindig
létezik. Vagyis adott OA vektorhoz és barmely egynél nem nagyobb pozi-
tiv f-szamhoz mindig tartozik az O-hoz képest merev oly B-pont, amelyre
OB = 5-OA.

5. def. Ezért pl. adott OA-vektornak mindig létezik felezd vektora is,
amely tehat az el6bbinek félszeres [f = 5] megnyujtottja. A felezd vektor
végpontjat felezd pontnak nevezhetjik.

7. koroll. A 4. koroll. alapjan belathaté, hogy valahanyszor

OB = % -OA, mindannyiszor AB ——é -AO.
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B) Az un. planimetriai pontok halmazdanak tulajdonsdgai

7. def. Ha a véges értékd OA-vektorhoz és tetszdleges pozitiv szadmnal
is nagyobb abszolut értékll f-szamhoz (amely éppen ezért lehet negativ is)
egyszersmind tartozik g-OA megnyujtott vektor is, akkor az OA-vektort
szabdlyosnak nevezziik. A szabalyos vektor e tulajdonsagat képletesen ugy
is megfogalmazhatjuk, hogy az mindkét iranyban ,korlatlanul megnyujt-
hat6”. Ha f-nak dimenziét is tulajdonitunk, akkor a megnyujtas mive-
letével a hosszusag-vektorokbdl egyéb faju vektorokat is leszarmaztat-
hatunk.

8. def. Valamely ‘OA szabilyos vektor irdnydn (tengelyén) az OA |OA
megnyujtott vektort értjik. Ennek értéke a 4. def. (a) egyenlete értelmé-
ben egységnyi, fliggetleniil attdél, hogy hosszusag-vektorainkat az eddigi
hosszértékiik hanyszorosaval kivanjuk ezentul jellemezni.

9. def. Ha az x-valtozo értelmezési tartomanya a realis szamok hal-
maza, és OE szabalyos iranyvektor [ OF = 1], akkor az x-OE megnyujtott
vektorok végpontjainak halmazat az OE &ltal meghatarozott egyenesnek
nevezzik. Az x-valtozd tehat hosszlsag-dimenziéjui, mig az irany dimen-
ziomentes.

10. def. Ha OA szabilyos vektor, akkor okvetleniil létezik a f=—1
szorzonak megfelels (— 1)-OA vektor is, amelyet az OA negativjinak
mondunk (7. dbra).

A O A

OBl e~y

7. dbra

V. ax. Okvetlenul létezik oly kivételes O-pont, amely kezdépontja két
(OA és OB) kiilénbdzé (vagyis egymassal nem azonos, hanem ,eltérd”)
iranyu szabalyos vektornak.

11. def. Az V. ax.-ban emlitett Kitliintetett O-t planimetriai pontnak
nevezzik és a tobbitél valé megkililonboztetésiil a tovabbiakban délt nagy-
betlivel: O-val fogjuk jeldlni.

VI. ax. Az OA és OB szabalyos vektoroknak A és B végpontijai egy-
méshoz képest mereven viselkednek és ezenfeliil az AB-vektor is szabalyos
(vagyis mindkét iranyban végteleniil megnyujthats; 8. dbra) vektor. Eppen
ezért ez esetben az AB-vektort is konzekvensen sovany dolt betikkel:
AB-vel jelslhetjiik.

8. koroll. Ha OA és OB szabalyos vektorok és « tetsz6leges realis szam,
akkor az OC = «-OA vektornak C és az OB-vektornak B végpontja merev
egymashoz képest, tovabba VI. ax. miatt a BC vektor is szabalyos és igy
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O A

8. dabra

a C-pont is planimetriai pont (C, 9. abra). Kovetkezéleg pedig a kdzds
kezdbpontu eltérd iranyu két szabalyos vektor altal meghatarozott mind-
két egyenes barmely pontja is planimetriai pont.

C
\.. 8
@AA

9. dbra

A planimetriai pontok (P) halmaza valamennyi pont (P) halmazanak
egy részhalmaza: (P) C (P).

A kovetkez6kben csakis a 11. def. értelmében vett planimetriai pon-
tokrol esik szo, ezért e jelzét elhagyhatjuk, és e megkililonboztetésre csakis
sovény délt betljellel fogunk emlékeztetni.

12. def. Az OA és OB-vektor kézépvektordn azt az OC-vektort értjuk,
amelynek kezdSpontja szintén O, végpontja pedig az AB-nek C felezé
pontja (10. abra).

10. dbra

9. koroll. Adott OA és OB vektornak a 6. és 7. koroll. miatt - mindig
van egy és csakis egy kozépvektora, és ez egyben fiiggetlen az OA és OB
megadasanak sorrendjétdl.

13. def. Az OA és OB vektor OD ésszegén e két vektor OC kozép-
értékének kétszeres megnyujtottjat értjiik. Ez okvetleniil létezik a 8. és 9.

koroll. miatt. Az OD-bsszeget igy jeldljiik: OA + OB = OD.
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10. koroll. A 9. koroll. miatt fenndll az dsszeg kommutativitdsa:
OA + OB= 0B + OA.

14. def. Az OA és OB-vektor kiilonbségén az OA-nak és az OB 10.
def.-ban értelmezett negativjanak, vagyis (— 1)- OB-nak Osszegét értjik
(11. &bra):

6—DEO—A-—@=m+(—1)-O_B.

0/;

B!"' %D

11. koroll. Valamely OA vektor és «-OA megnyujtottjanak Gsszege
disztributiv, vagyis OA + a- OA = (1 40a)-OA. Ez az azonossag kovetkezik
a 13. def.-bdl és III. ax.-bdl. Az azonossagbdl egyszersmind:

a:0A + f-OA= (a4 f)-OA
(els6 disztributiv térvény).
15. def. Az OA és OB-vektor skaldris szorzatdn az

1 o4z 4 082 - 4B
5 b
redlis szamot értjik, amelyet az OA-OB jellel roviditiink (8. abra):
m.@z;(mz L+ 0B — AB?)

Ebbdl vilagos, hogy a skaldris szorzat kommutativ:
OA-OB = OB-OA.
12. koroll. A 15. def.-bol kvetkezik, hogy
OA-OA = |0A2
Tovabba valahanyszor | |IOAl = 0, mindannyiszor II. ax. miatt OB = AB,
tehat egyben CA-OB = 0.
13. koroll. Adott OA vektorhoz és f (akar pozitiv, akdr negativ) realis
szamhoz mindig tartozik egy és csakis egy oly OB-vektor, hogy
) OB =B - 04| (a) (= 4. def. a)
és
04.08— " .04).108 . )

1
[
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Meggy6z6dhetink ugyanis arrol, hogy az a) és b) egyenleteket a 15. def.
alapjan kielégiti az OB = - OA vektor, amely a IV. ax. értelmében mindig
létezik éspedig a 6. koroll. miatt ,,egyérték” maodon.
VII. ax. A skaldris szorzat disztributiv, vagyis:
OA-(OB + OC) = OA-OB + OA-OC.
A kovetkezdkben pusztan révidebb irasmod érdekében a kovetkezd jelo-
léseket vezetjik be:
a=0A, b= 0B, ¢ = OC stb.
14, koroll. Fennall a kévetkezé azonossag:
(-a)-b = ia-b) (a)
E tétel beldtasara idézzik Gj jeltléseinkkel a 11. koroll.-t (b), a VIIL. ax.-t (¢c) és
a IIl. ax.-t (d):

Otp)a—2a+ u-a, (b)
Zl-(b—f—c)’, (t»-l)—i—a-'cr. (c)
I1a b-=f-aés c=y-a, akkor
— y —
c=_".}, d)
2 (

A bizonyitandd (a) a (b) miatt feltétleniil igaz

1
A=0,+1,+2 43, ..., 4k, ...-ra. De igaz A== 2A -re is. Ugyanis (az egyenl8ségjel

{6lé annak az egyenletnek zardjeles betlijelét irva, amelynek alapjan az egyenléség
belathato):

2 2

[t Tive (c) ) 1 ——.
ab - A - “ ) b= 2( ¢ l)) , tehat valéban (ab) - (—a—) b.
. 2 ) 2 2,

Eppen ezért (a) igaz a A= —-re és 4ltalaban A= —- -re is (j=0, 1, 2, .. ). Isme-
21

retes azonban, hogy bdarmely realis szam egyértelm moddon felirhaté (1ényegileg
a kettds szamrendszerben, vagyis):

+ 00 /~
s .
VS E . (]:O, 1; 27 "') (8)
- 23
j=0
alakban, ahol 1y (pozitiv, vagy negativ) egész szamot, a ij, A, ... pedig vagy zérust,

vagy - 1l-et jelent. (Minthogy itt a 2 egy monoton névekvé felilrdl (4, + 1) korla-
tos végtelen sort alkot, ezért ennek okvetleniil van hatérértéke. Tehat (e) miatt:
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rab— (3 A2\ 52 () % b Oy - [ Fals -
(2a) —(é’y;a) —(.Oa 4 ——2—a+...) =Xy ) T(Ea) S
2 (@b ; Cab(ar e Y emae A D @iy
= (a )—rk—(a )+ = Qa (.0—}—?7—...J~-—~a %*2?@1:—‘(61 )/‘.,
amit éppen bizonyitani akartunk.
Az (a)-bol kévetkezik, hogy b = i-a esetében labl = la!-'bl. (f)

16. def. Az OA és OB vektort egymasra merélegesnek (orthogonalis-
nak) mondjuk, ha OA-OB = 0.

15. koroll. Ha OA OB = 0, akkor 15. def. alapjan fennall a
PYTHAGORAS-tétel: OA2-+ (OBI2 = |ABI2.

16. koroll. Valahanyszor az OA-vektor merdleges OB-re, mindannyi-
szor a 14. koroll. miatt a Z-OB is meréleges OA-ra.

17. koroll. Adott OA-vektorhoz okvetleniil taldlunk ra merdleges
OD-t,

Az V. ax. miatt ugyanis mindig van szintén szabalyos oly OB, amely-
nek iranya (12. abra) az OA iranyatol eltér. A 8. koroll. alapjan létezik
tovabba oly D-pont is, amelyre nézve AD = }.-EB, ahol 4 tetszdleges realis
szam, nevezetesen

12. dbra

A 15. def. alapjan belathaté, hogy 2 fenti értéke mellett OA-OD = 0,

vagyis a megtalalt OD valéban meréleges OA-ra.

18. koroll. Az OA és OB vektorhoz okvetleniil taldlunk egy és csakis
egy oly OC vektort, amelyre OC = y-0OA és CO-CB = 0 (13. abra). Ezt
az OC vektort az OB-vektor OA-ra vonatkozé merdleges wvetiiletének
mondjuk.




e D

13. dbra

Valoban a 15. def. és a [COI = [OC| azonossag miatt a
OA - OB - p—
¥y =?A)O—B— esetén ilyen az OC = y - OA vektor, amely az
eldbbiek alapjan biztosan létezik éspedig egyértéklen.
19. koroll. Az el6bbi korollariumban emlitett harom vektorra nézve
a 15. def. alapjan fennall:

OA - OB=0A - OC

Szavakban: a skalaris szorzatot az egyik vektortényezének a masik vektor
merbleges vetliletével vald skaldris szorzata is megadja.

C) Az un. inercidlis pontok halmaza

VIII. ax. Létezik oly O kitlintetett planimetriai pont, amely éppen
ezért nemecsak az V. ax. szerinti OA = q és az eltérd iranyu OB - b szabi-
lyos vektornak kozos kezdbpontja, hanem még egy ezekre merdleges, szin-
tén szabilyos OD = d-vektornak is.

17. def. A VIIIL. ax.-ban emlitett O kitiintetett planimetriai pontot
inercidlisnak nevezzik és megkillonboztetésil allé (antiqua) nagybetiivel:
O-val jeldljik. (Az inercidlis pontok (P) halmaza részhalmazanak tekint-
heté a planimetriai pontok (P) halmazanak: (P) < (P). Magat az a és b
vektorra meréleges d-iranyvektort ny,-vel is jelslni fogjuk.)

20. koroll. A VIII ax.-ban emlitett O inercidlis ponton kivill inercialis
még az A, B, D pontok barmelyike is, s6t barmely kettéjlik altal meghata-
rozott vektor egyenesén fekvé barmely pont is.

A kovetkezd §-ban csakis inercialis pontokrdél lesz szo.
3. §. A térkontinuum analitikus modellje

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy az el6z6 §-ban kifejtett geo-
metriai tételek barmelyikének megfelel egy-egy tétel a harom-elem
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realis valtozok fluggvény-analizisében. Mas széval a geometria az analizisre
egyértelmiien leképezhetd.

A) A vektorok komponens-elbdllitdsa

18. def. Az OX = x, OY = y, OZ = z vektorok legyenek szabalyosak
(vagyis 7. def. szernint végteleniil megnyujthatok, 14. abra), tovabba egy-
masra kolcsonosen merdlegesek (,,orthogonalisak”) az ismert jobbkéz-
szabaly szerint:

xy = 0, yz = 0, zx = 0, (a)
és értékiik legyen egységnyi (,,normalt”):
xl=1,lyl=1, [zl = 1. (b)

7.
0Ff7Y .
X

14. dbra

Az igy értelmezett kozos (és per def. inercialis) kezdépontu (,,orthonor-
malt”) irdny-vektorharmast inercialis tengelykeresztnek, masszoval inercia-
rendszernek nevezzUik, minthogy a 17. def. éntelmében az O pont inercidlis,
s6t az X, Y, Z pont a 20. koroll. értelmében egyszersmind szintén inercialis.

21. koroll. A VIIIL ax., valamint a 18. koroll. jévoltabol okvetlentil

létezik legaldbb egy inercidlis orthonormdlt tengelykereszt, roviden inercia-
rendszer.

22. koroll. Ha az x, ;, z inercia-rendszer, akkor az x, }, — 7 is iner-
cia-rendszer, amit az eléz0hoz képest ellenkezdé sodrdsunak nevezink.

23. koroll. Adott x, 5/, z inercia-rendszerhez és OA =g vektorhoz
(ilyen a VI. ax. alapjan okvetleniil létezik, és A végpontjat ,,nyugvonak”
nevezhetjiik) mindig tartozik egy [(a.. ay) a;]-val jeldlendd redlis szim-
harmas, hogy az a B

a = (axx + ayy) + az (a)
alakban is irhaté (15. dbra, ahol OAxy = axx+ayy és OA, - a, z).
Szorozzuk ugyanis a vektoregyenletet skaldrisan rendre ;(, 75], z-vel, akkor
a VII. ax., tovabb4 a (18. def. a) és (18. def. b) egyenlet miatt az

axX = Qg ; Ay = Qy ; AZ = qy



4
15. abra
egyenletekhez jutunk, amelyek az ay, ay, a,~t valéban megadjak éspedig
kolesondsen és egyértelmien. - -
Egyben vilagos, hogy valahdnyszor az OA = a és egy OB = b vektorra

nézve ay = by, a, =by és a, = b,, mindannyiszor OA = OB, vagyis az
A és B végpont egybeesik.
24. koroll.

a) Az b= a -a megnyujtott vektort jellemzd[(by, by), b.] szimharmasra
nézve mindig fennall:
by=a-ay;by=a-ay;b,=a-a (a)
b)) Ac=a-+b osszeg-vektort jellemzd[(cy, ¢y) ¢,] szamhirmasra nézve
pedig mindig fennall:
cx = ay + bx; C}':a)'+ b_Y; ¢, = dy + by (b)
25. koroll. A vektori 6sszeg asszociativ, vagyis

(@+b)+c=a+ b+ o).

Valéban: a bal- és a jobb-oldalt jellemz§ szamharmasok megegyeznek. Ugyanis
24, koroll. (b) egyenlete miatt a baloldalt jellemz6 szamharmas:

[{(ax + by) + cx, {ay + b)) + cv} {a; + b.) -+ Cz] s
a jobboldalt jellemz6 szémharmas pedig:
[{ax -+ (bx + el ay + (by + Cy)} az; + (bz -+ Cz)] .

E két szamharmas azért egyezik meg, mert az algebrai Osszegek rendre
(ax+bx)t+cc= ax+(by-+¢cx),... . Ezt kellett bizonyitanunk. Ezért az (a + b) -+
+ c=d 6sszeg jelzésénél nem okozhat félreértést, ha az a vektort jellemzd [(ax, ay) ]
szamhdarmas jelolésénél a belsd zardjel-part elhagyjuk, vagyis ezt [ay, Ay, tz ] -vel
roviditjuk.

19. def. Az x, ;,—z— inercia-rendszerben az a vektort a 23. és 25. koroll.
értelmében jellemz? [ay, ay, a,]értékharmast a vektor (meréleges) szdm-
komponenseinek nevezzik.
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26. koroll. Az ab skalaris szorzatot a vektortényezék komponenseibél

a konnyen igazolhato
ab = axbx + ayby - azb,

azonossag alapjan is kiszamithatjuk.

27. koroll. A komponens-elgdllitas alapjan konnyen bizonyithato té-
telek:

a)l-(@+b)=1-a-+ %-b (masodik disztributiv térvény).

b) Ha a ¢ vektor is és a d is merdleges az adott oly a, valamint b-
vektorra, amelyek irdanya egymastol kiilonbozik, akkor a d-vektor egyben
a c-nek megnyujtottja.

B) Analitikus modell, térgérbe jellemzése

20. def. Legyen az X, y, z inercia-rendszerben az OA = 17_.\ szabalyos
vektor. Az ;;\ vektor az A nyugvé végpontjanak helyzetét jellemezni képes.
Ezért az ra-t az A-pont helyzetvektordnak nevezhetjiik.

Az 7, vektornak a 23. és 25. korollariumban értelmezett derékszogl
komponenseit a [Zs, ya, za ] szdmharmassal jel6ljik, amelyekre éppen
ezért fennall:

TA=1Za X+ Yy y+2a-2.

28. koroll. Szamitsuk két oly A és B (nyugvo) pont AB tavolsiganak
négyzetét, amelynek r, és rg helyvektoraihoz rendre az  xa, Ya, 24 és
rg, Yr, 28 komponensek tantoznak (16. abra). Képezziik e célbol a 15. def.
alapjan az ;‘\r:; skalénis szorzatot:

16. dbra

Fejezziik ki innen a keresett AB?2 -et:

|1&13:2 = r‘i ~+- I']23~‘2I'AI']; s
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és alkalmazzuk (visszafelé) a VII. axiomaval kifejezett disztributiv tor-
vényt: L -
IAB!2 = (r\—rp)2.

Innen egyben rogton azt is latjuk, hogy két vektor kiilonbségének értékét
a végpontok tdvolsdga is megadja.

Végul a jobboldali skalaris szorzatot a 25. és a 24. b) koroll. alapjan fejez-
ziik ki komponensekkel. Ekkor a keresett formula (amely az inercia-rend-
szerben un. euklidesi hosszmértékviszonyokat hatadroz meg):

Ag" = (Ta--2: )% + (Ya-yn)* + (25 —28)°.

Ezzel vilagossd valt, hogy az inercia-rendszer ,jterének” barmely nyugvo
pontjdhoz 3-elemu redlis értékrendszert tudunk rendelni, éspedig kolesd-
nosen és egyértékiien, s6t e szamharmasok segitségével a pontparokhoz
tartozo tavolsagértékeket ki tudjuk szadmitani. Ezaltal egyben valamennyi
axiémankat is meg tudjuk fogalmazni, csakhogy pont helyett szémharmast
kell mondanunk. Minthogy pedig a hozzarendeléshez igénybe kelleti ven-
niimk a 2. §-ban felsorakoztatott valamennyi axiémat és definiciot, ezért
bizvast allithatjuk, hogy axiomarenszeriink ugyanigy ellentmondasmentes,
akar az analizis.

21. def. (Kés6bbi hivatkozisok céljdbol.)

a) Legyenek a realis p paraméternek az x = s (p) Y=y (p); z=1=z (p) folytonos
(szintén redlis) és egyértékd fliggvényei. Ekkor az x, y, 2z inercia-rendszerben az

r(p) = x(p) x4+ y(p)-y + 2(p) -2 (2)

komponens-eldallitdssal értelmezett r (p) helyvektor végpontja a p kilénb6zd lehet-
séges értékeinél egy un. térgdérbének pontjait képezi (17. dbra). A p-paraméteril cél-
szerdl az un. tvhosszusagot valasztani.

17. abra

b) Az r =1 (p) térgorbe fvhossztisdgdt (1 p--1) a py és pp paraméterértékekkel
jellemzett A és B pontja kozott a térgorbe A és B pontja kozé beiktathaté Osszes
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lehetséges A r hurpoligonok hosszisaganak (értsd: ériékosszegének) felsd hatdra
definialja:

B _
oap- -lim D' 4r]. (b)
A

Itt hallgatolag feltételezziik azt, hogy a felirt hatarérték létezik, ha a kozbeiktatott
pontok szamat minden hatdron megnéveljilk, ezzel minden A4 r hur hosszisagat vég-
nélkil kisebbitjilik.

Tegyuk fel, hogy az r (p)-t értelmezd x (p), vy (p), = (p) fliggvények mindegyike

a p-szerint legalabb egyszer differencialhaté. (Ekkor e fliggvények egyszersmind a 21.
def. a)-beli folytonossagi kovetelményinknek is eleget tesznek.) Ezért létezik a

. ©

fliggvény is. E feltételek mellett a (b)-vel definidlt

P P - . ) N
,\B—‘|dl“—| /(dX]H—{-(dy}z—}-(dz)--dp. (d)

Pa Pa dp dp ~dp

Ha ezutan a Pp-t valtozénak tekintjlik és p-vel roviditjiik, akkor:
- r o

B P ,’/ dx2 )
Oy = | [ ) 4 ...dp. ()
Pa dp

/

Ezért az r (p)-t egyben a gorbe A pontjatél szamitott Oa. ivhossz-paraméter T(UA-)
fliggvényének is felfoghatjuk (1. 33. def.-ban).

Vilagos egyszersmind, hogy

doa. (drl dy) dzZ) 0
dp ( cdp ’
Ezért az (a)-val adott térgérbe un. érintdirdnydt a
dr dr dax
e (8

doy. dp j dp
egyseg-vektor szolgaltatja.

D) Parhuzamos, valamint sik-vektorok bevezetése

Itt csakis oly fogalmakat értelmeziink és vizsgalunk, amelyekre a kine-
matika megalapozasaban (4. §) okvetleniil sziikségink lesz.

Az itt kozolt korollariumok ugyan analitikusan (értsd: vektor-kompo-
nensek segitségével is) konnyen igazolhatok, mégis igyekeziink inkabb
a direkt bizonyitasukat vazolni.
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22. def. A vektori Osszeg értelmezésénél (13. def.) egyszersmind fel-
1ép6 BD vektort (1. 10. abran), amelynek kezdSpontja tehat az OB végpont-
javal, végpontja pedig az OD (= OA 4 OB) Osszeg végpontjaval egyezik,
az OA vektor B-pontbeli pdrhuzamos vagy parallel mdsdinak (képének vagy
atvittjének) nevezzik és e tulajdonsagot igy jeloljuk: OA || BD.

29. koroll. Ha BD az OA vektor (B-pontbeli) parallel mésa, akkor for-
ditva, az OA vektor is parallel masa BD-nek (az O-pontban) és a 28. miatt
értékiik egyszersmind meg is egyezik.

30. koroll. Az OA vektornak tetszéleges B-pontban van egy és csakis
egy parallel mésa (az Osszegnek a 13. def. végén kifejtett ,egyértékiisége”
miatt).

31. koroll. A vektorok pdrhuzamossiga tranzitiv. Ha tehat OA vektor-
nak az E pontban parhuzamos masa az EF vektor (OA I EF), tovabba en-
nek a B-pontban parhuzamos masa a BG vektor (EF 11" Il BG), akkor a BG

vektor egyszersmind az OA-nak is pdrhuzamos mésa (BG || OA).

Az a BD vektor, amely OA-nak a B-ben parhuzamos masa, megegyezik ugyanis
BG- vel, mert DG =0 (18. abra) az OG = ‘'OD miatt. A 20. def., valamint a 9. és 25.
korollarium ]ovoltabol ugyanis: OD = OA+ OB v1szc_>_nt az_ oG = ‘OH — OE ahol

OH = OA -+ OE + OB == OF + OB, tehat OG = OF — OE + OB = OA -+ OB és ezzel
OD = OG, amit bizonyitani akartunk.

23. def.

a) Két egyenest (1. 9. def.) akkor mondunk egyméssal parhuzamosnak,
ha annak a két vektornak irdanya (7. def.), amely a két egyenest meghata-
rozza, egymasnak parhuzamos masa.

A 19. &bréra nézve tehat az OA és a PQ vektor altal meghatarozott
(a) és (f)-egyenes akkor parhuzamos: (a) |l (8), ha OA =a - OFE, |0El = 1;
PQ =q - PF és OE || PF. Fennall pl. (a) || (a) is.

b) A 19. abra (a)-egyenesén a G-pontot a parhuzamos (f)-egyenes P-
pontjara nézve akkor mondjuk dtellenes pontnak, ha a GP meréleges az
(a)-ra, vagyis GO - GP =0. Ilyen G a 18. koroll. miatt okvetleniil létezik.
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19. dbra

32. koroll. Ha az (a)-egyenes G-pontja atellenes pontja a parhuzamos
(P)-egyenes P-pontjanak, akkor forditva P is atellenes pontja G-nek.
E tétel belatasara ki kell mutatnunk, hogy a 19. dbra jeldléseivel PG . PF=0.

Valéban a kiindulési feltevés miatt GO . GP =0, tehat (15. koroll) \GPIQ— |oP|2 —
[GOi2, ahol a 18. koroll. értelmében OG =y . OE, vagyis |OG|2= 2 [OE|? és itt

y = OE . OP/ |OE|% (a)
Ezért egyik el6bbi egyenletliink miatt:
GPJ2— [OP[2— 2 . [OBE, (b)
masrészt a 28. koroll.-t alkalmazva a A=y és OE =a, BF‘E_O"ES-{— OP=b esetre:
y (OE.OF) = (y OE) . OF = OG . OF. (©

Itt a jobboldal a 15. def miatt OG - ﬁ:%-UOG?HOFF—— 'GF|2), ahonnan |GF|? =
— 0G24+ |OF|2—2 . OG . OF. i
A (c) baloldalanak felhasznaldsaval pedig:
G2 = [OG2 + [OF2 -~ 2y -(OE - OF) és ebbél (a) alapjan
\GF|? = [OP2 4 OE2 (1 —»?) (d)

Minthogy a 32. koroll. miatt |PF| = |OE|, ezért (a) alapjén
PF2 4 PG2 = [OE2 +- OP?2 - - »? — [OE[2(1-- %) + 0P 2,

ami (d)-vel egyezik, vagyis a 15. kor. megforditasa alapjan PG . PF = 0. Ezt akartuk
bizonvitani.

33. koroll. Ugyanazon parhuzamos egyenesparon tetszélegesen felvett
két atellenes pontpar tavolsagértéke megegyezik.

24. def. Két pdrhuzamos egyenes tdvolsdgdin (,,k6zén’) két atellenes
pontjanak tavolsagat értjik.

25. def. Az OD vektor akkor esik az egymastél eltéré iranyu OA és
OB vektor sikjdra (20. dbra), ha talalunk oly a és b realis szamot, amellyel
OD a kovetkez6 alakban adhato meg:

OD=oa-0OA+b-OB.
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20. abra

34. koroll. Egy vektornak valamely sikra esése tranzitiv tulajdonsag.
Vagyis ha az OA-t6] eltérd iranyu OD is és OF is az egymastol eltérd
iranyu ( OA és OB vektor sikjara esik, akkor egyszersmind OF az OA
és az OD sikjara esik.

Valéban, a feltevés miatt: OI) = ap - OA —+ bp - OB, és OF = ap - OA + bp- 0B,

ahol a kikotéstink értelmében bpy 20, Fejezziik ki az elsé egyenletbdl OB-t:

OB.. ! .op_™.0a,
bD bp
és helyettesitsiilk a masodikba:
S — _ .. bre o .
OF — ay - 0T} PR AL Ly (ap — OFC “”-) o8 0D,
bp bp D bp

ami éppen allitasunkat igazolja.

26. def. Az OA OB, OC wvektorhdrmast linedrisan fiiggetlennek akkor
mondjuk, ha az a - OA + b -OB + ¢ - OC vektori Osszeg csakis akkor
zérus, ha a =b =c= 0.

35. koroll. A VIIL ax.-ban emlitett OA és OB vektorok, amelyek egy-
mastél eltéré iranyutak, és az ezekre merdleges OD vektor linedrisan flug-
getlen vektorharmast alkotnak.

Ez allitas bizonyitdsara megmutatjuk, hogy tagadasa ellentmondds (hamis). Tegylik

fel tehat, hogy nem az 4allitds, hanem annak ellenkezdje igaz, vagyis van oly a, b, d
szam, amely kozil legalabb az egyik nem zérus, és amelyre mégis

a.0A+b.0B+d.OD=0. (a)

Elészor megmutatjuk, hogy az egyenlet fennalldsa esetén a hiarom szadm kozil a d
semmi esetre sem lehet véges. Szorozzuk ugyanis ezt az egyenletet OD- vel, ekkor
a merdlegesség kikotése miatt d . |OD|2 = 0 egyenlethez jutunk, ahol ODI = 0, tehat
ahonnan valéban d = 0 adddik.

Ezért (a) okvetleniil az @ - OA+b. 0B =0 egyenletre egyszer(isédik. Ez azonban
sem a0, b=20 (I), sem az a=20, b= 0 (II), sem pedig az a=+0, b= 0 (III) esettel
nem fér meg. Ugyanis belble az I esetben b = 0 mellett mégis az a = 0, a II-ban
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¢ = 0 mellett mégis a b = 0, a III-bdl pedig az kodvetkezne, hogy OA és OB vek-
torok mégis egyiranyuak, noha a Kkiinduldsnil (VIII. ax.) ennek ellenkez§jét téte-
leztik fel.

4. §. A relativisztikus kinematika alapelvei

A) Idékontinuum

27. def. Az A-pont valamely tulajdonsdgénak legelemibb megvéalto-
zasat az A-pont eseményének nevezzik. Ezt a kovetkez6kben megfeleld
gorog kisbetlivel, a-val fogjuk jeldlni.

IX. ax. Mindig el tudjuk (objektiven) donteni azt, hogy ugyanazon A-
ponton az egyik «’-esemény egy masik o -nél késébbi-e (ennek jele:
o > a’) vagy sem.*

28. def. Ugyanazon B-pontnak viszont két oly - és f”’-eseményét,
amely kozil egyik sem kés6bbi a masiknal, szimultdnnak nevezzik:
pp

X. ax. Az események kontinuumot alkotnak. Vagyis ugyanazon pont-
nak eseményei a ,,késébb” rendezé allitassal (Dedekind-féle szeléssel) ugy
rendezhetdk, akar a realis szamok.

29. def. Ha az E-pont az A-hoz képest mozog, akkor az E-pont esetleg
,Gt” is ,haladhat” A-n. Az ,dthaladds” pillanata az A-n egy a-eseményt
hataroz meg, amelyet a« - (A, E)-vel jelolhetiink. Ha az E az A-n athalad,
akkor forditva az A is athalad az E-n, és ezzel E-n szintén egy ¢{ - (E,A) }val
jelolendd eseményt ,,valt ki”.

X1, ax. K&t pont koincidencidjdt, mads szoval kélcstnods athaladasat
egymason kategorikusan megitélhetének tartjuk, akér a mozgast.

A kovetkezékben nem zarjuk ki azt, hogy az A- és az E-pont meg-
szamlalhato médon egymasutan tdbbszor is athaladjon egymaéason.

XII. ax. Harom tetszéleges pont kolesonds dthaladdsa egymason tran-
zitiv. Ha tehat A-n az E is és ugyanakkor F-pont is &thalad, vagyis
(A, E) - (A, F), akkor az E ¢s F 1s okvetlen athalad egymaéson.

36. koroll. A XII. ax. feltételel szerint egyszersmind

(E,A) (E,F) és (F,A) - (F,E)

B) Téridé-kontinuum (vildg)

XIII. ax. A mozgo E-pont barmely lehetséges ¢ eseményekor taldlunk
az inercia-rendszerben (3. § 18. def.) egy és csakis egy nyugvd A-pontot,
amelyen az E éppen athalad [e - (E, A)]. Az E mozgasakor csakis egy foly-
tonos térgorbe (,,pdlyagirbe’) pontjain haladhat at éspedig, ha ezek mind-
egyikén torténetesen csakis egyszer halad at, akkor a térgérbén az E-nek
kés6bbi eseményekor letapintott ponthoz mindig egyszersmind magyobb
abszolut éntékli ivhosszusag tartozik.

*Lahjegyzet: Ennek egyetlen objektiv kritériuma az entrépia nodvekedésének iramya.
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XIV. ax. Ha az E-pont az inercia-rendszerben nyugvé (a) egyenesen
mozog, okkor tetszéleges a nem megativ realis szamhoz mindig mozgatha-
tunk az (a)-n legaldbb egy oly G-pontot is, hogy E és G egymashoz képest

merev és [EG! = a.
XV. ax. Ha az E-pont egy, az inercia-rendszerben nyugvé (a) egyene-
sen mozog, akkor tetszéleges d-koézii (y) parhuzamos egyenesen mindig

mozgathatunk az E-hez képest merev oly F-pontot is, hogy [EFl = d.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy («), () parhuzamos egyenesparon az E
és F-pont ,,atellenesen” mozog (21. dbra).

C F
d

(1
A [E.,

XVI. ax. Ha az el6z6 ax.-ban emlitett E-pont az («)-egyenes nyugvo A-
pontjan egyszer athalad, akkor az F-pont is egyszer okvetleniil 4thalad a
(y)-egyenesnek A-val atellenes C-pontjan.

Vagyis jeltléseinkkel élve: az E—pont e - (E, A) eseményehez okvetle-
niil tartozik az F-pontnak is egy ¢ - (F, C) eseménye és forditva.

30. def. Ha az EF vektor a XVI. ax.-ban emlitett modon, tehat ,hardnt-
iranyban” halad at a vele egyezé értékdi AC-n, akkor a nyugvd A-nak
« - (A,E) és a C-nek y - (C,F) eseményét egymassal egyidejlinek mond-
juk, és a tényt « - y-val jeldljik. Valamely nyugvo vektor kezdé- és
végpontjdn egy-egy eseménynek egyidejiisége tehat szimmetrikus tu-
lajdonsag.

XVII. ax. Ugyanazon inercia-rendszer nyugvé pontjain az események
egyidejiisége tranzitiv. Ha tehat az A-, B-, C-pont ugyanazon inercia-
rendszernek nyugvéd pontjai, és az A-nak a-eseményével egyarant egyideji
B-nek f, valamint a C-nek y-eseménye {« - £, « - 7}, akkor f és y egy-
szersmind egymassal is egyidejd (5 - 7)

XVIII. ax. Valamely inercia-rendszerben mozgdé barmely inercialis
pont csakis ugyanazon nyugvo egyenesnek pontjain haladhat at, éspedig
csupan egyszer, €s annak barmely pontjan éthalad. M4s inercidlis pontnak
pedig altalaban mas palya-egyenes felel meg (LANGE 1. megdllapitdsa).

31. def. Az (0, X, Y, Z) inercia-rendszerben nyugvd A~ és B-pont o és
p-eseménye idokozt hatdroz meg, és ezt egy (a, f)-val jeldlendd redlis
szammal akarjuk jellemezni, vagyis mérni, akar az egyenesdarabot (sza-
kaszt) szoktuk. — Megkoveteljilk, hogy egymast kozvetlenil koévets idé-
kozokbo6l Osszetevséds 1dokoz {«->F - >y} mértékszama az egyes iddkozok
mértékszamanak dsszege legyen, vagyis teljestiljon az (a, y) = (&, ) + (B, )
egyenlet.
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32. def. A nyugvo A- és B-ponton az idékozt 6raval meérhetjik. Oraul
LANGE javaslatira az inercia-rendszerben a XVIII. ax. értelmében egy (¢)-
egyenesen végighaladé egyszer és mindenkorra kivalasztott E inercidlis
pontot haszndlhatunk fel, éspedig azaltal (22. dbra), hogy az A-pont a- és a

BoE, oA

o'q

22. abra

B-pont f-eseményekor a 30. def. alapjan megallapitjuk E-nek az egyidejl
helyét, vagyis az 6ra (¢) palyaegyenesén azt a nyugvd két E,- és E,-pontot,
amelyen az E éppen az A-nak a-, ill. B-nek p-eseményével egyidejlen
halad &t. Az E,- és Ey-pont |E, Ey| tavolsaga egyben az A-n, ill. B-n lejat-
sz6d6 (a, p) iddkozt is aranyos moédon jellemezni, vagyis mérni képes
{(a, py == 1]5?, E_l, }, mert a XVIII. ax. miatt a mérdszamra vonatkozo 31.
def.-beli kovetelést kielégiti. A » aranyossagi tényezd egyszer és minden-
korra tetszélegesen valaszthatéo meg. Ezzel az idémérést lényegileg tavol-
sagmérésre sikeriil visszavezetniink.

A legegyszerlbb esetben az A- és B-pont megegyezik, ekkor az (q, f3)
helyi idét mér.

Ha azonban az A és B kozill akar csak az egyik is nem nyugvd pontot
jelent, akkor a 30. def.-ban értelmezett egyidejliség és a XVII. ax. is érvé-
nyét veszti. Ezért csakis nyugvé pontparon lejatsz6do esemémypar idékozé-
rol beszélhetiink.

33. def. Ha a XIII. ax. mésodik részében emlitett mozgd E-pontnak
inercia-rendszerben letapintott pdlydjdit az r = r (o) térgdrbe (2. § 21. def.)
adja meg, ahol ¢ a gorbe nyugvo A-pontjatdl szamitott {vhosszparaméter,
akkor az E-pont sebességén az

S dr do
r— .
da dt
vektor-mennyiséget értjiik, ahol do a térgdrbén az az ivhossz, amelyet az
E-pont a XIII. ax.-nak megfeleléen, és 32. def. alapjan mérve az inercia-
rendszerben egy hatartalanul kicsiny dt (>0) idékoz alatt tapint le, feltéve,
hogy a d? do irédny €s a do:dt létezik.
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Az 1 megszabja az E palyamenti mozgasanak irdnyat is.

37. koroll, Ha a XVI. ax.-ban emlitett E-pont (1. 21. abra) a nyugvo
A-pontot tartalmazd (a) egyenesen alland6é v sebességgel mozog az AB
iranyban, akkor az F-pont is v sebességgel mozog a (y) egyenesen a CD
iranyban.

XIX. ax. Ugyanazon inercia-rendszerben barmely E mozgd inercidlis
pont sebességének értéke allandd (tehat memcsak a 32. def.-ban emlitett
oraponté, ez LANGE II. megallapitisa).

38. koroll. Ezért a XVIII. ax. miatt is az E pontnak egyszersmind a
sebességvektiora is allando.

XX. ax. Valahanyszor az inercia-rendszerben az E-pont az (@) nyugvd
egyenesen allandé sebességgel mozog, és ezen mozog az E-hez képest me-
rev G is, mig az E-hez szintén merev F-pont csakis a parhuzamos (f)-egye-
nesen, mindannyiszor az F és G merev is egymdshoz képest (23. abra).

23. dbra

Ez az ax. természetesen akkor is érvényes, ha az («) és () egyenes
egvbeesik egymaissal.

XXI. ax. Ha a nyugvd (u)-egyenesen az E-pont allandd sebességgel
mozog, és ezen tartézkodik az E-hez képest merev G is, a d-kozd (f) par-
huzamos egyenesen pedig az E-hez szintén merev oly F-pont, amelyre
a XV. ax.-nak megfeleléen éppen [EFl = d (21. abra), akkor EF és EG
egymasra merdleges.

XXII. ax. Ha az E-pont az inercia-rendszerben nyugvé (a) egyenesen
alland6 v-sebességgel mozog, €és ugyanazon tartézkodik az E-hez képest
merev G-pont is, tovabba az E-pont az (a)-egyenes nyugvo A-pontjan, a
G-pont pedig a nyugvo B-pontjan egyidejiien halad at (24. 4bra), akkor a

. v EG?
EGI2 — [AB?

mennyiséget mindig ugyanazon pozitiv univerzilis allandénak talaljuk.
(Gydkének (¢ > 0) neve fénysebesség; ez a L.LORLNTZ-kontrakcic elve.)
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. V. )

39. koroll. A XXII. ax.-ban a c?-t megadé azonossaghdl
AB| = EGI- |1 —v¥c?.

40. koroll. A v = ¢ esetén a 39. koroll.-bol AB = 0 kovetkezne. Ez
azonban lehetetlen, mert ez esetben két soha egybe nem esd pont: E és G
meégis egyszerre haladna at egy harmadik (A)-ponton, a XII. ax.-val szoges
ellentétben. Ezért csakis a v < ¢ eset kévetkezhetik be, vagyis egy vektor
az inercia-rendszerben legalabbis a sajat irdnyaban csakis c¢-nél kisebb v
sebességgel mozoghat.

41. koroll. A XXII. ax.-ban emlitett G-pont is allandd v-sebességgel
mozog («)-n. Tehat a XXII. ax.-ban az E- és G-pontok valojaban szimmet-
rikusan szerepelnek.

42. koroll. Ha az E-, F-, G-pontok az inercia-rendszernek ugyanazon
nyugvo |0X|-egyenesén egyezd irdnyu és nagysagu allando v-sebességgel
haladnak, vagyis e pontok éppen ezért a XX. ax. {(a) = (f)} alapjén egy-
méashoz képest barmely parositdsukban merevek, akkor az EG vektor az
EF-nek egyszersmind megnyujtottja: EG = y-EF. S8t az EF a XIV. ax.
jovoltabdl korlatlanul megnyujthatd, vagyis a 7. def.-nak megfeleld szabd-
lyos vektor, mert per def. OX is szabalyos.

A Kklasszikus geometria nyelvén szélva ez azt jelenti, hogy egy egye-
nes onmagaban (legalabbis dllando sebességgel) eltolhatd: tehat a mozgés
kdvetkeztében nem ,,1ép ki” egyetlen pontja sem az egyenesbdl.

Ez a megallapitds a 2. § 4. def.-jabodl és a XII. ax.-bél kovetkezik.

34. def. Egyenletes transzldcioval mozgé vonatkoztatdsi rendszer értel-
mezése.

Mozogjon az O, X, Y, Z inercia-rendszer OX = x tengelyén az az O’-
pont, amelynek palya-egyenlete: xy = v-t, ahol v (< ¢) allandé.

A XIV. ax. és 42. koroll. miatt okvetlenlil mozgathatunk az x-tenge-
lyen oly X’-pontot is, amely az O’-hoz képest merev és OXl=1 (25.
abra).
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Y: Y
f x U‘
£4q #

25. dabra

A XV. ax. jévoltabdl tudunk ezenfeliil egy az Y-ponton atfektetett és
az x-szel parhuzamos egyenesen ,atellenesen’ mozgatni egy €és csakis egy
Y’-pontot, amelyre éppen ezért O’ Y'l = 1 és a XXI. ax. miatt még
O'Y-O'X = 0. Azonos modon vehetiink fel végll egy Z’-pontot is
azaltal, hogy az elébbi mondatban Y és Y’ helyett Z-t és Z’-t irunk. Igy
eljutottunk az O’, X’, Y’, Z’ onthonormalt vonatkoztatasi rendszer értel-
mezéséhez lamely az O X Y, Z inercia- renwd‘szerlbe‘n egy mozgé vonatkoz-

s rrz

haté fel.

43. koroll. A 34. def.-ban értelmezett O’ X’ a 42. koroll. alapjan kor-
latlanul megnyujthatd, vagyis szabalyos vektor. De a XV. ax. alapjan be-
lathatjuk azt is, hogy az O’ Y’ és O’ Z’ is korlatlanul megnyujthato vekto-
rok, mert OY és OZ egy inercia-rendszernek tengelyei, amelyek éppen
ezért korlatlanul megnyujthatok. Ezért az O, X, Y’, Z’ vonatkoztatési
rendszert is inercia-rendszernek kell mindsiteniink. Az 0, X, Y, Z inercia-
rendszernek a 32. def.-ban emlitett érapontjaul pedig célszertien akar az
O’-pontot is valaszthatjuk, és forditva: az O, X’, Y’, Z’ rendszer 6rapontja
viszont maga az O-pont is lehet.

Fenti megfontolasok egyben azt is bizonyitjak, hogy az O’, s6t bar-
mely allandé sebesség-vektori pont is inercialis.

C) Két inercia-rendszer kapcsolata (Lorentz-transzformdcio)

Ugyanazon eseménynek (pl. két pont egymason vald athaladasdnak)
mind az O, X, Y, Z inercia-rendszerben, mind a 34. def. szerint hozza képest
mozgsé O, X', Y’, Z'~-ben beszélhetink helyérdl és idejérél, amelyet az
X, Y, 2, 11l x°, ¢, 2 tér-koordinatakkal és a ¢, ill. ¢’ idé-koordinataval adha-
tunk meg.

44. koroll. Egy esemény tér-koordindtdinek dtszdmitdsa mozgé inercia-
rendszerre.

a) Szoritkozzunk elészir az x-tengelyen lejatsz6dd « = (A, A’) eseményre. Neveze-
tesen nyugodjék a 34. def.-ban értelmezett O’, X', Y, Z’ mozgdé vonatkoztatasi rend-
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szernek a)_i’ =g’—tenge1yén az A’-pont (26. abra). Ez az A’-pont az O, X, Y, Z inercia-
rendszer OX = x tengelyén nyugvo tetszOleges A-ponton a 42. koroll. értelmében
okvetleniil athalad valamely t-id6ben.

X
0C
26. dbra

Ugyanazon t-kor az O’-pont viszont szlikségképpen az k-ten_gglynek valamely C

nyugvé pontjan halad at, amelyre nézve a 34. def. értelmében [OC| = v.t.
Ezért a 39. koroll. miatt L
- e CA|
¥ =|0A =
V1—v¥/c?

Itt azonban

ICAl = OAl —|0C!| = x—ut.
Tehat
x — vt

oy

b) Ha az a)-ban emlitett A-pont y és z koordinataja nem zérus, akkor az a)-beli
levezetést nem az 7§-tenge1y mentén, hanem egy ezzel parhuzamos oly tengelyen Kkell
megismételni, amely atmegy az x =0,y &= 0,2 3= 0 ponton. Ekkor a’-re az a)-belivel
azonos kifejezés adddik, viszont a O’, X’, Y’, Z’-ben a XV. ax. és a 32. def. értelmében:

y—y; z=z. ()

’

T

(a)

Az a)- és b)-beli egyenletek éppen a cimben felvetett feladat megoldasat, vagyis

45. koroll. Két esemény idokozének kifejezése a mozgd inercia-rend-
szer idémértékével.

A 34. def.-val értelmezett és a 43. koroll.-ban inercialisnak talalt
O, X', Y’ Z’ vonatkoztatasi rendszerben orapontul legegyszerlibben az O-
pontot valaszthatjuk. Csakhogy a 32. def.-ban emlitett tetszbleges » ara-
nyossagi tényezdt itt az EINSTEIN altal felismert reciprocitdsi elv alapjan
célszerli megvalasztanunk, vagyis ugy, hogy

valahdnyszor O’ sebessége az 0, X, Y, Z-ben (dllandd) v, mindannyiszor
az O sebessége az O’, X°, Y’, Z’-ben —v legyen.
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Mas szoval: mozgo O, X’ Y’ 72’ inercia-rendszer ne legyen az
0, X, Y, Z-hez képest kitlintetve.

Legyen (a 44. koroll.-hoz hasonléan) A’ az OX=x tengelynek egy nyugvd
pontja (1. 27. dbrat, amely a 26. abratél csak abban kiilonboézik, hogy most [OC| = 0).

IV Y e
X
0O A
27. abra

A t=0 idében O’ athalad O-n, de ezzel az eseménnyel egyidejlen az A’ is okvet-
leniil athalad az x-tengely valamely nyugvo A-pontjan. A 34. def.-ban értelmezett
O’-pont palya-egyenlete miatt a L
t=|0A| v (a)

id6koz eltelte utan pedig sziikségképpen az O’-pont halad at az A-n. Ez a két athala-
dasi esemény {jeldléseinkkel: (O’, 0) és (O, A)} az O’-n a t’ idékoézt hatarozza
meg, amelytdl a reciprocitasi elv megkoveteli, hogy

=104 v (b)
ériéki legyen.
A 39. koroll. alapjan azonban:

O’ A’ = [0AI- |/ T— 02 .

Ezt az egyenletet a kovetkezé alakban is irhatjuk:

0A — oAl
OA” = ¢ : (©)
V1—v%c?

Itt az (O, A) esemény helykoordinatai: x = 16;11; x'= \5 A’l, Ezért (a) és (b) alap-
jdn: xr=v.t és x’=v.t. E jelolésekkel (c) igy alakul:
p?
ol———zx
c2
vt =

V1 -v¥e .

Ezt az egyenletet v (3= 0)-vel osztva a Kkeresett

r ()



egyenlethez jutunk, amely megadja az O, X, Y, Z-ben t idében és az x-koordinataju
helyen lejatszoddé esemény t’ idejét az X iranyban &llandé v sebességgel mozgod
O, X', Y’, Z’ vonatkoztatasi rendszerben. Az utolso egyenlet kiegésziti a 44. a)- és b)-
ben levezetett két egyenlet (kozos neviik: specidlis Lorentz-transzformdcio).

D) A Lorentz-transzformdacié néhany kivetkezménye

46. koroll. Az x’, y’, 2’ és t’ koordinatakat add specidlis Lorenzt-transz-
formacionak inverze (vagyis x, ¥, z €s t-re megoldott alakja) a v eldjelétdl
eltekintve azonos alakui az eredetivel. Vagyis a’ Lorentz-transzformacio
visszaadja a 45. koroll.-ban megfogalmazott reciprocitasi elvet is.

35. def. Legyen A és B az O,X,Y,Z inercia-rendszerben nyugvd két
pont, amelynek tér-koordinatadi rendre x,, Ja, zo €s Ty, Yp. 2B, Jatszodjék le
A-n egy a-esemény a ti, B-n pedig egy f-esemény a t;; rendszer-idében.
Az «- és f-események téridé- (vagyis: vildg-) tavolsdgdn az

Sap = [ (@a—ap)® + Wa—yn)® + (22 ) - (ly—Ip)?
mennyiséget ertjik.
Az s,3 mennyiség egyidejliség (t, = tp) esetében a tértavolsdg (o) értékét
veszi fel. Mas esetben (pl. akkor is, ha AB! = 0) az Seg 1maginariussa is
valhatik.

46. koroll. Ugyanazon két esemény vildg-tdvolsaga Lorentz-transzfor-
maciora invarians. Vagyis az a- és ~esemény vilag-tavolsaga az 0,X,Y, Z
inercia-rendszerben pontosan akkoranak latszik, mint a mozgs O’, X°, Y, Z’
inercia-rendszerben. Az 3(2,‘3 vilag-tavolsagot értelmezé négyzetdsszeg elsd
harom tagja a két eseménynek a 21. koroll.-ban megismert tér-tavolsag
négyzetét adja (ez pozitiv definit), az utols6 tagja viszont mindig negativ.
Ezért az sf,ﬂ negativ értéket is felvehet (pl. az A =B esetben, ezért s2 32
indefinit). E sajatsag alapjan a tér-id6-, vagyis vilag-kontinuumot nem
mingsithetjlik teljesen euklidesinek, hanem csak kvdzieuklidesinek.

Latjuk, hogy e kontinuum barmely eseményéhez kolcsonis ¢s egy-

értelmi modon egy négyelemi redlis értékrendszert rendelhetlink, és en-
nek ismeretében mindig ki tudjuk szdmitani tetszéleges két esemény vilag-
tavolsdgat 1is, amely a tér-idé-koordinatak Lorentz-transzformaiacisjara
nézve invariansan viselkedik. Ezzel egyben a vilag-kontinuum analitikus
modelljét sikertiilt megalkotnunk, mert minden kinematikai allitasunkat ki
tudjuk fejezni az analizis nyelvén is. E modell létezése pedig azt bizonyitja,
hogy axioma-rendszerink feltétlenll ellentmondas-mentes, akar az ana-
lizis.

47. koroll. Altaldnos Lorentz-transzformdcio.

A 44. és 45. koroll.-ban adott specidlis Lorentz-transzformaciobsl (ahol O’ sebes-
sége éppen X-iranyu) Herglotz nyomdan oly altalanos is levezethet, amelyben O’ (és

vele az X', Y’, Z’ egység-pontok) v-sebessége az x-iranytol tetszdlegesen eltér.
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E célbol legyen az O, X, Y, Z- rendszerben valamely esemény helyzetvektora
r=ux- x—l—y y+2z-z Ez a 9. és 17. koroll. értelmében egyértelmiien felbonthaté
egy a v sebességgel egyezd irdnyu

—  (rv)v
ry == (ro)

(a)

2

és egy erre meréleges rl T — r'l vektori tagra. Eppen ezért azonban az 7 -et az O

kezdépontd rendszer valamely x’-menti Py i helyvektoradba a specidlis Lorentz-transz-
formacié viszi at, amely most vektori Jelekkel igy is irhaté:

o t__UrH
= I‘“—U-i . . o
= fl=—". (b)
V1 —wv2/c? J1—o2 c?

Ha az r-nek az O’-ben egy 7’ felel meg, és erre a XXI. ax., ill. 44. koroll. jévoltabsl
szintén fennall:

’- J—
I‘—-I‘“-T—l"l, ry=r ,

akkor a (b) elsé egyenlete miatt:

e N
r—=————+4r1-r; .
V1= 0%c
Az (a) egyenlet alapjan tehat:
1 Y\ ——- vt

(ro)v—

1 vt
1 —v¥/c? 1—0%c®
/ /

Ezt az egyenletet a keresett altalanos Lorentz- transzformdciéva egésziti ki (b) maso-
dik egyenlete, amelyben 7|| v helyébe kivant médon r v irhaté, vagyis

ey

c2

= (d)
V1 —v¥c?
Minthogy most bebizonyosodott, hogy a specialis Lorentz-transzformaciobél az altala-

nos (c), (d) is bevezethetd, ezért biztos, sehol sem véthetlink az altalanossag ellen,
amikor csak a specialis Lorentz-transzformaciobol vonunk le kovetkeztetéseket.

(c)

r —1+(

5. §. Fiiggelék
A) Néhdny megjegyzés.

A fizika egyes 4agazatainak (igy a dinamikédnak, termodinamikanak
stb.) axiomatikus megalapozasa (kodifikdldsa) igen hasznosnak bizonyult.

Segitségével az empirikus térvények kozil a legegyszeriibbeket kutathat-
juk fel, és ezeket a logikai kévetkezményeiktél jol megkiilonbodztethetjiik.
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De utmutatast ad a kodifikalas oly tovabbi, pontosabb ellenérzé kisérletek
elvégzésére is, amelyekkel a felismert empirikus térvények érvényességi
hatarait tudjuk megallapitani. Didaktikai értéke is elvitathatatlan.

E dolgozat kozzétételét az indokolja, hogy a relativisztikus kinema-
tika elemi elveit a geometridaval logikai egységben az irodalomban még
nem kodifikaltdk. Ennek az a kézenfekv6é magyarazata, hogy az ,,abszolut
tér és id6” egyszerl téveszméjét kovetd klasszikus (vagyis a nemrelativisz-
tikus) kinematika beérte a geometria elveivel is. Az itt kozolt axidomaékat
a tapasztalatbdl leszlrt oly egyszerli szabdlyok alkotjak, amelyek pontok
viszonylagos mozgasat, ill. mozdulatlansagat irjak le.

Ezeket hallgatdlag eddig is mindig elfogadtuk. A {felsorakoztatott
axiomak kozilil szerencsésen csakis az utolso bir jellegzetesen relativisz-
tikus tartalommal. Axiémainkban két pont egybeesését, ill. viszonylagos
mozdulatlansagat (merevségét) mindig elddnthetének tartjuk. Eldontésére
ugyan a természet étalonul nem szolgaltat merev pontpart, mégis miként
két pont viszonylagos mozgasanak, ugy viszonylagos mozdulatlansaganak
(merevségének) is van sziikségképpen értelme.

Eszmei merev pontpar (hosszmérték) elBallitasardl az un. korldtozott relativitds
elve miatt kell eleve lemondanunk [8]. Ezt az elvet a jelenleg ismert fizika teljes
mértékben igazolta. Az elv szerint a kinematikailag lehetséges inercia-rendszerek
koziil a fizikai jelenségek, ill. eseménysorozatok egyet sem tiintetnek ki a tobbihez
képest.

Mar pedig, ha létezne eszmeien merev F, G pontpdr, akkor a XXII. ax.-hoz kapcso-
lédva a kezdetben nyugvé F kimozditdsit az A-rél egyidejlien kévetné a G kimoz-
dulasa B-r6l. I_gy az A-beli ok és B-beli okozat egyidejii eseménypar lenne, amit azon-
ban egy az AB-vel ellentétes irdnyban mozgd inercia-rendszerben ugyan nem egy-
idejlen, de az ok és okozat helyes sorrendjében észlelnénk, az AB-vel egyezs sebes-
ségliben azonban paradox médon az ellenkezd, helytelen sorrendben. Ez a tény
pedig kitlintetné az AB-vel egyezd sebességli inercia-rendszereket az ellenkezd sebes-
ségliekkel szemben, megsértve a korlatozott relativitds elvét. E paradoxont csakis a
‘merev pontpar megvaldsithatésaganak tagadasa oldja fel.
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B) A dolgozat sajdtos jeldléseinek jegyzéke

Az alabbi tablazat a dolgozat tanulmanyozasdnak megkonnyitésére szolgal

Részletesebb értelmezése

Jelolés Rovid jelentése megtalalhat6
A B C, .. El6irasoknak ala nem vetett (kinematikai) pontok 1. § els6é bekezdése
AB=v A kezdd és B vég-pont alkotta (hosszusag-) vektor (v) 1. és 2. def., tovabba
VII. ax. is
AB Az AB-vektor értéke 1. koroll.
A, B, C, Un. planimetriai pontok 11. def.
A, B C,..., A B, C, Un. inercialis pontok 17. def.
Tab Az a és b vektorra merdleges irany 17. def.
(0. ¢ E;, oY E?, 0Z=7z Inercia-rendszer orthonormalt tengelykeresztje 18. def.
[ax ay, a, ] Az a vektor derékszégli komponensei 19. def.
OA || BD Az OA vektor B-pontbeli parallel , masa” 22. def.
(a), (A Az A, B pontot tartalmazé nyugvo egyenes 22. def.
(ORIKD) Parhuzamos egyenesek 23. a) def.
OAR Térgorbe ivhosszusaga 21. def.
Py, Esemény az A, B, C-ponton 27. def.
o T @ Szimultan események az A-ponton 28. def.
o > Az o’’’ esemény kés6bbi a’’-nél IX. ax.
@ - (A, B) A B-pont athaladasa altal az A-n értelmezett esemény 29. def.
o /3 Nyugvo A és B pont egyidejl a és f eseményei 30. def.
{a, 1) Az a- és fi-esemény altal meghatarozott (zart) id6koz 31. def.
Sas Az a- és f-események vildgtavolsiaga 35. def.
0,X,Y,Z A Nyugvé inercidlis pontok 31. def.




C) Ajdnlds

E dolgozatomat kegyelettel ajanlom elsé és legkedvesebb mesterem: MAGYAR KALMAN tudos
tanar (1886—1937) emlékezetének.
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UBER DIE PRINZIPIER EINES ELEMENTAREN AUFBAUES
VON QUASI-EUKLIDISCHEN RAUM-ZEIT-KONTINUUM

DR. MATRAI TIBOR

In einer [1] der meinen vorigen Arbeiten habe ich eine einheitliche Methode fir
die Bestimmung der Raummetrik auch in relativistischen (Herglotz-schen) Sinne
starrbewegenden Medien gegeben [2]. Infolge dieser Methode gelang es mir zu den
liberraschenden Erkentnis zu kommen, dass sich ein unendlich sich ausdehnende
euklidische Raum nur im Inertial-System verwirklichen kann. Sogar die Forderung
der unendlichen Ausdehnung kann bestimmt als auch eine geometrische Definition
{ir das Inertial-System dienen [3].

In Interesse dieses vielversprechenden Programms setze ich in dieser Arbeit die
Prinzipien der euklidischen Geometrie mit sinngemésser Verzdgerung der Einleitung
der unendlichen Ausdehnung (als eines der idealen Elemente) auseinander, undzwar
in Sprache der direkten Vektor-arithmetik (d. h. schon auch im Ausgang koordina-
tenfrei), die ich hier — angeregt von den #dhnlichen Bestrebungen von H. Weyl [4]
— nur von Punkten, von starren (d. h. gegenseitig ruhenden) Verhalten gewissener
Punktpaare, sowie von zu solchen zuordnenden Lingewert ableite.

Die Formulierung meiner organisch sich verkniipfenden relativistischen kinema-
tischen Prinzipien griinde ich auf die momentane Koinzidenz von zwei beliebigen
Punkten. Es gelingt mir also absichtlich im Ausgang den verwickelten Begriff der
natlrlichen Uhren, sowie des Lichtsignals beizuseitigen, den die fritheren Autoren
[5,6] doch in Anspruch genommen haben. Ich zeige, dass die Lorentz-transformation
von den auf Grund der bekannten Lange-schen Konzeptionen [7] konstruierten kine-
matischen Prinzipien auf gegenseitig-eindeutliche Weise zu ableiten ist.
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