A HIPERCIKLUS ES HIPERSZFERA

DR, PELLE BELA

1.

Ebben a dolgozatban a hiperciklusra ¢s hiperszférara vonatkozo
tételeket foglaljuk 6ssze. Bolyai a 27. §-ban bizonyit egy ide vonatkozo
tételt, azonban nem adja ezeknek a rendszeres felépitését. Ezen anyag-
reszek is hasonld gondolatmenettel targyalhatok, mint a paraciklus- s
paraszférardl szold paragrafusok. A kettd egyiitt, pArhuzamosan is fel-
épithetd, vagy a 24. § utan dolgozhaté fel. Mi ez utobbit valasztottuk.
Az I-1V, axidémacsoporira felépitett ,abszolut” geometria tételeit ki-
egészitve az Appendix alapjan a parhuzamossag értelmezésével és az
ezekbdl meég levezethetd ,,abszolut” geometriai 1ételekkel, tovabba a T
es S rendszerre vonatkozé néhany tétellel, erre épitve targyaljuk a hi-
perciklusra és hiperszférara vonatkezd tételeket. Alapirodalomkeént
Varga Otté: A geometria alapjai” ¢imd munkajat és Bolyai Janos
LAppendix'-ét valasztottuk, az idézett tételek innen valék.

Ezek alapjan felepitésiink a kovetkez6:

IL

Ertelmezés: Ha egy =« sikra merdleges sugdrnyaldbra nézve meg-
szerkesztjlik a nyalab MA~ * félegyenesére illeszkedd A pontnak Osszes
korrcspondedlé pontjait (M itleszkedik z-ra), akkor ezen pontok fsszes-
ségét az = alapsikhoz tartozd | MA | tavelsaga hiperszféranak nevezzik.
MA  a hiperszféra tengelye. Ebb6l az értelmezésbél kovetkezik, hogy
az MAT-hoz tartozé merdleges sugadrnyaldb minden egyenesének a hi-
perszféran egy és csak egy pontja van.

Ertelmezeés: Ha egy a egyenesre merdleges egyenesseregre nézve
megszerkesztjuk a sereg MA~ félegyenesére illeszkedd A pontnak Gsz-
szes korrespondedald pontjait (M az alapegyenesnek pontja), akkor ezen
pontok Osszességeét hiperciklusnak nevezziik, MA a hiperciklus ten-
gelye.

Ebbé6l az értelmezésbidl szintén kdvetkezik, hogy az MA -hoz tar-

A . jel félegvenest jeldl, Pl Ma MA félegyenes.
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tozo merdleges egyenessereg minden egyenesének a hipercikluson egy
és csak egy pontja van.

1. tétel: Ha az a egyenesre MA merdleges, akkor az a egyenes és az
MA *-ra illeszked? A pont egyértelmiien meghatarozza az a és | MA |-hoz
tartozo hiperciklust.

Bizonyitas: a 64. tétel ** — , Adott egyenesnek adott pontjabol egy
és csak egy egyenes létezik, amely az adott egyenesre meréleges” —
és a 65. tétel — | Egy nem egy g egyenesre illeszkedé B pontra egy és
csak egy egyenes illeszkedik, amely az adott egyenesre mersleges” —
ertelmében az a egyenesre merdleges egyvenesek egyvértelmiien allit-
hatok el6 és a 66. tétel — ,,Ha két a & b egvenes ugyanazon harmadik
g egyenesre merdleges, akkaor az a é b-nek nem lehet metszéspontja’
— értelmében ezeknek nincs kdzds pontjuk. A 104., 105., 107, tételek
értelmében a korrespondedlé pontok egyértelmuien megszerkesztheték
és a 111. tétel 6. segédtétele értelmeben — , Ha az a, b, ¢ egyenesek egy
n egyenesre merolegesek, akkor az a, b, ¢ egyenesen a korrespondeild
pontok megfeleltetése tranzitiv és emiatt a, ¢ az a, b parhoz tartozik”.
— ezek a merdlegesek egy sereghez tartoznak, tehat az a egyenes és
i MA | egyértelmiien hatdrozza meg az a és MA- tengelyhez tartozd
hiperciklust.

2. tétel: Az o sik és az erre mertleges MA-ra illeszkedd A pont
{M az z-nak pontja) egyértelmien hatarozza meg a hiperszférat.

Bizonyitas: A 131. oldalon (V. O. A geometria alapjai”) kozolt
eljarassal a sikra meréleges egyenesek egyertelmien meghatarozhatdk.
Ezek a 114. tétel értelmében — ,\Ha a nyaldb egyenesei egymast nem
metszik, akkor két egvenesnek vagy van koz8s merdlegesiik, vagy
nincs. Az elsd esetben a nyalab egy sikra mertleges egyenesekbol all”
— egy nyalabhoz tartoznak A korrespondealé pontok egyértelmi meg-
hatarozisdbol kévetkezik, hogy az x-hoz |+ MA | tdvolsagu hiperszférat
% €s MA+ egyértelmien meghatarozza.

A 123, tételbdl — A sik barmilven kongruens leképezésénél egy
cgyenessereg ismét egy egyenesseregbe megy at. Tehit egy epiciklus
epiciklusba” és a 145. tételbdl — |, Kongruens leképezésnél egy egyenes-
nyaldb ismét egyenesnyaldbba megy &f, és barmilyen e nyalabhoz tar-
toz6 episzféra dnmmagaba megy at.”” — kovetkezik a:

3. tétel: Barmilyen kongruens leképezésnél hiperciklus hipercik-
lusba, hiperszféra hiperszfériba megy 4t

A 126, tétel alapjan — ,,lda egy egyenessereget ennek egy egyene-
sén vald tlikrozéssel leképezzik, akkor a sereg dnmagaba megy At
Tovabba a sereghez tartozé harmilyen epiciklus sajat magaba megy at.”

4, tétel: Ha egy egyenesre merdleges egyenessereget annak egy
egyenesére tliikkrozzik, akkor az egyenessereg dnmagiba megy at és az
ugyanakkora tavolsighoz tartozé hiperciklus szintén onmagaba.

Mivel a tlikrozés kongruens leképezés, igy a hiperciklus barmely
hurjat vele egybevagd hurjaba viszi &t és a két ponthoz tartozé hiper-
ciklus ivet szintén. A kongruens leképezés folytan a kezdeti és vég-

== A €-sal jelolt tételek Bolyai Appendixébdl valok, a 1dbbi tételek Varga Ottd: A geo-
metria alapjai cimi munkajabol.
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pontok elmozduldasa egyenls, tehat a hiperciklus dnmagaba eltolhato
vonal. Az eltolassal barmely hurja vele egybevigd és megyezd menet(
mas hurja helyébe lép. Igy a hipercikluson egyenié hurokhoz egyenlé
ivek tartoznak.

A 2-hoz idézett 145. tételbol pedig kbvetkezik:

5. tétel: Ha egy sikra mersleges egyenesnyalabot két nyaldbegye-
nes altal meghatarozott sikra tikrézzik, akkor az egyenesnyalab Omn-
magdba megy 4t és ugyanazon tavolsighoz tartozo hipersziféra szintén.

6. tétel: A hiperciklus bdarmely pontjanak az alapegyenesté] méri
tavolsaga egyenlé | MA I-val.

Bizonyitas: Tekintsiik az a alapegyeneshez tartozé |MA ! tavol-
sagu hiperciklusnak cgy tetszoleges B pontjat. B-re illeszkedjen az NB
seregegyenes. Az | MN |-t mertlegesen felezd seregegyenes legyen PC.
A 4. tétel értelmében PC-re tikrozéskor a hiperciklus onmagaba megy
at, tovabba az N pont M-be ¢s M az N-be, NB egyenes MA-ra és for-
ditva. Az értelmezés alapjan igy B az A-ba és A a B pontba kertil,
tehat | MA | = | NB|. Ezzel a tételt igazoltuk.

Az MABN négyszog (AB hur az cldala) Saccheri négyszig.

C
B 4
oL
N P M

1. ubra

7. tétel: A hiperszféra barmely pontjarak az alapsiktél mért tavol-
sdga egyenld 1+ MA i-val.

Bizonyitds: Legven az « alapsikhoz tartozé | MA | tavolsdga hiper-
szféranak B egy tetszéleges pontja, és a railleszkedé seregegyencs NB.
Az | MN -t mer6legesen felezd sik tartalmazza a merdleges sugarnya-
1Ab ket egyenesét, tehat az 5. tétel értelmében ezen sikra Likrézve a
hiperszféra dnmagaba megy at, tovébbéa az elébbi gondolatmenet alap-
jan A B-e és B az A-ba és | MA . = [NB 1.

Ezek alapjdn érvényesck a kovetkezd tételek:

8. tétel; Egy o siktol egyenld tavolsdgra levd pontok halmaza a hi-
perszférat alkotja. Ezt az = alapsik | MA | = d tavolsagu tavolsagfelii-
letének, ckvidisztins feliiletének nevezziik.

9. tétel: Egy a egvenestdl egyenlé tévolsagra levd pontok halmaza
a hipercikluson van. Ezt az a alapegyenes | MA | = d tavolsagu tavol-
sdgvonalanak, ekvidisztans vonalanak nevezzik.
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10. tétel: Minden sik hiperszféra és minden egyenes hipercikius.
Ui. az értelmezés alapjan ha d = 0, akkor a hiperszféra és hiperciklus
egvbeesik az alapsikkal, illetve az alapegyenessel. — , Ha az episzféra
tengelyeén at fektetiink sikot, akkor az episzféranak ezen sikra illesz-
kedd pontjai egy epiciklust adnak. Az episzféra barmely két ponfjan
otmegy egy epiciklus.”

11. tétel: A hiperszféra MA© tengelyére illesztett tetszdleges siknak
&s a hiperszféranak metszésvonala hiperciklus. Ezt a hiperszféra MA ™
tengelyéhez tartozd hiperciklusidnak nevezziik. Ennek alapegyenese a
tetszéleges siknak és az alapsiknak a metszésvonala.

12, tétel: Ha a hiperszféra MA~ tengelyéhez tartozé hiperciklusat
MA koriill megforgatjuk, akkor a hiperciklus a szébanforgd hiperszférat
irja le €s tavolsdgvonala az alapsiikjént.

Bizonyitas: Az elforgatas soran az MA-ra M-ben merdleges alap-
vonal elforgatottja merdleges marad MA-ra. A 141. tétel szerint — | Az
Osszes epy ¢ egyenesre vagy 0 pontban merdleges egvenes egy sikra
illeszkedik” — a merdlegesek &ltal meghatarozott sik azonos az alap-

sikkal, tehal az alapvonal az alapsikot irja le.

3 4

<<

Nl‘

2, dbra

Tovabba a 118. tételbdl — | Egy olyan ABCD négyszdghben, amely-
ben az A és B-hez tartozo szogek derékszogek. és az AB egyenes
ugyanazon oldalan fekvs  AD i és | BCI oldalak egybevagéak, a D és
C-nél levd szdgek szintén egybevigoak. Az ' AB i oldal kozépmerdlegese
a i CD | oldalnak is kozépmerdlegese” — és a kongruens leképezéshdl
kévetkezik, hogy NBA<L = MAB<L = N'B’A’ <€ (akar a hurt, akédr az ivet
tekintjik), tehat A~hoz a B és A’ korrespondeald pontok. Ugyanc:aak
a 119. tétel és a 7. tétel alapjan NBB<X = N'B'B’<L. Igy B és B’ is kor-
respondeald pontok. Ezek szerint az elforgatott hiperciklus barmely
poentija a hiperszféran van.

A 11. és 12. tételek kovetkezménye:

Kdévelkezmény: A hiperszféra MA - fengelyére illesztett sikok altal
kimetszett hiperciklusok egybevagok.
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Ezekb¢l kovetkezik egy altalanosabb tétel:

13. tétel: Ha a hiperciklust tengelye koriil elforgatjuk, hiperszfe-
rat ir le, alapvonala pedig a hipersziéra alapsikjat. (A bizonyitds meg-
egvezik az el6z6 tétel bizonyitdsaval.)

A 11, 12, 13. tételek alapjan igaz a:

14. tétel: Minden hiperszféra el6allithaté hiperciklus forgalasaval.
Ui., ha volna olyan, amelyet nem tudnadk el8allitani, akkor annak
egyik lengelyére illesztett sik altal a hiperszférabdl kimetszett hiper-
ciklust tengelye koril elforgatva nem irnd le a hiperszférat. Ez ellent-
mondas,

15. tétel: A hiperszférat mindig elforgathatjuk alkalmasan vélasz-
tott tengelye korul ugy, hogy egy tetszélegesen kivalasztott pontja ma-
sik tetszolegesen kivalaszbott pontjdnak helyére lépjen.

Bizonyitas: Tekintsink egy sikot és a hozzatartozo | MA | tavol-
sagl hiperszférdt. Legyen a hiperszféra tetszdleges két pontja B és B,
a hozzitartozé tengelyek NB' és N'B’ 7, ahol N és N' az alapsikban van-
nak. Az | NN’ [-t merdlegesen felezd sikban legyen MA: merdleges az
alapsikra, és ennek a hiperszféran levo pontja A. Az MAP sikra tikroz-
ve, a hiperszféra bnmagiba megy at, B -~ B’-be, tovdbba az MAN sik
MAN' sikba, igy MA koril a két stk egymasha forgathatéd, vagyis MA
kérul [orgatva a hiperszférat B a B'-be keril.

Ertelmezés: A hiperciklus érintéjén azt az egyenest értjik, amely-
nek a hiperciklussal csak egy kozos pontja van.

A 128. tételt — , Minden epiciklusnak, amely nem egyenes, min-ien
A pontjaban van érintéje. Ez az érintd az A ponton athaladé sereg-
egyenesére merdleges.”

16. tétel: Minden hiperciklusnak minden A pontjaban van érintdje.
Ez az érint6 az A ponton atmend seregegyenesre merdleges.

A 129, tétel — ,Ha A az epiciklusnak egy pontja, akkor azon at-
fektetett egyenes, amennyiben nem érints, az epiciklust legfeljebb
még egy pontban metszi.” — szerint:

17. tetel; Ha A a hiperciklusnak egyv pontja, akkor azon atiektetett
g egyenes, amennyiben nem €rintd, a hiperciklust legfeljebt még egy
pontban metszi.

Az értelmezésbél, a 16. é&s 17. tételekbdl kivetkezik:

18. tetel: Egy egyenes a hiperciklust vagy nem metszi, egy vagy
legfeljebb két pontban metszi,

Ertelmezés: A hiperszféra érintésikja az a sik, amely a hiperszféra
egyetlen pontjat tartalmazza.

19. tétel: A hiperszféranak minden A pontjaban van érintdje és ez
merdleges az MA tengelyre.

Bizonyitéds: Az MA'i-hoz tartozd hiperciklusnak A-ban van egy
erintdje, Az MA korul elforgatott hiperciklusck mindegvikének A-ban
csak egy érintdje van és czek merdlegesek MA-ra, tehat egy sikban
vannak, Mivel az elforgatott hiperciklusok a hiperszféran vannak, a
siknak a hiperciklusokkal, illetve a hiperszféraval csak egy kozos pont-
ja van, tehat érintdsik.

A hiperciklus, koér, hipersziéra, gdmb értelmezéshdl kovetkezik:
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20. tétel: A hiperciklus nem lehet kor, a hiperszféra pedig nem
lehet gomb.

A 127, tétel — ,,A sik harom tetszdleges, nem egy egyenesre illesz-
kedé pontja meghatéroz egy es csak egy epiciklust, amely nem egye-
nes” — alapjén érvényes a kdvetkezé tetel:

21, téiel: Ha két hiperciklusnak harom pontja kizds, akkor a két
hiperciklus azonos.

22, tétel: Ha B az a és | MA |-hoz tartozé hiperciklus tetszdleges
pontja és NB+ az MA“¥-hoz fartozd a-ra meroleges seregbeli egyenes,
akkor az [a; MA7*]-hoz tartozd hiperciklus és az [a; NB*]-hez tartozd hi-
perciklus egybeesik.

Bizonyitds: Legyen az NB'-hez tartozé hiperciklus tetszéleges pont-
ja C és PCH+ az NBT és MA*-hoz tartozo seregegyenes. Mivel a harom
nyaldbegyenesen AMN <.=BNM <€ és BNP <t = CPN <, igy a definicio
alapjan AMP <t = CPM <L, Tehat a C az NB+ mellett MA+-hoz tartozé
hipercikluson is rajta van. Igy a két hiperciklusnak harom pontja ko-
z6s, tehat a 21. tétel értelmében a két hiperciklus egybeesik. Igy bar-
mely seregbeli egycncs lehet tengelye a hiperciklusnak.

23. tétel: Ha az o és MA™-hoz tartozd hiperszférdnak B egy tetszd-
leges pontja és NB merdleges a-ra, akkor az [¢; MA*]-hoz tartozé hi-
perszféra egybeesik az « és NBt-hez tartozd hiperszféraval.

Bizonyitas: Az egyenesnyalab szerkesztésébdl kovetkezik, hogy az
MA*-hoz és NB*-hez tartozé meroéleges egyenesnyalébok egybeesnek,
Mivel A és B korrespondedld pontpar, igy mindazok a pontok, amelyek:
A-hoz korrespondeédlék, B-hez is azok és forditva. {gy az MA™-hoz tar-
tozd hiperszféra minden pontja illeszkedik az NB*-hez tartozd hiper-
szférara és forditva. Ezek szerint a két hipersztéra czonos.

Igy a hiperszféranak MA*+ mellett a tetszbleges NB+ is tengelye,
vagyis a nyalabegyenes barmelyike lehet a hIperszfera tengelye,

24. tétel: Ha az a alapegyeneshez és | MA | # 0 tavolsaghoz tartozd
hipercikluson van harom pont, amely egy egyenesre illeszkedik, akkor
a parhuzamossagi szOg R, vagyis az euklidesi geometriit k-apjuk.

Bizonyitas:

A 3 C b

N__ AN A a
M N P

3. dbra

Legyen az a alapegyenes tetszdleges harom Kkiilénbozo pontja M
N; P, az ezeken atmend hiperciklus tengelyek MA*; NB+ é&s PC T,
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hiperciklus pontok: [A; B; C]. A 12, tételben idézett 119. tétel alapjan
MABN; NBCP és MACP :Saccheri-féle négyszogekben MAB<.=NBA <;
NBC<<=PCB< é MAB<=PCA-, tehat NBA<X=NBC<. De
NBA <<+NBC <L = 2R-b8l NBA < = NBC <L = PCB < = MAB < = R.

Ekkor viszont a 153. tétel — ,Ia létezik a sikon egy olyan négy-
sz0g, amelynek minden szige derékszog, okkor minden olyan négy-
szoghen, amelyben harom szdg derckszdg, a negyedik is derékszdg.” —

a 154, tétel — ,,Ha egy haromszégben a szdgisszeg két derékszog, akkor
minden haromszigben a szigisszeg keéb derékszoggel egyenlé”. — és a

155. tétel — Ha a haromszdig szogOsszege = n tétel fennall, akkor egy
egyeneshez egy rajta kivil fekvo ponton at csak egy nem metszé egye-
nes huzhatdé” — értelmében a parhuzamossagi szog R.

A bizonyitasbol az is kdvetkezik, hogy:

25, tétel: A X rendszerben minden hiperciklus egyenes,

26. tétel: Ha az a alapegyeneshez és | MA . # 0 tavolsighoz tartozo
hipercikluson harom pont nem illeszkedik egy egyenesre, akkor a par-
huzamossagi szog kisebb R, vagyis a hiperbolikus geometriat kapjuk.

Bizonyitas: Legyen az a alapegyenesen a hirom M; N; P oont
olyan, hogy MN| = |NP!. A pontokon Atmend hiperciklus tengelyek
MA'; NBt; PCH. ‘ _

Az MACP Saccheri-féle négyszigben MAC<t = PCA<L # R.

M N P 3

4. abra

Ui., ha PCA<L = R, akkor a I rendszer geometridja érvényes a 24.
tételben idézett tételek alapjan. Igvy a 25. tetel értelmében F és B
egybeesik, ami ellenlmond a feltevésnek. Az 1-ben idézett 66. tétel
szerint a B és FC nem metszi egymast. Mivel a PC é FC < # R, igy
C-ben a PC-re illesziett merdleges nem esik egybe FC-vel, tehat az a-ra
nem illeszkedd C ponton &t, nemcsak egy egyenes huzhaté, amely nem
metsz6 — tehat geometriank nem azonos a Z rendszerrel, — de pl. a CP
metsz6. A kapott eredmény — hogy a parhuzamossigi szég nem lehed
R — alapjan a parhuzamossagi szog csak kisebb lehet, mint R. Kzzel a
tételt igazoltuk. Igy S-ben a hiperciklus gorbeg vonal.
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E tétel kiévetkezményel:

1. kévetkezmény: Az S rendszerben nincs X rendszerbeli 1églalap.

2. kovetkezmeény: A b egyenes, amelynek a hiperciklussal két kozds
pontja van, nem lehet parhuzamos a-val.

Ui.. ha parhuzamos lenne, ¢xkor az A ponthcoz tartozé parhuza-
mosségi 1avolsdg a parhuzamos iranya mentén fogy (ez mdér bizonyit-
hatd az Appendix 15. §-ban} MA > [PC . Ez pedig ellentmondas.
Igy PCB << > PCQ <L, ahol CQ~ parhuzamos a-val.

3. kdvetkezmeny: Az a alapegyenessel parhuzamos egyenesnek a hi-
percikhussal csak egy kodzds ponija van.

Ui, ha az a-val parhuzamos CQ -nak még egy kézds pontja lenne,
akkor az ellentmondana az elébb felhasznali tételnek és ha egy kizds
pontja sem volna, akkor ez ellentmondana a kovetkezd tételnek: —
A parhuzamossagi tavolsag barmely kicsiny elére megadott tavelsig-
nal kisebbé valik”. — ,Ha AX ISZI1JY, akkor S-ben az (AX, S7)
sav egybevago az (AX, JY) savval, vagyis a rész egybevagt az egész-
szel”. (Fzek a tételek az Appendix 15. § utdn mind bebizonyithatok.)

27. tetel: Az a egyenest metszd és a hiperciklus sikjaban fekvé
egyenesnek a hiperciklussal mindig van egy kozés pontja. Ui, ha nem
volna, ez ellentmondana azon tételnek, hogy — A parhuzamossigi ta-
volsag nem a parhuzamossag iranyaban minden hataron tul nd.”” (K té-
tel igazolhato az Appendix 15. § utan.) — A kivetkezd tétel bizonyita-
sédhoz az alabbi scgédtételt hasznaljulk fel:

Segédtétel: Ha a és b nem metszd és nem parhuzames egyenesek,
akkor mindig van egy olyan egyenes, amely mindketire merSleges. A
segédiétel bizonyitdsa megtaldlhatdo az Appendix 138. vagy 222 clda-
lan. A bizonyitds alapjan kimondhatd:

Segedtétel: Az a egyenesre nem 1lleszkedd C ponton atmend egye-
reseknél az a-hoz huzott kozos merdlegesek hossza kisebk vagy egvenls
C-nek az a egyenestd]l mért tavolsagiaval. Ui., ha volna olyan egyvenes,
amelynél az a-hoz hizott kOzds merdleges hossza nagyobb C-nek a-tol

ért tavolsagardl, akkor az elfzé segédtételben bizonyiteit &k alapjan
C nem lehetne pontja az egyenesnek, ez pedig ellentmendas.

28. tétel: Ha az a alapegyeneshez b nem metszé, de nem is parhuza~
mos egyenes, akkor b-nek az a alapegyeneshez és d # 0 tdvolsaghoz
tartozo hiperciklussal d > | NF | esetén ketts, d = i NF | esetén egy és
d < | NF! esetén nincs metszéspontja, ahol NF| a nem metszé egye-
nesek kozds merdlegesének tavolsaga.

Bizonyitas: Tekintsiink egy b egyenest, amely nem metszi a-t és
nem iz parhuzamos vele. A segédiétel értelmében a-nak és b-nek vamn
egy kozts merSlegese, NF. Legyen d > | NF . A segédtételben az is
bizonyitott, hogy a b félegyenes tavolodd pontjainak tévolsaga a-tdl
minden hataron tul nd, tehat egyszer egyenld lesz d-vel. Ekkor viszont
b-nck a hiperciklussal egy kozds pontja van. Legyen ez C é PC* a
hozzatartozo tengely. Tlkrézzik az NPCFEF négyszéget az NF egyenesre.
Az igy kapott MPCA négyszognek A csucsa rajta van a hipercikluson
is, mert i MA ' = PC: és a b egvenesen is, mert b merdleges NF-re,
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az F pontban. Igy a 18. tétel értelmében b-nek két kozds pontja van
a hiperciklussal.

Ha d = | NF |, akkor a scgédiételben bizonyitottak alapjan csak
egy kozos pont van, vagyis b érintdje a hiperciklusnak, Ugyanigy lat-
hatd be, hogy ha d <I| NF |, akkor nincs kdzds pont. A segédtételeknek
és a 28. tetelnek kovetkezményei:

1. kévetkezmény: A hiperciklus tetszéleges C pontjara ileszkedd
és az alapegyenest nem metszé egyeneseknek a hiperciklussal egy és
két ko620s pontjuk van. Ul az el8zdéek alapjan a PC- tengelyre C-ben
merdleges egyenesnek egy kozds pontja van. Ha ezt forgatom dgy, hogy
a PCbh< < R legyen, akkor még egyv pontban metszi a b egyenes a
hiperciklust. A metszéspontok tavolodésaval a kézds merdéleges szakasz
hossza cstkken. Parhuzamos helyzetben masik metszéspont nincs, a
k6z6s merdleges szakasz hossza nulla. A kdvetkez6 helyzetben az alap-
egyenest metszi. Ha az érintét ellenkezd iranyba forgatom, a metszée-
pont a hipercikluson PC ellenkezd oldalan lesz, mint elébb volt, a kozés
merdleges hossza ismét tart a nullahoz. Parhuzamos helyzetben nem
metszi, utana az alapegyenest metszi.

2, kovetkezmény: Ha a C pont az alapegyenes és a hiperciklus k5zitt
van, akkor a C-re illeszkedd egyenesek kozil azok, amelyek a-1 nem
metszik, a hiperciklust két pontban metszik, az a-val parhuzamosak
pedig cgy pontban.

3. kovetkezmény: Ha a C pont a hiperciklusnak ellenkez6 oldalan
van, mint az alapegyenes, akkor a C-re illeszkedd és a-t nem metszd
egyeneseknek a hiperciklussal kettd, egy és nulla metszéspontjuk van.

Az eddigiek alapjan S rendszerben érvényesek a kovetkezd tételek:

29. tétel: S-ben cgy haromszog oldalfclezé merdlegesel vagy egy
pontra illeszkednek, vagy egy kozos egyenesre merflegesek, vagy par-
huzamosak. Ui. a harom ecsucspontot sszekoté AB| és i BC | szaka-
szok felezd merOlegese lehet metszd, parhuzamos vagy nem metszd.
Az ezek altal meghatarozott egyenessereghez tartozik a harmadik oldal-
felez6 merdleges is a kovetkezd tétel értelmében: — . Egy haromszog
meréleges oldalfelezdi egy sereghez tartoznak™ — (u. o. 117, tétel)

Ennek ko6zvetlen kivetkezménye a

30. tétel: S rendszerben harom pont kéron, hipercikiuson vagy pa-
racikluson van.

Ul. az oldalfelez6 merdlegesek altal meghatarozoti egyenessercgben
vannak olyan egyenesek, melyek A, B, illetve C-re illeszkednek.

31. tétel: S-ben egy haromszdg harom magassagvonala vagy egy
pontra illeszkedik, vagy egy koz0s egyenesre merdlegesek, vagy parhu-
ramosak. Ui.: két magassagvonal metszd, parhuzamos, vagy nem met-
sz6 lehet, a harmadik magassagvonal a ketté altal meghatarozott sereg-
hez tartozik {u. o. 121. {étel).

Ugyanigy lathato be a:

32. tétel: S-ben egy haromszdg két kiilsé szigfelezdje és a harma-
dik csuicshoz tartozo belss szogfelezbje egy pontra illeszkedik, vagy egyv
kdz6s egyenesre merilegesek, vagy parhuzamosak.

33, tétel: Y rendszerben a hiperszféra sik.
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Bizonyitds: A 25. tétel értelmében Z-ban a hiperciklus egyenes.
A 14, tétel értelmében minden hipersziéra eldallithatoé hiperciklus for-
gatasaval. A tengely koril elforgatott egyenes pedig sikot ir le (u. o.
141, tétel). Igy 2-ban minden hiperszféra sik.

34. tétel: S-ben a d # 0 tavolsighoz tartozé hiperszféranak bér-
mely hirom pontja nem illeszkedik egy egyenesre, tehit a hiperszféra
gorbe feliilet.

Bizonyitas: Tekintsiik a hiperszféra harom A; B; C pontjat. Tegylik
fel, hogy ezek egy egyenesre illeszkednek. Akkor az ezekhez tartozd
NAT; NB~; PC~ tengelyeken a 24. tételben bizonyitottak alapjan tégla-
lapot kapunk. Viszont a 26, tétel 1. kévetkezménye alapjan S-ben nincs
téglalap. Tehat A; B; C nem illeszkedhet egy egyenesre.

35, tétel: A hiperszféra valamelyik B pontjara illeszkedé és a hi-
perszféra MA ™+ tengelyére merdleges sik a hiperszférat korben metszi.

Bizonyitas: Tekintsiik a tételben szerepl6é siknak és a hiperszféra
metszetének egy B pontjat. A sik C-ben messe AM -t. Az MA, NA se-
regbeli egyenesek sikja altal a hiperszfératol kimetszett hiperciklus iv
legyen AB. A 12. tétel értelmében MA koriil elforgatva a hiperciklust)
a B pont a hiperszféran mozog. De ugyanakkor a stkon is rajta van,
mett a sik | CB | elforgatott C kdzéppontd szakaszdnak végpontja, amely
koron mozog. Ez a kor tehat benne van a sikban, rajta van a hiperszfé-
ran, vagyis azok kozds pontjai. Igy ezen siknak é&s a hiperszféranak
kozés pontjai kérén vannak.

EbbSl a tételbdl kovetkezik:

36. tétel: Ha az AB hiperciklus-ivet az MA - {engely koril elforgat-
juk, akkor a B pont a hiperszféran kort ir le.

37. tétel: A hiperszféra A pontjara illeszkeds egyenes, ha az alap-
sikkal parhuzamos, akkor a hiperszferaval csak egy kizds pontja
van és ho az alapsikot metszi, ugyancsak egy kdzos pontja van a hi-
perszic¢raval.

Megjegyzés: Sik és egyenes parhvzamossagal a kovetkezokép értel-
mezzlk: Sik és egyenes akkor parhuzamaes, ha a sikkan van olyan egye-
nes, amely parhuzamos az egyenessel.

Az Appendix 7. § alapjan az értelmezésbdi kovetkezik, hogy az
egyvenesre illesztett minden sik parhuzamosokban metszi a tekintett
sikot.

Bizonyitas: Az MA' tengelyre és az A ponton atmend b egyenesre
illesztett sik a hiperszférat hiperciklusban metszi a 11. tétel értelmében.
A 28. tétel 1 kovetkezménye értelmében a b egyenesnek két kozos
pontja van a hiperciklussal, ha a b nem metszi az alapegyenest és egy,
ha azzal parhuzamos, vagy azt metszi. Mivel a siknak nincs a hiper-
cikluson kiviil k&ézds pontja a hiperszféraval a 11, tetel értelmében, igy
az arra illeszkedd b egyenesnek sincs. Ezzel a tételt igazoltuk.

38. tétel: Az alapsikot nem metszé egyenesnek a hiperszféraval
kettd, egy vagy nulla kizds pontja van, az alapsikkal parhuzamos vagy
metszd egyenesnek mindig egy kozds pontja wvan.

Bizonyitas: Az egyenesre illesztett és az alapsikra meréleges sik
a hiperszférat hiperciklusban 'metszi. A hiperciklussal a nem metszé
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egyenesnek a 28. tétel értelmében kettd, egy, vagy nulla kézds pontja
van, a padrhuzamos egyenesnek a 26. tétel 3. kovetkezménye értelmeében
egy és a metszének a 27, tétel értelmében szintén egy kdzds pontja
van, {gy a hiperszféraval is.

39. tétel: Az o sikban fekvd tetszdleges a alapegyeneshez tartozo
hiperciklusnak, ha egy pontja az z-hoz tartozo hiperszféran van, akkor
minden pontja azon van.

Bizonyitds: Az a alapegyenes és a kozts pont meghatarozza a hi-
perciklushoz tartozé tavolsagot, legyen ez ! MA |. Tekintsitk a hiper-
ciklus tengelyeinek a-n lev$ merdleges vetlileteit. Ezek merélegesek
az a-ra és a két sik (o és a hiperciklus sikja) hajlasszogét zarjak be a
hiperciklus tengelveivel. A hiperciklus pontokbol hiuzzunk merdlegese-
ket a-ra. Ezek metszik a tengelyek vetiileteit, az igy kapott derékszogu
haromszigek a kovetkezd tétel alapjan — ,,Ha két ABC, illetve A’B'C’
haromszogre |AB! = A'B’[, (BAC) = (B'A'C)<. és (ACB)<L =
= (ACB)Y egybevagosagok fenndllnak, akkor a két hdromszig egybe-
vagd” — egybevagoak, mert egy oldal és két szdgiik cgybevags. Igy
a hipercikluspontokbél a-ra huzott meréleges szakaszok egybevagdak,
tehdat a hipercikluspontok a hiperszféranak is pontjai.

Fbb6l kovetkezik:

40. tétel: Ha cgy g sik metszi az 2 alapsikot, akkor a hiperszférat
hiperciklusban metszi.

Bizonyitas: Ha a hipercikluson kiviil a -nak és hipersziéranak még
volna k&zos pontja, akkor ezen ai a metszésvonalra hazott merdleges
egybeesik valamelyik seregbeli egyenessel. Igy ez az egyenes két pont-
ban metszené a hiperszférat és egy pontban az alapsikot. Ez ellentmond
a 37. tételnek.

41. tétel: Ha egy 3 sik parhuzamos az 2 alapsikkal, akkor 3 a hiper-
szférat paraciklusban metszi.

Megjegyzés: Két sik parhuzamossigat a kovetkezdképp értelmez-
zik: kél sik akkor parhuzamos, ha van olyan két parhuzamos egyene-
siik, amelyvekre illesztett siknak 2- és B-val alkotott lapszogtsszege 2R.
Ebbél az értelmezésbdl kovetkezik a 9. § alapjan, hogy minden parhu-
zamos egyenesparra illesztett siknak x és B-val alkotott lapszbgisszege
2R. (Ez az értelmezés megtehetd a 9. § utan))

Bizonyitas: Az értelmezés és az Appendix 9. § értelmében a MA
tengelyre illesztheté olyan sik, amely merfleges a és §-ra és a metszés-
vonalakra MR* | AQ*, Szerkesszitk meg [ sikban az AQ~-hoz par-
huzamos egyeneseket. Legyen egy ilven egvenes BX., Ennek a merdéle-
ges vetiilete «-n NY. A 7. '§ érteimében NY " [ BX | AQIIIMR", a9.§
értelmében pedig a (BX; NY) sikja merdleges = és f-ra. Mikrozziik erre
a sikra o és B-t. Azoknak tikorképei dnmaguk, AQ-nak CH, MR-nek
PK, ahol A és C ugyanazon paraciklusnak pontjai és AQ* I! CH* (i
li PK* || MR ¥, tovabba MA megfeleléje PC és MA | = | PC .. Ezzel azt
kaptuk, hogy a paraciklus barmely tetszdleges pontjanak a tavolsaga
2-t6l egyenld | MA lwal. Tehat a paraciklus rajta van a paraszféran.

Ha a stknak a hiperszféraval még volna kézds pontja, akkor az ezen
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At szerkesztett parhuzamosra azt kapnank, hogy ket kozos pontja van
a hiperszféraval. Ez pedig ellentmond a 37. tételnek.

Ertelmezés: Egy « sik és egy b egyenes akkor nem metsz0k, ha az
s sikban van olyan a egyenes, amely b-vel nem metszé és (a; b) egy
sikban van.

EbbGl az értelmezésbdl az egyenesnyalab szerkesztéséneél megtar-
gyalt feltételek alapjan (V. O. ,,A geometria alapjai” 133. oldalan) ko-
vetkezik, hogy a b-re illesztett minden sik o-bdl clyan egyenest metsz
ki, amely a-t és b-t nem metszi A 2. tetelben idézett 114, tételbdl és a
28. tétel eldtti segédtételbdl pedig kivetkezik, hogy ezek egy v sikra
merdleges egyenesek.

Illessziink a b egynesre egy p sikot, amely nem metszi a-t. Szer-
kesszlik meg 3 sikban is a nyaldbegyenesekel. Ezek is merflegesek a
v sikra. Az « és § sikban fekvé badrmely két nyalabegyenes kézds mers-
legese benne van a vy sikban, tovabbad az z-ban levd nyaldbegyenesek
(seregegyenesek) a 116. tétel értelmében — | Egy sereg, amely nem su-
garsor vagy olyan egyenesek Osszessége, amelyek egy egyenesre merd-
legesek vagy nincsen kdzis merdlegesiik”. — cgy egyenesre merdlegesek
igy ez a mertleges az « és v sik metszésvonalara esik. Ugyanugy a 3
sikban levd nyaldbegyenesek kizds merdlegese a B és v sik metszésvo-
nalara illeszkedik, Mivel a két metszésvonal nem metszi egymast, van

-egy kozos merdilegestik. Ezen meréleges talppontjaira a-ban és 3-ban
ket-két egyenes illeszkedik, amelyek merélegesek ra. (Egy-egy ayalab-
egyenes és egy-egy metszésvonal.) Igy a metszésvonalak kézos meréle-
gese merSleges az o és 8 sikokra.

Ebbd]l kévetkezik:

1, kévetkezmény: a két sik kozos merdlegesének talppontjain atme-
nd nyaldbegyenesekre (legyenek ezek b és a’) illesztett siknak az « és
g-val alkotott lapszogdsszege 2R.

2. kdvetkezmény: a ktzds merdleges koril ciforgatva a b és a’ nya-
labegyeneseket, azok a 3, illetve « sikot irjak le.

3. kévetkezmény: A b egyenesre illesztett azon §° sik, amelynek
(b; &) sikjaval képezett lapszoge kisebb R, nem felfétlen metszi «-t.
Ui. messe y-t a ¢ egyenesben. A kizos merdleges szakaszhoz tartozod
parhuzamossagi szog kisebb R az S rendszerben, igy C nem feltétlen
metszi o és v metszésvonaldt. Akkor viszont van egy kozds merélegesiik
és ez az eldzéek alapjan merdleges o és p’-re.

Ezekbél kovetkezik:

42. tétel: Ha két sik nem metszi egymast & nem is parhuzamos,
akkor van egy egvenes, amely mindkét sikra meréleges.

43. tétel: Ha egy sik nem metszi és nem is parhuzamos az =« sikkal
és az a-hoz tartozo hipersziéranak egy A pontjat tartalmazza, akkor 3
a hiperszlérat korben metszi,

Bizonyitas: Az A ponthoz tartozé MA hiperszféra tengelyre illesz-
kedé sik o« ¢s B-t a €s b nem metszd egyenesekben metszi. Szerkessziik
meg az a és b-hez tartozé nyaldbegyeneseket « és f-ban. Az ezekre me-
réleges siknak a metszésvonala z és f-n merdlegesek az « és § beli nya-
lébegyenesekre. A két metszésvonal kozds merdlegese: KO merdleges
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az % &5 B stkokra, Ha az A-ra illeszkedé nvalabegvenesnek két kozod
pontja van a hiperszférdval — A és B, akkor ezeket a nyalabegyenesek-
re merdleges sfk elvilasztja. (Ez kovetkezik a 28. tételben kozolt elja-
rasbol.) Akkor a B sikban levd nyalabegyenesek kozos merdlegese is két
pontban C és D-ben metszi a hiperszférat a 28. tétel 2. kovetkezmiénye
alapjan, ahol |OC/| = |OD' (ugyancsak a megjellt tétel alapjan).
A KO kozos merdlegesre illeszkedé KF*+ hiperszfératengelyre is merd-
leges a 3 sik, amelynek a hipersziéraval mar négy kozis pontja van. Igy
a 35. tétel értelmében B a hiperszférat korben metszi.

Ha az A-ra illeszkedd b nyalabegyenesnek egy kozts pontja van
a hiperszféraval, akkor a § sikban fekvd nyaldbegyenesek kiizis merd-
legese atmegy az A ponton. Ennek a 28. tétel 1. kidwvetkezraénye alapjan
a hiperciklussal ketté vagy egy kozos pontja van. Ha kettd van, akkor
az el6zdek alapjan B a hiperszférat korben medszi, ha egy van, akkor az
% és § sik kozos KO merdlegese az MA ™ hiperszféra tengelyre illeszke-
dik, igy B MA-ra meréleges az A pontban, vagyis erintGje a hiperszfé-
ranak, a metszet tehat nulla sugaru kér,

A 28., 42., 43. télelekbdl kivetkezik:

44, tétel: Minden olyan sikhoz, amely a hiperszférat kérben metszi,
tartozik egy hiperszféra tengely, amelvre a sik merdleges. Tovabba
az MA* hiperszféra tengelyre merdleges, az o alapsikol nem metszd si-
kok a hiperszférat korben metszik, ha 0 < IMOI < iMA|, ahol
: MO . az « és nem metszé sik kozds merdleges szakasza, és | MA | az o-
hoz tartozé hipersztéra tavolsiga.

Ebbdl és a 28. tétel 3. kovetkezményebdl érviényes:

45. tétel: Az S rendszerben sik és hiperszfera viszonya a kovetkezd
lehet: a sik a hiperszférat nem metszi, érinia, kérben, paraciklusban
vagy hiperciklusban metszi.

46. tétel: A hiperszléra telszoleges két pontja a hiperszféranak
szamtalan hiperciklusat hatarozza meg.

Bizonyitas: A tetszileges két pontra szdmtalan olyan stk illeszthe-
t8, amecly az alapsikot metszi. Minden ilyen sik a 40. tétel értelmében
hiperciklusban metszi a hiperszférat. Ezzel a tételt igazoltuk.

47. tétel: Hiperszféran két hiperciklus kélestnss helyzete a kdvet-
kezd lehet: nem metszik egymdst, metszik egymast egy, illetve két
ponthan.

Bizonyitas: Ha a két hiperciklust kimetszf siknak nines kézos pont-
ja, akkor a hiperciklusoknak sincs. Ha a két sik metszésvonala metszl
vagy parhuzamos az alapsikkal, akkor a metszésvonalnak a hiperszfé-
raval egy kozds pontja van, a 38. tétel értelmében, igy a két hipercik-
lusnak is.

Ha a két sik metszésvonala nem metszi az alapsikot, akkor a 38.
tétel értelmében a metszésvonalnak a hiperszféran ketto, egy vagy nul-
la kozds pontja van, igy a hiperciklusoknak is.

48. tétel: Hiperszféran hiperciklus és paraciklus kolesénos helyzete
a kiovetkezd lehet: nem metszik egymast, metszik egymast egy, illetve
két pontban.

Bizonyitas: Ha a hiperciklust és paraciklust kimetszé sikok nemt
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metszik egymast, akkor a két gorbének nines kozds pontja. (Hogy az =
alapsikhoz felvehets olyan két sik, amely kéziil az egyik a-val parhu-
zamos, &4 masik -t metszi, de az x-val parhuzamos sikot nem, az ko-
vetkezik abbol, hogy a parhuzamossdgi szig kisebb R.) Ha a sikok
metszik egymast, akkor a metszésvonal az alapsikkal vagy parhuzamos,
vagy nem metszi azt. Igy a hiperszféraval nulla, egy, illetve két kozos
pontja lehet a 38. tétel értelmeében. Ezek szerint a hiperciklus és para-
ciklusnak is.

49. tétel: Hiperszféran hipercikius és kor kolcsonds helyzete a ko-
vetkezd lehet: nem metszik egymést, metszik egymast egy, illetve két
pontban,

Bizonyitas: Ha a hiperciklust és kort kimetszé sikok nem metszik
egymast, akkor a gérbék sem. (Hogy keét ilyen sik felvehetd az kovet-
kezik a parhuzamossagi sz0g kKisebb R felteviésbdl.) Ha a két sik metszi
egymast, akkor a metszésvonal az « alapsikot nem metsz, igy a hiper-
szféraval kettd, egy vagy nulla kizos pontja van, tehdat a két gore
bének is.

50. tétel: Hiperszféran két paraciklus kolesonds helyzete a kivet-
kezd lehet: nem metszik egymdast, metszik egymast egy, illetve ket
pontban.

Bizonyitds: A paraciklust kimetsz8 két siknak vagy nines metszés-
vonala — ekkor a paraciklusok nem metszik egymast — vagy van.
A metszésvonal az alapsikot vagy nem medszi, vagy azzal parhuzamos.
Igy az eldzdek alapjan két paraciklus kdézds pontja nulla, egy, ketté
iehet.

51. tétel: Hiperszféran paraciklus és kér kdlesonds helyzete a ko-
vetkez® lehet: nem metszik egymadst, metszik egymdst egy, illetve kéi
pontban.

Bizonyitas: A paraciklust és koéri kimetszd két siknak vagy van
metszésvonala, vagy nines. Ha nincs, akkor a paraciklusnak sines, ha
van, akkor az az alapsikot nem metszi, Mivel a nem metsz6 egyenesnek
a hiperszféraval ketté, egy vagy nulla k6206s pontja van, igy a hipercik-
lus és kimek is.

52. tétel: Hipersziéran két kor kolcsdnds helyzete a kovetkezd le-
het: nem metszik egymast, metszik egymast egy, illetve két ponthan.

Bizonyitas: A ket kort kimetszd sikoknak, ha van metszésvonala,
az az alapsikot nem metszi. Ebbdl az eldzéek alapjan a tétel mar kdvet-
kezik.

Egy hiperszfératengelyre illeszkedd két sik dltal kimetszett hiper-
ciklusnak mctszési szogén az epiciklus mintajara (V. O. ,,A geometria
alapjai”’ 138. oldalén) a sikok lapszogét értjiik, vagyis a kézds pontban
htzott hiperciklus érintdk szogét.

53. tétel: Ha a hiperszféran két hiperszféra tengelyhez tartozé két
hiperciklust a két hiperszféra tengely altal meghatarozott hipereiklus
ugy melsz, hogy anmak egyik oldalan a belsd szogek tsszege ZR-nél ki-
sebb, akkor a két hiperciklus nem feltétlen metszi egymast azon az
oldalon.

Bizonyitas: Az egymdast nem metszd sik és egyvenes értelmezése utan
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(41. tétel utdn) megallapitott harmadik kovetkezmény alapjan két nem
metszd egyenesre illeszkedd Két sik nem feltétlen metszi egymast. A
két hiperszféra tengely nem metszé egyenesek. Igy, ha az ezekre illesz-
kedt két sik nem metszi egymast, akkor a hipercikiusok sem.

Nevezziik ezen hiperciklusok koziil az elsd nem metszéket péarhu-
zamosoknak.

Ezek alapjian kimondhaté a kovetkezd tétel:

54, tétel: A hiperszféran a hiperbolikus sikgeometria érvényes.

Rizonyitas: Tekintsiik egyeneseknek a hiperszféran azokat a hiper-
ciklusokat, amelyeket a hiperszféra — tengelyre illesztett sikok met-
szenek ki. A 147. tétel értelmeben — |, Az episzféran érvényes az I.—III.
axiémacsoportra felépitett sikgeometria, amennyiben az episzférin az
egyenest nem korré elfajult epiciklussal helyettesitjik” — az I1—IIL.
axiémacsoport a hipersziéran érvényes.

Az 53. tétel értelmében a 14. § is &rveényes, igy a hiperbolikus ge-
ometria érvénycs a hiperszferan.

Még kimutatjuk a folytonossagi axiomak teljestilését.

IV.: Létezzék egy hiperciklus egy railleszked A pontial, amely
a kovetkezdé tulajdonsaggal rendelkezik: Ha P egy A-t6l kiilonhozé
pont a hipercikluson és A, olyan pont, amelyre (AA P) elrendezés érvé-
nyes, akkor létezik egy olyan A, ... A, pontsorozat, amelynek elrende-

A .
zése (AA|...A,), tovabbd AA| = AjA, = ... T Ap_1 A, és (APA)).

Ezen axiéma érvényessége a kovetkezéképp lathato be:

A 148. tétel értelmében -~ ,.Az archimédesi axioma minden egye-
nesre érvényes’’ — igy a hiperciklushoz tartozo aluapvonalra is. Tekint-
stk az alapvonal ezen M; pontjaihoz tartozé hiperszféra (hiperciklus)
tengelyeket. Az értelmezés alapjdn a tengelycknek egy pontja van
a hipercikluson. Mivel a tengelyek nem metszd egyenesek, igy a hiper-
cikluson kapott A; pontok elrendezése (A Ay ... A,). A 4. tétel értelmé-

S~ o o~

ben viszont érvényes az AA; = AjA) = ... = An_; A, egybevagodsag
is. Tehat az archimédesi axioma a hiperszféeran teljesiil.

Py

IV.s: Ha egy hipercikluson végtelen sok A,B, iv van adva, ame-
lyekre (AxAkss By) és (A; Byt By) érvényes és nem létezik olyan hi-
perciklusiv, amely teljesen egy AjB; és az Osszes tObbi rakiévetkezdben
fekszik, akkor létezik legalabb egy olyan P pont, amely az ésszes hiper-
ciklusivre illeszkedik.

Ennek az axiomanak érvényessége is az eléz6€hez hasonléan lat-
hatd be. Ui. a hiperciklus alapegyenesére az axidma érvényes, mivel
minden egyenesre érvényes. Az alapegyenes ezen pontjaira illeszkedd
tengelyek a hiperciklusbdl ugvanilyen tulajdonsagu pontokat metszenek
ki, mert nem metsz6 egyenesek és ha kkét olyan pont lenne a hiperciklu-
son, amely mindegyik iv belsejében van, akkor az alapegyenes egy
pontjaba két merdlegest hizhatnink, ami ellentmondas.

Az epiciklusok egybeviagosdganak értelmezése alapjan érvényes
a kovetkezd tétel:

55. tétel: A hiperszférabol annak tengelyére illeszkedd sikok altal
kimetszett hipereciklusok cgybevagok.
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Ui. a két sik nyalabegyenesekre illeszkedik, ezek kozépsikja szin-
tén. Erre titkrdozve a hipersziéra dnmagaba megy 4t, a két sik egymasba,
igy a hiperciklusok szintén.

Mivel a paraciklusok egybevagok, kévetkezik:

56. tétel: Hiperszféran a paraciklusok egybevagok.

57. tétel: Hiperszféran vannak egybevagd kordk, de nem minden
kor egybevagd és vannak egyebevagd hiperciklusok, de nem minden
hiperciklus cgybevago.

Bizonyitas: Tekintsiink két olyan sikot, amelyeknek 2-hoz a kbtzos
merdlegeseik egybevagok, de Kkiilénbdzd hiperszféra tengelyre illesz-
kednek. Az ezek altal kimetszett korok kongruens leképezéssel egy-
masba vihetSk, tehat egybevagok. Ha a k&zts merdlegeseik nem egy-
bevagok, akkor nincs olyan kongruens leképezés, amely a hiperszférat
dnmagaba és a két sikot egymasba vinné at. Ugyancsak ha legalabb
az egyik hiperciklust kimetsz6 sik nem hiperszféra tengelyre illeszke-
dik, nincs olyan kongruens leképezés, amely a hiperszférat tnmagdba
és a két sikot egymaéasba vinné at, tehat a két hiperciklust sem, igy
azok nem egybevagdk.

Ezek alapjan érvényes a kdvetkezé altalénos tétel:

58. tétel: A hiperciklusck nem egybevagok.

Ebb6l és a 12, tételbdl kovetkezik:

59. tétel: A hiperszférak nem egybevagok.

A 8, 9. és a 11. tételek alapjan mondhatjuk:

Az alapegyenes és a hozzatartozd hiperciklus parhuzamos, egyenig-
kozl vagy koncentrikus hiperciklusok.

Az alapsik és a hozzatartozo hiperszféra parhuzamos, egyenl8kdzii
vagy koncentrikus hiperszférak.

Ebbé! kovetkezik, hogy koncentrikus hiperciklusek — illetve hiper-
szférak kdazitt — egy-egyértelmi megfeleltetés létesiil, ha a k6zds ten-
gelyegyenesen levd pontokat rendeljik egymadashoz.

60. tétel: Ha a hipercikluson P’&-EE Eﬁ?: és MA~, NB , PC!' tenge-
lyek, akkor az alapegyenesen is | MN|=|NP . _

Bizonyitas: Egybevago ivekhez tartozdé hurok a 4. tétel alapjan

egybevagék. ABNM

B négyszég  egybevagd
A/,-**\C a CBNP négysziggel
] —— a 120. tétel alapjan —
,Két Saccheri-négy-
5z0g egybevago,
hogyha az alapvonal-
lal szemben fekvo ol-
dalak  egybevagok.
tovabbd azok az olda-
lak, amelyek az alap-

M vonalat a szemben
N 7 fekv® oldallal Ossze-
5. dbra kotik ...
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A bizonyitasbdl kdvetkezik, hogy a tétel altaldnos esetre is igaz.
Vagyis:
61. tétel: Ha a hipercikluson AB=CE és MA', NB', PC~, QE
tengelyek, akkor i MN '=PQ 1.
—_— —
62. tétel: Ha AB =n' ' MN:, akkor AC is= n''MP , ahol PC-
az MA' ¢s NBY kozépvonala.

Bizonyitas: Az elézdé tétel alapjan MP! = PN és AC = 6%3.
De AC+CB — 2AC  AB és 'MP!+ PN —2. MP = MN,. Igy

AB=n. MNibsl 2-AC—n. 2 - MP'. vagyis AC=n- MP!'.
Masképpen felirva: AC:IMP| =n.

1. kévetkezmény: Az AB iv folytonos felezésével kapott ivekre is
igaz a tétel.

2. kovetkezmény: Ha AB =n IMN' és AB = BC, MN| =
= NP, akkor AC=n- MP

63. tétel: Ha AB=n 'MN I, akkor a hiperciklus tetszéleges AE
ivére és a megfelelé | MP -re is AE —n-: MP !,

Bizonyitas: a} Legyen a hipercikluson az A, B, E pontok elrende-
zése (AEB). Felezzik meg az AB ivet, az A, B-hez tartozé hiperciklus
tengelyek kozépvonaldval. Ez nyilvan felezi | MP |-t is. Jeloljiik a fele-
zési pontokat B és Py-el. Tegyiik fel, hogy E az AB, iven van. Akkor
ezt ismét felezve A, ¢és M, pontokat kapunk. Legyen most E az
A(, B, iven. Ezt az ivet ismét felezve és a pontokat A; vagy B;-vel je-
16ive, alkalmas jeloléssel elérhetjik, hogy:

AAL £ x"\Ag £ .. < AA“ < AE < AB“ <2 ABH_| Z .. é.A.BJ,
vagyis az elrendezés (AAjAy.. . A,BuBr_i ... B/B). Igv a Cantor féle
axioma alapjan kovetkezik, hogy:

lim AA, = lim AB, = AE

00 n—0c
De az €ldz6 tétel értelmében a sorozat barmely szakaszdnak és megfele-
16jének hanyadosa adott konstans érték: n, igy ezek hatdrértékének és
megfeleldjének hanyadosa is ezen konstanssal egyenlé.

b) Legyen a hipercikluson az elrendezes (ABE). Tukrizzik ekkor
az AB ivet az NB' tengelyre. A 62. tétel 2. kivetkezménye értelmében
az igy kapott B, és P, megfelelé pontokhoz AB, = n-|IMP,i. Ha E még

— —
mindig nem illeszkedik az ADB, ivre, akkor AB,;-c¢t ismét tikrozzik
BiNj-re és igy tovabb mindaddig, amig E nem illeszkedik AB;-re. Az
eléz6ekbsdl kovetkezik, hogy AB;:| MP; = n. Most az AB, ivre alkal-
mazva az a) eljarast, kapjuk a tételt.
_—~ . —

64. tétel: Ha AB : I MN i = n, akkor a hiperciklus tetszdleges CE

ivére is: CE: PQ =n.
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Ui. AE kézépvonalara tiikrozve ABNM-et, az el6z6 helyzet all eld,
arra pedig a tétel igaz.
1. kovetkezmény: H1pe101k1uson €s alapvonalan a megfelel6 ivek

hanyadosa egyenld. Vagyis: AB 'MN|~ CE: | PQ .

2. kibvetkezmény: A hlpermklus két tetszdleges Nének hanyadosa
esyenld a megfeleld alapvonalszakaszok hanyadosaval:

AB:CE = IMN :/PQ!.
Az el670 tételek alapjan kimondhatjuk:

65. tétel: Az AB :|MN| hanyados fliggetlen az AB hosszatol. A si-
nus tétel levezetése utan blzonylthato hogyv:

66, tétel: Tetszoleges AB hiperciklus ivre és az alapegyenesen en-

nek megfcleld MN i szakaszra: AB:IMN | = sin u :sin v, ahol u =
= AMB< és v = MBN<L,

A B _
V"‘"!
K n
M N

6 abra
(A bizonyitas az Appendix 27. $-ban talalhaté.)
S6t érvényes a kivetkezd tétel is.

67. tétel: Az MN alapegyenestdl x és y tavolsdgu AB és CD hiper-

ciklusokra is CD AB =sin u : sin v,
(Bizonyitas az Appendix 162 oldalan.)
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