JAROSI ANDRAS f#8iskolai adjunktus:

A NEGATIV SZAMOK BEVEZETESEVEL KAPCSOLATOS
NEHANY PROBLEMA AZ ALTALANOS ISKOLAY SZAMTAN
TANITASABAN

Az altalanocs iskolai szamkorbovités utolsd 1épése a negativ szdmolc
bevezetése, s ezzel a raciondlis szamkér teljes kiépitése. Fontossag te-
kintetéeben semmivel sem marad mogotte az addig végzett két szamfo-
galombdvitésnek (a 0 szam és a tortszam fogalma), nehézségel pedig jo-
val nagvobbak az el6zdkénél. Ennek a ténynek a targykor sajatossagai-
bol fakado okai kézismertek. Nagy matematikusck (pl. ¥. Klein) és ki-
valo metodikusck (pl. V. M, Bragyvisz) egvarant felhivjak ra a figyvel-
met. Az anyag tantervi elhelyvezése pedig ujabb szemponiok tekinteibe
vételét teszi szlikségessé. A negativ szdmok tanitdsa ugyanis jelenleg
kézvetleniil az algebra elemeinek bevezetése el6tt 16rténik, az algebra-
ba pedig szorosan beleépiil az egyenletek tanitasa. Ugy kell tehat tani-
tanunk a negativ szam fogalmat és a racionalis szamokkal valo mivele-
teket, hogyv megfelelden eldkészitsiik mind az algebra elemeinek, mind
az egyenleteknek a tanitasat Azt sem szabad szem eldl téveszteni, hogy
az altalanos iskola elvégzése utan a tanulok egyre nagyobb tdbhsége
kozépiskoldban folytatja tanulmanyait. A kozépiskolai matematika-ta-
nitds pedig elég magasfoku absztrakciot kivan. Az aksztrahalé képessé-
get sok konkrét tény elemzésével lehet kifejlesztentink a tanuldkban.
Az elemzés alapjaul szolgalé tények lehetnek a matematika absztrakt
tényei is. Nem mehelink mindig vissza a gyakorlati élet jelenségeihez
mar az altalanos iskecldban sem, kilénben a tanuldk sohasem jutnédnak
el a bizonyitasig. Tanitdsunknak tehat elég konkrétnek kell lennie, hogy
a tanuléok a valosagbhdl creddnek lassdk a negativ szamokat, helyesen
fogjak fel azok értelmét, ugyanakkor azonban elég absztraktnak ahhoz,
yogy képesekké tegyik a tanulokat tanulmanyaiknak a kdzépiskolaban
val) 1orés nélkili Tolytatdsara. Meg kell talalnunk az atmenetet az alta-
lanos és kozépiskolai matematikatanitds kozott, Ennek érdekében sokat
tehetiink az eldjeles szamok tanilasa soran.

A nepgativ szamok tanitasa terén fennalld problémdk sulyat érzik
kartarsaink, altaldnos- és koOzépiskolaiak egyarant; az altaldnos iskolai
kartarsak kozvetlendl a targykor tanitdsa alkalmaval, a kozépiskoldban
taniték pedig kévetkezményeiben. A problémak Kielégitd megoldasat
az neheziti, hogy az alkalmazoit modszerek fogyatékossdgal elsdsorban
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nem azoknal a kartarsaknal éreztetik hatasukat, akiknek munkaja nyo-
man a hianyossagok bekévetkeztek, hanem a tanulményok egy késébbi
szakaszdn., A szébanforgé témara vonatkozd kozlemények aranylag rit-
kan jelennek meg, akkor is inkabb szakfelligyel6k vagy olyan szakiana-
rok tollabsl, akiknek valamely kériilmény [olytan a kétféle iskolatipus
tantervi anyagan tulmendé attekintése van.

Ennek a dolgozatnak a megjelenésében is elsésorban a féiskolai
munka jatszott kozre, 1i. az altaldnos iskolai matematikatanitas madd-
szertananak elfadasa leite szlikségessé, hogy foglalkozzam a témaval.

Hozzajarult az oktatasi reform orszagos méretd programma vald
szélesitése is, amely szamunkra kotelezéen eléirja, hogy minden téliink
telhetét tegylink meg celravezetdbb, gazdasagosablb madszerek kidolgo-
ZAsara,

Munkam kdzvetlen elinditéja ,,4 matematike tanitisa” c. folyoirat
1958, eévi 3., illetve 1959. évi 5, szamaban megjelent két cikke volt. Az
clsé Kelemen Janosné—Mosonyi Kalman: A raciondlis szdmok tanitdsa,
a masodik TaiSl Jan-nak a csehszlovak Matematika ve Skole c. folyo-
iratbol ugyanezen a cimen atvett tanulmanya. A két tanulmany egylitt
hlien tlikrozi a jelenlegi helyzetet, egyrészt, hogy sziikséges és folya-
matban van uj utak Xkeresése, nemcsak nalunk, hanem mas or-
szagokban 1s, masrészt, hogy a moadszerek megvalasztisdnak kérdésé-
ben eltérék a vélemények. Az elébi két tanulmany elgondoldsaban az
az alapvets kilonbség, hogy az elsd a gyakorlati életnek a negaliv sza-
mok tanitdsdban felhaszndlhatd, meglehetésen szik problémakorére
€pit, s nem fordit elég gondot az altaldnositasra, tovabba -— a monoto-
nitds elvétsl eltekintve — nem tulajdonit nagyobb jelent6séget a ma-
veletek tulajdonsagainak. mig a masodik tanulmany a miveletek tani-
tdsaban azok altalanosabb, az ,10j” szamokra, de a ,régiekre” is érve-
nyes értelmezésébdl, vagy pedig a miveletek alapvetd tulajdonsédgainak
megtartasabol épiti fel a maveletekre vonatkozo ismereteket; a negativ
szam fogalmanak, valamint a miveletck kézil els6sorban az Osszead4s-
nak a targyaldsakor erbsen tamaszkodik a gyakorlati életre, azt a kivo-
nasnal mar hattérbe szoritja, a szorzasnal és oszlasnal pedig teljesen
absztrakt médon jar 2l

A konkrét és absztrakt viszonyaban mutat elsésorban nagy eltérést
a fenti két kozlemény, de ugyanez a killonbseég tapasztalhatéd a VIIIL.
osztalyban jelenleg haszndlatban 1évé kisérleti tankonyv és a masodik
tanulmany kozoit.

Felmeriilt bennem a kérdés: hogyan fogadjak a tanulok ezt az abszt-
raktabb targvalasi maddot, felkelti-e érdeklédésiiket, hogyan kapcsoldd-
nak bele a koz0s munkaba, magukéva tudjak-e tenni ilyen modon a ta-
nitott anyagot, azaz jarhato-e ez az Ut az altaldnos iskoldban?

Magamban a kérdésre hatarozott igennel valaszoltam, azonban, az
altalanos iskoldban tanité kartiarsak véleménye megoszlott. S mivel erre
elfogadhato valaszt csak a gyakorlat adhat, elhatdaroztam, hogy megpré-
balom kisérlet utjan eldonteni a kérdést. Részletesen kidolgoztam a ne-
gativ szam fogalmdanak bevezetését, a milveletek koziil pedig az Ossze-

108



adast és a kivondst sajat elgondolasom szerint. A szorzasra és osztdsra
teljesen elfogadtam Taisl elgondolasat. Az igy Gsszedllitott terv szerint
tanitottam az anyagot az osztis kivételével, tekintettel arra, hogy az
mar nem okoz Kkiilonosebb problémat,

Ezt az elgondolast ismertetem az aldbbiakban, valamint azt, hogy
milyen meértékben sikeriilt megvaldsitanom.

1. A negativ szam fogalma

A negativ szaniok bevezetését a tanmenet szerint a tortek ismeétlé-
se €l6zi meg. Ennek befejezése kivals alkalom arra, hogy attekintsiik
az eddig megismert szdmokat és a veliik végezhetd miveleteket. Igy
megvizsgalhatjuk azt a kérdést is, hogy elvégezhet6-e minden esetben
valamennyi muvelet. Megallapithatjuk, hogy az Gsszeadds és a szorzas
mindig elvégerheté, a kivonas és az osztas azonban nem. A kivonas ak-
kor nem végezhetd el, ha a kivonandd nagyobb, mint a kisebbitendd, az
osztas pedig 0 oszto eselén. Megvizsgal juk mindkellé okat is. A kivonas
azért nem végezhetd el az emlitett esetben, mert nem ismeriink nulla-
nal kisebb szamokat. A tanuldk ilyenkor azt mondjak, hogy nincsenek
a nullanal kisebb szamok. A 0-val vald osztas pedig érielmeilen.

A kovetkezd orén felvetjlik az igy elBkészitett problémat. Valoban
nincsenek a nullanal kisebb szamok? Nincsenek a nullanal kisebb
mennyiségek? Gondoljunk pl. a hémérsékletre. Van-e a nullanal ala-
csonyvabb hémérséklet? Van. A minusz 1 fok, minusz 2 fok stb. Itt a mi-
nusz szoval éppen azt fejezzik ki, hogy a nullanal alacsonyabb hdémér-
sékletrél van szé.

Lehet-e a nullanal is kevesebbet jelentt vagyoni helyzet? Lehet,
mégpedig akkor, ha valakinek addssiaga van.

Vannak tehat a nulldanal is kevesebbet jelentd mennyisegek, igy
a nullanal kisebb szamok is.

Most ezekkel a szamokkal fogunk megismerkedni.

Ha pl. este a himérséklet 9 fok és reggelig 5 [okot sillyed, akkor
a hémérd reggel 9 —5 = 4 fokot mutat. Ha pedig este 3 fok a homeér-
seklet és reggelig 4 fokot slillyed, akkor hany fokot mutat reggel a ho-
méré? Minusz 1 fokot. Ha az el6bbi médon akarjuk Kiszamitani, akkor
most a 3 — 4 kivonast kell elvégezniink. A héméré higanyszala ugyanis
fokozatosan slilyed 3 fokrol a 0 fokig, majd innen a minusz 1 fokig.
Ugyanezt kivonassal jeldlve:

2—4 = 3—-3y—1=0—1 — —1

A minusz egy fok tehdt azt jelenti, hogy a 0-nal egy fokkal alacso-
nyabb a hémérséklet,

Megmagyarazzuk a jelolést is. A 0 4+ 1 Osszeadas elvegzese utan
az eredmény 1, nem irtuk ki a 0-t, most a 0 — 1 kivonas elvégzeése utan
az eredmény —1 lesz, itt sem irjuk ki a 0-t.

Hasonlo a helyzet, ha Pisla 3 Ft megtakaritott pénzébdl kis huga-
nak szeretne valamit venni névnapjara s kideril, hogy a kivalasztott
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ajandék 4 Fi-ba kerul. Edesapjatél, akivel cgyiiti ment vasirolni, kol-
cson kér 1 Ft-ot s hazaviszi az ajandékot. 3 Ft-ja volt és 4 Ft-ot koltstt.
Mennyi pénze varn? Az el6bbi kivonast elvégezve megallapithatjuk,
hogy —1 Ft-ja van, azaz tartozik 1 Ft-tal. A —1 Ft azt jelenti, hogy
a 0-nal 1 Ft-tal kevesebb pénze van.

A 3 —4 kivonast elvégezhettliik volna hémérd kézbeiktatasa nélkil
is, az Osszeg kivonasanak moédjara. Ahogy 12-t ugy vonunk ki, hogy elé-
szO0r kivonunk 10-et, majd 2-t, a 4-et, azaz 3 + l-et is Ugy vonhatjuk
ki, hogy kivonunk 3-at, majd 1l-el, igy is megkaphatjuk a —l-et. A —1
tehat a nulldnal 1-gvel kisebb szamot jelent.

Hova helyezziik el a szdmegyenesen? A szamegyenesen egy kiva-
lasztott szamndl kisebb szimok t6le balra vannak, a nagvobbak pedig
i6le jobbra. Ezt a rendet tovdbbra is fenntartjuk, és a szamegyenest
balra meghosszabbitva abrazoljuk a —1-et, a 0-t0l egy egységgel balra.

Az abrazolas utdn megkérdezzliik: Melyik szdm nagyobb, a —1,
vagy a 0?7 Mennyivel nagyobb? Hol van a 0 a szamegyenesen a —1-hez
viszonyitva? (Téle egy cgységgel jobbra.}) Hogyan lesz 0-bél —17 Ho-
gyan lesz —1-b6l 0? (Ha lI-et hozzaadok.)

Ezutan azt vizsgaljuk meg a szamegyenesen, hogy a —1 hogyan vi-
szonyul az l-hez, Kérdések: Melyik kisebb, a —1 vagy az 1?7 Miért?
Mennyivel kisebbh? Miért? Melyik nagyobb, —1 vagy 1? Miért? Meny-
nyivel nagyobb? Miért? Hogyan lesz 1-bdl —1? Hogyan lesz —1-bdl 17

Hasonlé modon viszonyitjuk a —1-et a 3-hoz, majd a 4-hez, 5-hoz,
utébbi két esetben azonban az indoklasokat elhagyhatjuk.

Miutan a —1-et igy szervesen hozzékapcesoltuk az eddigi szadmokhoz,
a 3— 5 kivonas elvégzésével bevezetjiikk a —2-t. Megkeressitk a helyét
a szimegyenesen a 0-t6l 2-vel, a —1-t61 1-gyel balra. Megallapitjuk,
hogy a 0-nal 2-vel, a —1-nél 1-gyel kisebb; a 0 2-vel, a —1 pedig 1-gyel
nagyobb, mint —2_ Ezutdn a —1 eseléhez hasonlé modon viszonyitjuk
az 1, 2, 3, 4, 5 szamokhoz, valamint ezeket a szamokat —2-hoz. Minden
egyes esetben megallapithatjuk az Osszehasonlitas eredményét lehets-
leg méas-mas tanuloval, hogy valamennyien gondolkodjanak az Uj sza-
mok viszonylataiban.

Megismertetjlik még a —3, —4, —5 szamokat az eldbb elmondot-
tak szerint, a tovabbi negativ egész szdmokra pedig csak utalunk, majd
bejelentjiik, hogy a most megismert Ui szamokat negativ szamoknak
nevezzik, s leirasukkor mindig eléjik irjuk a ,—" jelet, annak kifeje-
zésére, hogy ezek a szdmok a nulldnal kisebbek, hiszen olyan kivonas-
sal jutunk hozzajuk, amelynél a nullabdl is el kellelt venniink., (Mi-
nusz = Kisebb.)

A ,régi” szdmokat is el kell neveznilink, hiszen a ,régi” és ,uj”
megktlilonbozietés csak most hasznalhatd, amikor a negativ szamok még
valéban ,ujak’. Azokat pozitiv szamoknak nevezziik és az dsszeadds +
Jelével jeldlhetjiik meg ugy, hogy eléjiik irjuk a -+ jelet, annak kifeje-
zesére, hogy a 0-ndal nagyobbak, (02 = +42)

Azt is megemlitjuk, de nem kiuléndsebb hangsullyal, hogy a pozi-
Liv szamok ,,+"7 jelét és a negativ szamok ,,—" jelét eldjeleknek nevez-
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ziik. A negativ szam eléjelét mindig ki kell tennlink; a pozitiv szam clé-
jelét elhagyhatjuk, azonban jegyezziik meg, hogy az eléjel nélkili szam
mindig pozitiv szamotl jeleni.

A kovetkezd lincszem az elézdék szellemében néhany negativ tért-
szam kivonassal vald el8allitasa és abrazolasa a szamegyenesen, hogy
ezzel a negativ tortszamokat is beillessziik az eddigi szamok koézé.

A fentebb ismertetett modszernek két jellegzelessége van:

Az egyik az, hogy az u) szdmiogalmat egészen kis szamkorben ala-
kitottuk ki és ott kapcsoltuk a régihez, ahol az természeténél fogva
a legcélszerlbb, Ebken a szamkorben a viszonvok szemléletesen atie-
kinthetdk, konnyen értheidk, és a tobbi 0ij szamokra mar nehézség nel-
kill atviheték. Ezzel elértiik azt, hogy az eljards absztrakt mozzanatai
ellenére sem szakadtunk el a szemlélettdl, de a gyakorlati élet kizelsé-
gétél sem.,

A masik sajailos vonast az jelenli, hogy az Uj szamokkal egyidejl-
leg azok nagysagviszonyait is megalliapitottuk, mégpedig a 0-hoz, egy-
maéashoz és a pozitiv szamokhoz valé viszonyitdst egyszerre. Ezzel vals-
saggal egybeolvasztottuk az 0j szdmokal a régiekkel, szervesen Ossze-
tartozo, egymast kiegészilé dialektikus egységbe. Szivesen idézem itt
Faragd Laszlot: ,Igen fontos és a matematikatanitas filozodfial tudatos-
saganak szempontjabél kiildn is emlitést érdemel az a gondolat, hogy
egvetlen szdm sem létezhet masként, mint mas szamokkal, a szamok
rendszereivel kepcesolatban. Igy pl. a helyes szemléletll tanitas érdeké-
ben tisztiban kell lenniink azzal, hogy a negativ szamok csak a pozitiv
szamokhoz viszenyitva nyernek ,realitast”, és ,0nallésagot”, ,fligget-
lenséget” csak a2z algebrai (formalis logikai} absztrakei¢ kolesénoz sza-
mukra.” (F. L, A malemalikatanitas feladatai a vilagnézeti nevelés te-
rén. A matematika tanitdsa, 1959. évi 2. szam. 48. oldal.)

* * *

Miulan igy megismertliik a negativ szamokat, mint a nullanal kisekb
szamokat, felhaszndlhatjuk azokat a valtozds jellemzésére. Mindenek-
eldtt a vdltozds fogalmdt kell tisztdznunk, A legalkalmasabbnak atszik
ezt a hdmérsékleti valtozasokkal illusztralni. Az adatokat célszer( atte-
kintheld lablazatba [oglalni. Ne lepddjiink meg azon, hogy egyes ese-
tekben délben alacsonyabb a hdmérséklet mint reggel, ilyen el6fordul-
hat a gyakorlatban is, csak sokkal ritkdbban, mint az ellenkezéje. Ezt
a tanulokkal is megbeszélhetjiik. A didaktikai cél érdekében sziiksé-
glink van ilyen adalokra a késdbbiek soran is.

A hémeérséklet

A vallozas

reggel délbhen
127 18 18°—12° — 6° (ndvekedés)
5 9 9" — 5° = 4° (ndvekedés)
b 3° 3" — 5° = —2° (cespdkkenes)
4 17 1°— 47 = ~—3° (cstkkenés)
4° 0’ 0°— 4° = —4° (csdkkenéds)
4- 4- 4° — 4° = 0° (0 valtozas)
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Az elsO kel esetben természetes, a gyakorlatban is szokasos eljaras-
rol van szo. A véaltozast agy Kkaptuk, hogy a késébbi hémérsékletbil
vontuk le a kordbbit, a délibél a reggelit. A harmadik esetben is azt
szoktuk mondani, hogy a valtozas 2°. Ha azonban pontosabban ki akar-
juk fejezni a valtozast, akkor azt is meg kell mondanunk, hogy noveke-
désrél vagy csokkenésrdl van-e sz6. Ezt Ugy tudhatjuk meg, hogy az
eredeti Allapotot jelzd adatot leszdmitjuk a valtozas bekdvetkezése utdni
allapotot kifejezé adatbél. Igy a valtozas még azt is jelzi, hogy ndveke-
désrdl vagy cstkkenésrdl van-e szd. Azt lathatjuk ugyanis, hogy amikor
a homérséklet névekedett, a valtozas pozitiv, amikor pedig a hémérsék-
let cstkkent, a valtozds negativ, Beszélhetliink ezenkiviil nulla valtozas-
rol is. Tehat a matematika nyelvén a valdésdg most pontosabban, jobban
jellemezhetd, mint a mindennapi beszédben.

A tablazat utolsd elétti soranak adataibdl arra is ramutathatunk,
hogy —4” a jelen esetben jelenthet hémérsékletet, de a hdémérséklet
valtozasat is, mégpedig 0°-r6l —4°-ra. Ha tehat 0 fokrdl esik a hémér-
séklet —4 fokra, akkor a hémérséklet és a valtozas egyarant —4°.

Egyuttal azt is észrevehetjiik, hogy a negativ szammal kifejezett
mennyiség ellentétes a pozitiv szammal kifejezett mennyiséggel. Ezt
mar korabban is tapasztalhattuk: vagyon—adéssag, meleg—hideg. Tehat
a pozillv és negativ szamok alkalmasak az ellentétes mennyiségek jeld-
1ésére.

* * *

A késObbiek szempontjabdl bevezetjiik még az ellentett szdmok
fogalmat: 5 és —5, 2 és —2, stb, b-nek —5 és —5-nek 5 az ellentettje.
Ezek a szamegyenesen a 0-hoz viszonyitva szimmetrikusan helyezked-
nek el.

Az abszoliit értéket az ellentett szamokkal kapcsolatban tdrgyaljuk.
Az ellentett szamok ebben egyeznek meg. A szamok abszolut értéke
a szamegyenesen a 0-t6l vald tavolsagukat jelenti. Jellemezziik az ab-
szolut értéket ugy is, hogy az eléjel elhagyasaval kapott szam. Ez 0-t6l
kiildnbozé szam esetében mindig pozitiv. Pozitiv szam abszolat értéke
maga a szam, negativ szam abszolut értéke az ellentettje, 0 abszolut ér-
téke 0.

Az abszclut értéek fogalmdnak felhaszndlisdval is megfogalmazzuk
a raciondlis szdmok nagysdgviszonyaira megdllapitott torvényszerisé-
get. Eddig az dsszehasonlitas alapja az volt, hogy a szadmok a szamegye-
nesen egymashoz viszonyitva hogyan helyezkednek el. Most tulajdon-
képpen csak a negativ szamok Osszehasonlitdasaval kell behatéan foglal-
koznunk. Ha balra haladunk a szamegyenes negativ felén, egyre kisebb
szamokhoz jutunk, ugyanakkor az abszolut ériékiik né. Tehat a negativ
szam anndl kisebb, mennél nagyobb az abszolit értéke. Nem lesz azon-
ban fdlosleges ezt gyakorlati példaval is megvilagitani: ki ,,all jobban”,
akinek —5 Ft-ja, vagy akinek —10 Ft-ja van? (Bragyisz modszertana,
242 oldal.)

112



2. A racionalis szamkor

A negativ szamok bevezetése utan meg kell beszélnlink a racionalis
szam fogalmat, Nem elegendd ehhez bejelenteniink, hogy a pozitiv és
negativ szamokat, valamint a 0-t kézos néven racionalis szdmoknak ne-
vezziik. A tanuldékban ugyanis az a téves felfogds alakulhat ki, hogy az
elojel adja a szdm racionalis jellegét. Ezért mégegyszer 4t kell tekinte-
niink az eddigi szamfogalmakat, s a szamfogalom bévitésének lehetSsé-
geit az alapmiiveletek szokasos sorrendjében. Igy a szamfogalom felépi-
téseben ramutalunk arra, hogy kivondssal juthatunk el a lermészetes
szam fogalma utédn az egész szamokhoz, amelyek magukban foglaljdk e
természetes szdmokat is, osztassal pedig a tortszamokhoz, s ezek speci-
alis esetekként magukban foglaljak az egész szamokat is. A racionilis
szamok tehdt a kozonséges tort alakban felirhato szadmokai jelentik.
Ezek lehetnek pozitivok és negativok; tsszekapesolja, vagy ha ugy tet-
szik, elvalasztja ket a nulla, amely sem negativ, sem pozitiv.

* % %

Miel6tt ratérnék a racionalis szamokkal valo miveletek targyald-
sara, szeretném meég megindokolni, hogy miért kapott elsddlegességet
a neguativ szam fogalmdnak bevezetése alkalmdval a 0-hoz vald viszo-
nyitds, és miért nem a pozitiv szamok ellentettjeiként értelmeztilk a ne-
gativ szamokat, mint azt az emlitett masodik tanulmény is tette. Utdb-
bi esetben ax a helyzet allt volna eld, hogy bevezettik volna a ,,~" jelet
az ellentétes mennyiségek jeldlésére, mint eldjelet, ugyanakkor hasz-
naljuk a kivonds jeltlésére is. Valamilyen formaban meg kell indokol-
nunk a tanuldk eldtt, hogy egy szimbolumot két fogalom jeldlésére is
hasznidlunk, s 6nkéntelenil is felmeriul a kérdés, hogy nem okoz-e za-
vart, mir¢l ismerjiik fel adott esetben, hogy a kivonas jelét jelenti-e,
vagy pedig eldjelet, Ezt a megkiilonboztetést a tanitas soran el kellene
tlintetniink, s cz folosleges, elkertilhetd. .

A keésbbbiek szempontjabdl is kedvezdbb az ilt alkalmazott eljaras.
Amikor ugyanis azt akarjuk kifejezni egy a szamrol, hogy pozitiv, ak-
kor azt mondjuk, hogy nagyobb a nullanal, a > 0, a negativ szamot pe-
dig azzal jeléljiik meg, hogy kisebb a nulldnal, a < 0.

Mi @ mennyiség mértékeként vezettiik be a negativ szdmokat, és
nem « valtozds mértékeként, utdobb azonban kimutattuk, hogy a negativ
szam a valtozas mértékét is jelentheti. A két jelentés kozdtt megkeres-
Lk a kapcesolatot.

A valtozas mértékekeént azért értelmeztiik a negativ szamokat, mert
ez kitlinéen felhasznilhatd a racionalis szadmok Gsszeadasara, s azért ke-
riult csak uldbb sor erre, mert a mennyiség mérteke egyszertibb foga-
lom, mint a mennyiség valtozasanak a mértéke,
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3. Racionalis szamok oOsszeadasa

Miutan a negativ szam fogalmat és az eddig tanult Osszes szamokat
magaban foglald raciondlis szamkor fogalmat tisztaztuk, ratériink a meg-
ismert szamkdérben az alapmiiveletek tanitasara. Rogtdn megjegyezziik
azonban, hogy a megismert szamlogalom az eddigiek soran korintsem:
valt teljessé, s amig ebben a targykdrben maradunk, a vele valé foglal-
kozas allanddéan mélyiti, tartalmaban gazdagiija a szamfogalmat.

Az Osszeadds tanitdsara az cléjeles szamoknak azt a tulajdonsagat
hasznaljuk fel, hogy alkalmasak a valtozas jellemzésére,

A reggel, deélben és este mérhetd homérsékletekbdl tablazatot ké-
szitlink. Az adatokat ugy valasztjuk meg, hogy alkalmasak legyenek az
Osszeadds valamennyi esetének a meghbeszélésére az abszolut értéekek és
el6jelek szempontjabol,

Miutan beirtuk a reggeli, déli és esti hémeérsékleteket, megallapii-
juk esetenként a hémérsekletviltozast reggeltdl délig, deéltdl estig, vé-
gul reggeltdl estig, a valtozas fogalméanak korabbi értelmezése szerint.
A gyakorlati kivitelezésnek sokféle modja lehetséges. Mi ugy jartunk
el, hogy a hOmérsékletvaltozdsok elsé két oszlopal az iskclaban készi-
tettik el, az Osszes valtozast, azaz a reggeltdl estig bekovetkezett valto-
zasl pedig a tanuldk hazi feladat keretében &llapitottdk meg. A valto-
z4sok minden értékét szinessel, pirossal irtuk a kdonnyebb attekinthets-
ség végett. Igy a kivetkezd tablazat ill rendelkezésiinkre:

A hémérséklet

Osszes
Reguel Valtozas Délben Valtozds Este valtozas
1° -1 40; 5°' 42 7? +6°
L 1y 21/, 3 @ +5°
7° —2° 5° —3° 2 —5°
T° —15° 61.5° —14° 5° —7
35 +60 90 _20 70 +40
ﬁ'J _’_2’; 80 ___5-3 30 ___33
6° —3- 3° ~-1° 47 —2°
3 —1° 2° —+4° 8’ +3°
27 +6° 8 —6° 2° 0
7° —2¢ 5° -1.27 i 0
5° —2° 3 0 3 —2°
6° 0 6" —4° 2° —4
1° {) 1° —-2F 3° +2°
9 13 50 0 5° 43

Szeretném még egyszer hangsulyozni, hogy az Osszes valtozast nem
osszeadds utjan nyertilkk, hanem a reggeli és esti hdmérséklet osszeha-
sonlitasabdl,

Az elsd két sor adatai azt mutatjak, hogy az dsszes véltozas egyen-
16 a két egymas utan bekdvetkezett valtozas Osszegével. Ez természe-
tes, hiszen ha a hdmérséklet pl. elészér 4 fokkal, majd 2 fokkal emel-
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kedik, akkor a két egymdas utani valtozds eredményeként Osszesen 6
fokkal emelkedik,

Megéallapodunk abban, hogv a tovabbilakban is az 0Osszes valtozast
fogjuk tekinteni a két valtozas Osszegének. A megallapodas alapjan fel-
irjuk az egves sorokban taldlhatd adatokbol az dsszeadasokat a kdvet-
kez6 tagolasban:

(+4) + (+2) = +6
(+11%) = (+3%) = +5
(—2) + (=2} = —5
(—') + (—1Vy) = —2

A felirl ¢sszeadasokban tehat nem szamitdassal kapiuk az eredményt,
hanem az elébbi megallapitasbol eredé tényként, Menet kézben azon-
ban az egyes Osszeadasok érthetlségét megvilagitjuk a valtozas fogal-
maval igy: minusz 2 meg minusz 3 az minusz 5. Ez természetes, meort
ha a hémérséklet elészor két fokkal, azutan 3 fokkal csokken, akkor
osszesen 5 fokkal csokken.

A tovabbiakban az elsd két esetbdl megallapithatjuk, hogy pozitiv
szamokat most is gy adunk Ossze, mint eddig,

A mdésodik két sorban megvizsgaljuk, hogy milyen Osszefuggés all
fenn az Osszeg abszolut értéke €s a tagok abszolat értéke, valamint az
Osszeg eldjele és a tagok eldjele kizditt, Ennek alapjan megfogalmazzuk
két negativ szam Osszeadasanak modjat:

Két negativ szdmot ugy adunk dssze, hagy abszolit értékeiket bsz-
szeadjuk és az dsszeg elé ,—" jelet irunk.

Eutan felvetjiik a kérdést: van-e valami megegyvezés az elsd két sor
és a masodik két sor Osszeadasi feladatdban? Igen, mégpedig az, hogy
minden esetben két egyenld el6jell szamol kelletl osszeadnunk, az 0sz-
szeg abszolut értéke a tagok abszolut értékének Gsszege, az Osszeg eld-
jele pedig a tagok kozis eldjele volt. A tanulokkal kézdsen megfogal-
mazzuk a szabalyt:

Ket egyenld elbjelii szamot ugy adunk dssze, hogy az abszolit ér-
tékeket dsszeadjuk és az dssszeqg elé a kozbs elfjelet irjuk.

A kovetkezd lépes két kulonbdzi eldjell szém Osszeadasa. F‘ehr]uk
a tablazat kovetkezd négy sorabol az alidbbi tsszeadasokat:

(+6) + (—2) = +4
(+2) + (—5)
(—3) + (+1)
(—1) ~ (+4) = +3

([
L

A valtozas fogalmaval most is aldtdmasztjuk az eredmények érthetfsé-
gét minden esetben pl. igv: ha a hémérséklet 6 fokkal emelkedik, az-
utan két fokkal slillved, akkor végeredményben egylttesen csak 4 fok-
kal emelkedett. A fentick elemzésc sordn megallapithatjuk, hogy mind
a négy esetben két kilonbozd elbjellt szam Osszegérél van szd. Ismét
megkeressiik a kapcsolatot az Osszeg abszolit értéke és a tagok abszo-
10t értéke, tovabba az Geszeg eldjele és a tapgok eldjele koézott. Az Osszeg
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abszolut értéke egyenlé a tagok abszolut ériékének kiilonbségével, az eli-
jele pedig a nagvobb abszolit értéki szam elGjelével egyezik meg. Az
Gsszeadds szabdlya tehat:

Két kilonbozé eldjelii szamot ugy adunk Gssze, hogy a nagyobb ab-
szolit értékbdl kivonjuk a kisebb abszolit értéket és az eredmeény elé
a nagyobb abszolut értékii szam eldjelét irjuk.

(A szabadly megfogalmazasakor szindékosan hasznaltuk az ered-
meny szot, mert akar OGsszeget, akar kiilonbséget mondanank, cgyarant
zavarna.)

Az eddigiekhez hasonlé modon allapithatjuk meg a

(—2) + 0 = —
(+6) + (—6) = 0 , 01 (—4) = —4
(—2) — (+2) = 0 illetve 0+ (+2) = +2

(+3)+0 = +3

Osszeaddsokbol, hogy:
Két ellentétes szam dsszege mindig nulla.

Ha egy kétlagu Osszeg egyik tagje nulla, akkor az Osszeg egyenld
a mdsik taggal. (Vagy egyszeriibben: Ha egy szidmhoz nullat adunk,
vagy nullahoz adunk egy szamot, akkor magat a szdmot kapjuk.)

Az utolsd két szabdly ismeretére, helyesebben ezek megforditdasara
sziikséplink lesz a szorzas tanitasakor, ezért megemlitjlik, hogy ha két
szam oszege nulla, ekkor a két szdm egymdsnak ellentettje, tovabba, ha
eqy kéttagi osszeg értéke egyenld az egyik taggal, akkor a mdsik tag
nulla, Utalhatunk ra peldaval igyv: Mennyit kell adnunk 6-hoz, hogy 0-1
kapjunk? Mennyit kell adnunk —2-héz, hogy —2-t kapjunk?

Eddig csak az tsszeadas elvégzésének madjat ismerték meg a tanu-
16k, még nem tudjak, mit jelent negativ szam hozzdaddsa egy szamhoz.
Negativ szam hozzaadasanak fogalmét a szamegyenes segitségével vila-
gitjuk meg. Pozitiv szamhoz, nulldhoz és negativ szamhoz adjuk ugyan-
azt a negativ szdmot, pl. —2-t, s az Osszeadast dbrazoljuk a szamegyene-
sen. Az Osszeaddsnil hasznalt tablazat néhany adataval is elvégezhet-
Jik a szamegyenesen az Osszeadast, megjegyezve, hogy az els6 valtozis
induljon ki 0-bél (az Osszeg elsé tagjat mint a nulldbol kiinduld valto-
zast abrazoljuk.) A valtozast nyillal (vektorral) jelélve lathato, hogy
negativ szam hozzaadasakor mindig balra haladunk a szamegyenesen,
ugyanugy, mint pozitfv szam kivonisa esetén. A tanulok elég konnyen
megallapitjak, hogy negativ szam hozzaadasakor ugyanazt az ered-
ményt kapjuk, mintha a vele egyvenld abszolut érték(l pozitiv szamot ki-
vontuk volna. Tobb példa alapjan megallapitjuk: negativ szdm hozzd~
addsa a vele egyenld abszolit értékii poztiv szdm kivondsdt jelenti.

Amig csak pozitiv szamokat .adtunk Ossze, a hozzdadas mindig no-
velést jelentett, hozzaadassal mindig tobbet kaptunk. Negativ szadm hoz-
zaadasakor viszont kevescbbet kaptunk. Racionalis szadmok korében te-
hat nem érvényes az Osszeadasnak az a tulajdonsaga, hogy az Osszeg
nagyobb lesz, mint barmely tagja, A hozzdadas nem mindig jelent ez-
utan nagyohbitast. Meg kell tehat vizsgdlnunk, hogy érvényesek-e 1o-
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vabbra is az Osszeadas alapveté tulajdonsagai, a felcserélhetdség és
a csoportosithatosag.
A felcserélhetdség igazolasara valtozatos példakat irunk fel:

2+3=3+2 )+ (=" = 1)+ 3
241y = Yy o+ 2 (+5) + (=) = () + (+5)

(—3)+0 = 0+ (—3)
(+8)+0 = 0+ (+6)

A felcserélhetfség torvényét érvényesnek taldljuk racionalis szamok
Osszeaddsakor is. Latjuk, hogy milyen sok példdra van sziikség a tor-
vényszeriiség megallapitasara. A felirdsa viszont ilyen sokféle adattal
nehézkes. Egyszeriibben fejezhetjitkk ki a fenti példakkal érzékeltetett
torvényt, a kdvetkezd modon: jeloljlik az egyik racionalis szdmot a-val,
a masikat b-vel. Az ¢ és b igy akadrmelyik fenti szampart jelentheti, en-
nélfogva a sok példa helyett az

a-~h =">b+a
egyenldséget irjuk.

Hasonlé médon jarunk el a csoportosithatdsdg érvényben maradd-
sdnalk megadllapitdsdra is. Gazdag tény-anyagbdl altalanositunk és al-
gebrai formaban is felirjuk az eredményt:

(a+b)y+c=a+((bTc

A tapasztalat azt motatja, hogy a tanulék csoportositason értik a tagok
sorrendjének megvaltoztatdsaval kapott zardjelezéseket is, pl. (2 + 3) 4
+ 5 = (5 4+ 2} + 2, pedig ez mar a felcserélés és csoportositas egylit-
tes alkalmazasat jelenti. Ugyelniink kell a [ogalmak tisztasagara.

Az Osszeadds kommutativ és asszociativ torvényét azért irtuk fel
algebrai alakban is, mert a betiijeldlés haszndlatdra alig van ennél ked-
vezfbb lehetdség, Itt ugyanis a lehetd legvilagosabban kifejezésre jut,
hogy a betlk szdmokat jelentenek, mdsrészt indokolt is a betlik hasz-
nalata, mert segitségiikkel egyszeriibben és altalanosabban kifejezhet-
jliik a matematikai térvényszertiségeket, mint a szamok sokasagaval. Ez-
zel hozzajarulunk a betljeloléshez sziiksépes abszirakcié idejének szetl-
huzasahoz, elébbre hozzuk — ha kevéssel is — annak kezdetét; ilyen
modon is gyarapitjuk azoknak a konkrét tényeknek a szdmat, amelyck-
re az algebra elemeinek a tanitasakor tamaszkodhatunk,

4, A racionalis szamok kivonasa

A kivends tanifasaban is azt az utat kovetjlk, amelyet az Gsszeadas-
nal: a kivonds eredményét az Osszeaddsbol adodd tény-ként kapjuk, és
e tények elemzésével jutunk el a negativ, majd a racionalis szam kivo-
nasanak a fogalmahoz,

Tanultuk, hogy a kivonast Osszeadassal ellendrizzik. Pl. 25 — 10 =
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= 15, mert 15 + 10 = 25, azaz ha 25-bdl elveszuink 10-et, olyan sza-
mot kell kapnunk, amelyhez 10-et hozzdadva visszakapjuk a 25-6t.

A kivonast kivonassal is ellenérizhetjiik, Ha 25— 10 = 15, akkor
25 — 15 = 10, mivel ennek a helyességéhez is csak az kell, hogy 15 4
+ 10 = 25 legyen. Ez kivetkezik az tsszeadas kommutativ tulajdonsa-
gabol. Tehit a 15 + 10 = 25 Osszeadasbd]l két kivonas helyessége is
kovetkezik: 26— 10 = 15 és 25— 15 = 10.

Ha az osszeadasnak és a kivonasnak ezt a kapcsolatat, ami lénye-
geben a kivonas definicidjat jelenti, kiterjesztjik az egész racionalis
szamkorre, akkor a célszerlien megvalasztott Osszeadasokbdl szamitas
nélkii]l elvégezhetjiik a kivonasok Osszes lehetséges tipusait, pl. az alab-
bj médon:

(15)—(~2) = +3 *
(+5)—(+3) = +2 *

(=) —(—3) = —4 *

(+3) - (+2) = +5 <

(—4) +(—3) = —7 < (—T7)—(—4) = —3 *
(47) — (t) — <;(+3)~—(—4) — 47|
(+3)—(+7) = —4 *
| =2 —(43) = =5
N e

A kivonas eredménye meglepi a tanulékat azokban az esetekben, ami-
kor a kivonandé negativ, azaz amikor ,elvettink”, mégis ,tobbet” kap-
tunk. Az eredménvek elfogadasat eldsegithetjiitk a kivonasok felirasa
kozben ilyen indoklasokkal: ha —5-hoz hozzaadunk +2-at, —2-1 ka-
punk; ha itehat —2-bd] ,,visszavesszik” a —3-at, vissza kell kapnunk
a —>-0t; vagy: a —2 fok hdmérsékletvaltozds 5 fok hoémérsékletesok-
kenéshél és 3 fok homeérsékletemelkedésbdl adodott. Ha a kettd kozil
az egyik elmarad (nem kovetkezik be), megmarad a masik. A tanulok
a miiveletek kapcsolatai alapidn és az elmondott indoklas hatasara el-
fogadjak ezeket az eredményeket, rovid gondolkodas utan azonban Wjra
hitetlenkednek, érezve azok szokatlansagat, Igy tortént ez a kisrélet al-
kalmaval is, amikor az eredmények felirasa utan felallt egy tanulo és
szinte méltatlankodva vetette fel, hogyan lehetséges cz. Majd tébben is
csatlakoztak hozza, s ezzel az egész osztaly figyelme teljes intenzitassal
a legkényesebb problémara iranyull. Természetesen kiderilt, hogy nem
minden kivonast lattak érthetetlennek. Megjeldltiik azokat az esetcket,
amelyeket egyontetltien elfogadtak (az el8zé miiveletek csillaggal jelzett

esetel), pl. (—7)— (—3) = —4, bekereteztiik azokat, amelyeket senki
sem fogadott el, pl. (+3)—(—4) = +7, a részben elfogadottat pedig
alahuztuk, ilyen ecsak a kdévetkezd volt: (—2) — (+3) = —5. Ezutan

kovetkezett az elemzés.
A pozitiv szamok kivondsat mindenki elfogadta, mert arrdl mar
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tudjdk, hogy mit jelent. A negativ szam kivondsdnak az értelmét még
nem ismerik, de éppen ezekbdl a példakbodl fogjak megismerni,

Amikor 1) szamckat vezetlink be, a milveleteket is Gjra értelmezni
kell. Ezt meg is tettuk az Osszeadas esetében, amikor megallapitottuk,
hogy negativ szam hozzaadasa a vele egyenlé abszolut ériékid pozitiv
szam kivonasat jelenti. De ugyanigy jartunk el, amikor a tértszamokat
ismertik meg. Akkor megallapitottuk, hogy a torttel valo szorzas a szam
torirészének a kiszamitdsat jelenti. Akkor is értek bennilinket meglepe-
tések: (torttel) szoroztunk és kisebbet kaptunk. Pl 6 - i} = 2. Amikor

pedig {torttel) osztottunk, nagyobbal kaptunk. 6 : l = 18.

Most hasonlé a helyzet. Negativ szam hozzaadasakor kevesebbet
kaptunk. Es mégis meglepédiink azon, hogy negativ szam kivonasakor
a kisebbitendénél nagyobb szamot kapunk. De nem minden példaban
tartjuk ezt meglepdnek, Pl. azt minden fanuld elfogadta, hogy (—T)—
— {(—4) = —2, mert konnyen el tudjuk képzelni, hogy ha 7 F1 adossag-
b6l elvesziink 4 Ft addssdgot, akkor 3 Ft addssdg marad. Ttt is nagvobbat
kaptunk kivonassal? Igen! 3 Ft addéssag kedvezdbb anyagl helyzetet je-
lent, mint 7 Ft addssag. De a szamcgyenesen is lathatjuk, hogy —3 tobb,
mint —7. Mennyivel tébb? 4-gyel. Tehat —4 kivonasa ugyanazt ered-
ményezte, mintha | 4-et hozzdadtam volna. Ugyancz a helyzet, amikor
+3-b6l vonunk ki —4-et. A killénbség +7, techit +4-gyel tobb. Csak
ezt nem tudjuk olyan konnyen attekinteni. De ha ujra visszagondolunk
a hémérsékletvaltozdsra, akkor megértjik. 7 fok hémérsékletemelkedés
és 4 fok hémérsékletcsokkenés egyiitt, ill. egymasutan 3 fok emelkedést
jelent, Ha most visszaszamitjuk a 4 fok cstkkenést, akkor megmarad
a 7 fok emelkedés. Tehat az Osszeadds, amelybdl a kivonast felirtuk és
a gyakorlati megoldas egvarant azt mutatjak, hogy —4 kivonasa +4
hozzaadaséat jelenti.

Hasonld a helyzet a tobhbi esetekben is. —5 kivondsa -+5 hozzaada-
sat, —3 kivonasa +3 hozzaadasat jelenti.

Mit jelent tehat negaliv szam kivondsa? Negativ szam kivonasa po-
zitlv szam hozzdaddsat, mégpedig a vele egyenld abszolut értékd pozitiv
szdm hozzaaddsat jelenti. A negativ szammal egyenld abszolut erteki
pozitiv szdmot a szébanforgd szam ellentettjének nevezzik. Ervényes
tehat a kdvetkezd megallapitas: Negativ szdm kivondsa a vele ellentett
szdm hozzdaddsdat jelenti.

Vajjon érvényes-e a kivonasnak ez az értelmezése rozitiv szamok
kivonasara is? Tgaz-e, hogy pozitiv szam kivonasa is a vele ellentett
szdm hozzaadasat jelenti? Igaz-e pl. hogy (45} — (—2) = (+3§) + (—2)?
A negativ szdm hozzaadasanak értelmezésébfl tudjuk, hogy igaz, de
de szadmitassal kozvetlenll is meggydzddheliink rola,

Vizsgaljuk meg azt is, hogy a kivonasnak ez a jelentése érvényes-e
0 kivonasara. Igaz-e, hogy (—5)—0 = (—5) + 07 Igaz!

Igy megallapitottuk, hogy pozitiv szam, negativ szam és 0 kivona-
sa, azaz barmely raciondlis szém kivondsa a vele ellentett szam hozzd-
addsat jelenti.
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Ebbo6l két kovetkeztetést vonhatunk le:

1. Ezentul minden kivonds helyett végezhetiink dsszeaddst.

2. Raciondlis szdmok kivondsa minden esetben elvégezhetd.

A kivonas fenti definiciéjanak tudatositdsa céljabdl megmutathat-
juk még a kivonis néhany tulajdonsagénak érvényben maradasat.

Ezutin is akkor lesz pozitiv a kiilonbség, ha nagyobb szadmbol vo-
nunk ki kisebbet, és akkor lesz negativ, ha kisebb szambdl vonunk ki
nagyobbat.

A kiilonbség nem valtozik, ha a kisebbitendéhoz és kivonanddéhoz
ugyanazt a szidmot hozzaadjuk, vagy mindkettobdl ugyanazt a szamot
kivonjuk.

Kiilonbséget ezutan is gy vonunk ki egy szambol, hogy a kisebbi-
tendét Kivonjuk és a kivonandot hozzaadjuk.

Megjegyezziik, hogy a felsorolt tulajdonsagok barmelyikébdl leve-
zethetjiik a raciondlis szamok kivonasanak szabalyat, ha ezeknek a tu-
lajdonsdagoknak az érvényességét raciondlis szdmok kiilénbségére is ki-
terjesztjik.

* * *

Az Osszeadast és kivonast egyesiti magdban az Osszevonas. Elvi
problémat nem okoz, azonban jol be kell gyakoroltatni. Dolgoztassunk
ki sok egyszerl példat, hogy a tanulék megfeleld jartassigot szerezze-
nek az 6sszeadds, kivonas és osszevonds elvégzésében. Helyes az a felfo-
gés, hogy itt sem lechet elhanyagelni a tortekkel valo miiveleteket, meégis
itt elsddleges az cl§jeles szdmokkal valé szamolas. A tankdnyvben lévo
egyszer(l, az cgész szamokra vonatkozé feladatok nem elegenddk hazi
feladatok céljara, tortes feladatokbdl viszont folosleges tobbet venni.

Nagy gondot kell forditani arra, hogy a tanulok képesek legyenek
sajat munkajukat ellenérizni.

5. Racionalis szamok szorzasa

A racionalis szamok szorzasanak tanitasa részletesen megtalalhato
A matematika tanitasa” c. folyoirat emlitett masodik tanulményaban.
Amikor dolgozatom elején erre a cikkre utaltam, akkor elsésorban
a szorzasnak ott talalhatd targyalasmodjara gondoltam. A modszer 1é-
nyege az, hogy a szorzas kommutativ és disztributiv tulajdonsagainak
a racionalis szamok szorzasara valo Kiterjesztésével levezeti a racionalis
szamok szorzasanak szabalyait. Ezekhez a szabdlyokhoz tehat mint té-
telekhez jut el a kévetkez6 sorrendben: 1. Egy racionalis szdmnak és 0-
nak a szorzata. 2. Két kiilénboz6 eldjell racionalis szam szorzata. 3. Két
egyenld elbjell racionalis szdm szorzata.

A tanitds sordn éppen az érdekelt, hogy alkalmazhato-e ez a telje-
sen absztrakt felépités. Felkészlltem a varhaté nehézségekre, az olyas-
féle tiltakozéisokra, amilyet a kivonds tanitasa alkalméaval tapasztaltam.
A gyakorlat azonban most az ellenkezdjével lepett meg. A tanulék ne-
hézség nélkiil kovették a gondolatmenetet. Minddssze annyi tértént,
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hogy egy tanuld érdekesnek taldalta azt, hogy (—1)-(—1) ugyanannyi,
mint (+1)-(+1).

Megemlitek még két olvan tapasztalatot, amelyeket érdemes figye-
lembe venni, barmilyen modon tanitjuk is a raciondlis szamok szorza-
sdt. Az egyik tanulé két kiilonbézéd eléjeli tényezd szorzatinak ,—"
elojelébdl a példa alapjan azt a kovetkeztetést vonta le a térvényszeri-
ségek keresésekor, hogy itt is a nagyobb abszolut értékid szam eldjele
érvényesiil, mint az Osszeadasnil. A példdban véletlentil éppen a na-
gyobb abszolut értéki tényezé volt negativ. Termeészelesen ellenpélda-
val azonnal meggyéztem, hogy nem igy van, Célszerli tehat a nagyobb
abszolut értékt szamot pozitivnak valasztani. Egy masik tanuld két
egyenld eldjelli szam szorzatanak eldjelébsl feliiletesen kdvetkeztetve
harom negativ tényezé szorzatat is azonnal pozitivnak vélte. Ez arra
int, hogy két egyenlé eldjeld szam szorzata helyett ne mondjuk egyenld
elojeltl szamok szorzatat.

A szorzas alaptOrvényeit szintén felirluk algebrai alakban.

PR T

Az osztas lanitdsara a kisérlet nem terjed ki, tekintettel arra, hogy
abban nem meriilnek fel komolyabb problémak,

* * *

Befejezeésul vissza kell térnem a dolgozat elején megjeldlt szem-
pontokhoz és a kisérlet célkitiizéseihez.

Valamennyien tudjuk, hogy lehet a negaliv szamok fogalmat és
a raclonalis szamokkal végezhett miveleteket egyszeribben is tanitani.
Mire vald tehat ez a sokrét(i médszeres eljaras? — vetddhet fel a kér-
dés. Miért vélasztunk ilyen nehéz megoldast, mikor éppen a tanulok
tulterhelése ellen harcolunk, ha van kénnyebb is?

Mindenekel6tt szeretném leszégezni, hogy nem arrél van szo, hogy
ez az egyetlen helyes modszer. Ez csak egy kisérlet volt a lehetséges és
szlikséges sok koziil éppen a j6 médszerek felkutatasara. Ha visszagon-
dolok a megtartott érakra, egyaltaldn nem ¢l bennem semmiféle maxi-
malizmusnak a benyomaésa. A tanuldk nemegyszer kifejezték, hogy mi-
lyen érdekes, amit az oran tanulunk, Jottek a sziinetben is kérdésekkel,
vitatkoztak egymassal. Mindez azt mutatja, hogy a tanitds modszere
megragadta a tanuldkat, lekotdtte figyelmiiket, aktiv munkara, gondol-
kodasra és ellenvetlésekre serkentette Sket. Sohasem esett szd arrdl,
hogy nehéz, amit tanulunk, mert az ora schasem fejezddétt be ugy, hogy
ne értettek volna meg mindent. Természetesen ebbdl egyialtalan nem
szabad azt a kdvetkeztetést levonni, hogy ez a maddszer kénnyli. Egyet-
len osztalyban elsé alkalommal vald kiprébalasa csupan arra ad valaszt,
hogy lehet-c igy tanitani a negativ szdm fogalmat és a racionalis sza-
mokkal valé miiveleteket. Lehet és meggyézédésem szerint nem nehe-
zebben, mint masként, csupdn kezdettd] fogva ebben a szellemben kell
végezniink a munkat.

Mi az eldnye ennek a modszernek?
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Az anyag legkozelebbi alkalmazasat tekintve, eldkeszitettik az
egyenletck tanitédsat azzal, hogy megmutatiuk a muveletek kapcesolatait.
Az egyenletek megoldasanak kezdeti modszere éppen ezekre a kapcso-
latokra épiil. Eldkészitettiik az algebra elemeinek tanitdsat az osszes 4l-
talanositdsokkal és a mtiveletek tulajdonsagainak algebrai alakban tér-
ténd felirésaval, Igy majd nem kell mondanunk pl. hogy a felcserélés
lorvényve az algebraban is érvényes, laljak, hogy az a racionalis szdmok
Osszeadasdra 6s szorzdsara érvényes akkor is, ha a szamokat betlkkel
jelsliiik.

Ez a médszer segiti a tudoményos szemlélet kialakitasat. Minden,
amit a tanuldk megismertek, a valosagbol eredt, vagy azzal szoros kap-
csolatban volt. Az 1tj fogalmak bevezetését a gyakorlati élet és a tovabb-
haladas indokeolta. Az 0] osszefuiggéseket gazdag tény-anyag elemzése
utjan nyertlik elvonassal, nem elsietett altalanositassal. Ezeket sokol-
daluan megvilagitottuk &s beleillesztettiik az eddigi ismeretek sordba.

A tanulék nem tétlen szemléldi voliak az 6rdknak, hanem részesei:
kemény szellemi munkat végeztek, legtobbjiik érdeklddéssel és szivesen.
Megnovelt igényeinkkel szinte munkatirsainkka avattuk dket s 6k til-
takozds és kényszer nélkiil, természetszerden igazodtak magasabb ko-
vetelményeinkhez, hiszen lattak, hogy éretteknek tartjuk éket a gondoi-
kodasra, elemzesre, kutatisra. Ilyen modon kielégitettiik a tanuldk

megismerési, s6t alkotdsi vagyat azzal, hogy — Stéger Ferenc szavaival
élve — felszinre hoztuk azokat a ,kincseket”, amelyek a viszonyokba
valo belelatést, a logikus gondolkodast élesitik. ,,Gyakorlottsagot az élet
is nyuajt, de az elmulasztott beldtdst ritkan.” — idézi Stéger Ddirpfeld

szavait. (Stéger Ferenc: Koncentracié a mennyiségtan tanitdsaban. Bu-
dapest. 64, lap.) Ha nem adjuk naprél-napra a logikus gondolkodéas va-
loban kincset érd aprd gvongyszemeit, olyan mulaszidst kévetink el
mar az altaldnos iskola éveiben is, amelyet a tanuldk késtbb nehezen
potolnak.

Szorosan Osszefligg ezzel a maximalizmus kérdése. A tanitasi ora-
kon a sajat munkankkal és a tanulck munkajaval szemben tédmasztott
magasabb kovetelmények, igények sohasem jelentenek maximalizmust.
Eppen azzal keriilhetjlik el a késébbi maximalizmust, hogy ez o6rin
megtanitjuk a sziikséges ismereteket és megtanitjuk a tanulékat gon-
dolkodni. Ha ezt nem iesszilk, kfnnyen valhat az egyébként normdlis
kévetelmény is maximalizmusséd a tanulék szamara.

Ha ebbdl a szempontbol vizsgaljuk meg az ismerietett eljarast, azt
mondhatjuk, hogy eltkésziti a tanuldokat a koézépiskolai tanulmanyokra.
Raallitja ket arra az Gtra, amelyen nehézség nélkiil tovabb bdvithetik
a szamfogalmat, Felismerik, hogy a muveletek elvégzésének korlatai
Ujabb szamfogalomhoz vezelnek s hogy az 1j szamfogalom megalkoté-
saban mekkora szereplik van a miveletek tulajdonsidgainak. Az egész
tanitds soran mindig a szamfogalom és a miivelet tulajdonsagai voltak
elétérben, Benne éinek a tanulok ezek légkérében. Az irracionalis szdm
fogalma nem fogja varatlanul érni dket és fogjak ,érezni”, hogy a hat-
vanyfogalom Xkiterjesztése sziikséges.
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