NAGY FERENC tanszékvezetd féiskolai tanér:

A KORSOROK TARGYALASA
A FOISKOLAI GEOMETRIAI ANYAGBAN

1. A korsorok és dudlalakzataik a korseregek, nem Osszefliggd
anyagresz. Az elemi geometriu rendszeres felépitése és alkalmazasa so-
ran a kodvetkez6 anyagrészekkel kapcsolatban ismertetjitk meg ezeknek
az alakzatoknak a [ogalmat és fajtait:

két kér kolesinds helyzete,
az egyszeril geometriai helyek és
pontnak kdrre vonatkozd hatvdnyca.

A geometria {euklidészi) szerkesztésekben nyilvan igen fontos sze-
repiik van ezeknék a kdrsokasagoknak. Kiilonésen gyakran alkalmaz-
zuk a koncentrikus kordket, a parabolikus korsorokat €s a hiperbolikus
korseregcket. A geometriai helyek szerkeszté maodszerében nagyrészt
kirsorokban gondolkodunk. A geometriai transzformaciok targyalasa-
ban 6nként kinalkozik a korsokasdgok szerkezetének vizsgalata. Harom
ismert feladalcsoporiban;

adott sugartt kérlemezek elhelyezése,
a Pappus-féle feladatok- és
az Apollonius-féle feladatokbhan

érinté kordket szerkesztlink, ami korsorok elemeinek a meghataroza-
sat jelenti.

A korsorok és korseregek ilyen sokiéle folhasznalasi és alkalmaza-
si lehetfsége az clemi geometriai anyag targyalas-modjat jellemezheti.
Ebben a kozleményben tehat targyunkat a féiskolai oktatds maodszerta-
na szempontjabol vizsgaljuk. Néhany egyszerli elemi geometriai és
koordinata-geometriai tétel, feladat vizsgalata soran nemcsak az anyag-
részek kozotti osszefliggéseket mutatjuk meg, hanem ezt a targyat
nagymertekben eldkészitjlik a projektiv geomelriai és dilferencial-geo-
metriai teljesebb targyaldsra is.

2. Az alapszerkesztések kozott szerepel: adott egyenesre nem il-
leszked$ pontbdl merdleges szerkesztése. A szerkesztés elvégezhetd
tobbféle modon. Egyik modja a kdvetkezd, (1. dbra) A P tartaju sugar-
sor egy specidlis elemét kell megszerkeszteni (az e-n 1évé talppontjat.)
Egy tetszoleges sugarnak P és e-vel vald metszéspontja kozotti szaka-
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1. abra

szara, mint atmérdre kort rajzolunk. Ez a koér kimetszi e-n a talppontot.
Ha a bizonyitds céljabél kiegészitjuk az abrat, rogton felismerhei$ a hi-
perbolikus korsor, amelynek minden eleme atmegy a keresett talppon-
ton. (Két ponttdl egvenlé tavollevé pontok geometriai helye a két pont
kozotti szakasz felezé merdlegese, amely a két ponton dlmend korok ko-
zéppontjainak is geometriai helye) Ez a szerkesztés ezzel a kérsorral
ugy is elvégezhetd, hogy az e egyenest tekintjiik felezé merdlegesnek.

Az ellipszis olyan pontok geometriai helye, amelyeknek két adott
ponttol mért tavolsdgaik osszege allandd. Ilyen pontok a két adott pont-
hoz, mint kézépponthoz lartozé egykdzepi (koncentrikus) korok bizo-
nyos elemeinek metszéspontjal (a sugarak Osszege a megadott allando).
Ugyanazon két koncentrikus korsokasidg megleleld ellenparjainak met-
széspontjai adjak a konfokalis ellipsziseket. (Ugyanigy szarmaztathatok
a konfokalis hiperbolik is))

A Pappus-féle feladatok kozil vizsgaljuk a két kor esetét. Adva
van tehat ki, k2 és A pont illeszkedik ki-re. Ez a feladat is elvégezhetd
tébbféleképpen. Vizsgaljunk ebbdl két modot. (2. abra.)
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A ki kor és a rajta kijeldlt A pont egy parabolikus kérsort hatdroz meg.
Valasszuk ennek egy specidlis elemét, az A pontlka hizott érintét. Ezzel
a feladatot visszavezettiik egy egyszeribb feladatra. Ezt transzforma-
cidval még egyszeriibb feladatra vezetjik vissza. A ke kort dsszenyom-
juk a kozéppontjira, az érintét r:-vel eltoljuk dnmagaval parhuzamosan
(mindkét iranyban.) Most mar a pont és egyenes esetében egy hiperbo-
likus és egy parabolikus korsor korét szerkesztjik meg. Ez a kor a visz-
szatranszformalaskor vele koncentrikus korbe megy at. (A felezd merd-
leges is két koncentrikus korsokasag egyenlé sugart kirei metszéspont-
jainak a geometriai helye) A feladat elvégzésének masik, egyszerubb
modja, ha a ki1 és A altal meghatarozott parabolikus kdrsor masik spe-
cidlis elemeil, az r: sugaruakat valasztjuk. Itt is hasonldsagi transzfor-
maciéval haladunk tovabk. (A feladat egyszerisége miatt mindkét mo-
dol a 2. abran ltuntetlik [el.)

Az Apollonius-féle feladatok kozil tekintsiik a harom egyenes ese-
tét. Szerkessziik meg a hdromszdg érintd kireit. (3. Abral)

3, dbra

Mindegyik érintd kor hirom hiperbolikus kiorsereg kozids korve, A szdég-
felezbk a korseregek centralisai. Egy kirsereg korei hasonldallasuak.
A hasonldédllas fixpontja a haromszdg csucsa, A belsé és egyik kiilss
erintd kornek kozos érintdje a haromszdg harmadik oldala. Ennek az
oldalnak a szogfelezével valé metszéspontja a két kor belsd hasonlosagi
pontja (fixpont). E ponton it a masik belsé érintot Ugy szerkeszthetjik
meg, hogyv a haromsziget tukrozzitk a szogfelezére. A két belss érints
ujabb hiperbolikus kérsereget hatiroz meg.

Vizsgaljuk most az Apollonius-féle feladatok kozil a két pont és
egy egyencs, azutidn a két egycnes ¢s egy pont esetekel. E két feladat
egymas dualja. (4. és 5. abra.)
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4. abra

A 4. dbran a Pi1, P2 alappontokkal biré hiberbolikus kérsornak azokat
a koreit kell megszerkeszteni, amelyeknek az e egyenes kézos érintdje.
A korsor tetszdleges eleméhez az E pontbol érintét szerkesztve, az e
egyenesen kijelsljliik az érintési pontokat, ill. a fclez6 merélegesen,
a centralison a kérSk kodzéppontjait. Az 5. dbran az e1 e: k6zos érintdju
hiperbolikus korseregnek azokat a koveit kell megszerkeszteni, ame-
lyveknek a P ko6zos pontja. Itt is a korseregnek tetszdleges elemét
metszve SP-vel, a szogfelezén, a centralison kijeldljiik a kordk kozép-
pontjail. — A két feladat egymasra visszavezethetd, ha a 4. abran az e
egyenest tlikrozziik a centrilisra, az 5. dbran pedig a P pontot tikrdz-
zlik a centrdlisra. Ezzel mindkét feladat elvégzésére cgy-egy 1j mod-
szert nyertiink. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy kozds centralisa
hiperbolikus kérsor és hiperbolikus korsereg koézds koreit szerkesztet-
tik meg.

Végezzik el a kivetkezd feladatot: adva van a parabola fékusza és
direkirixe meg egy egyenes. Szerkesszik meg a parbola és az egyenes
metszéspontjait! (6. és 7. abra.)
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P2

6. dbra

A parabola F-tél és d-t61 egyenlé tavollevé pontok geomeiriai helye.
Atfogalmazva: a parabola olyan kérék koézéppontjainak a geometriai
helye, amelyek atmennek I ponton és érintik d egyenest. (Olyan para-
bolikus koOrsokasag, amelyben a Lkozos pont nem illeszkedik a kézos
érintdre.) A parabola és az egvenes metszéspontjai két ilyen kor kozép-
pontja. A szerkesztést a 6. dbran a kovetkez6 mdadon végezzik el: az a
kor, amelynek kézépponija I egyenesen van és atmegy F ponton, az at-
megy F-nek I-re képezett F’ tukdrkeépén is. Ezzel ezt a feladatot a 4. 4b-
1ran elvégzett feladattd fogalmaztuk &t. A 7. abran pedig a kovetkezd-
képpen okoskodiunk: amely kornek a kozéppontja az 1| edyenesen van
és érinti d egvenest, az érinti d-nek I-re képezett d’ tiikdrképét is. Igy
meg feladatunkat az 5. abran elvégzeti leladatta [ogalmaztuk af. A szer-
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kesztést tehat kétféleképpen végezllik el. A 6. abran a parakolikus kor-
sokasag és egy hiperbolikus korsor kézos koreit szerkesztettlik meg. —
Felvethetd a kérdés, hogy ha a 6. és 7. abra szerkesztéseiben a 4, és b.
dbra médszereit alkalmaztuk, akkor megfordiiva: a 4. és 5. abran mi az
értelme a parabolanak? — Ha a 4. és 5. dbran elvégzett Apollonius-féle
feladatokat a geometriai helyek moddszerével végeznénk, akkor a két
feladalban a felezd merdleges es a szogielezd mellett meg 2—2 parabo-
l1a is szerepelne, és a feladatok elvegzéset 3—3 geometriai hely metszes-
pontjainak megszerkesztésébdl allnanak. Az alkalmazoit moédszerek
ezekel a szerkesztéseket is jelentik.

3. Két kor nemcesak hasonld, hanem hasonldallasu is. A koncentri-
kus korsokasag elemei hasonloallasuak, fixpont a centrum. A paraboli-
kus korsor korel hasonloallasuak a kozés pontjukra, mint fivpenira.
A hiperbolikus kéirseregben a hasonlaéallas fixpontja a kézés érintGpéar
metszéspontja. Stb. Fzeket az eddigi szerkesztési feladatokban fol is
hasznalluk. A tengelyes tukrozeést is alkalmaztuk a szerkesztésekben.
Az inverzid is felismerheté a hiperbolikus korsorban.

A hiperbolikus korsor barmely eleme a legkisebb korre, mint ve-
zérkorre, inverz pontparban metszi a centralisi. (8. dbra.) A bizonyitas
az abrarol leeolvashata. A és B inverz pontparok. Az inverzid hatvinya
negativ.

8. abra

Ha ar alappentokhoz meghuzzuk a korok sugarait, akkor kozos ala-
pu egyenlészaria haromszogeket kapunk. Ezek egymashdl affinitédssal
szarmaztathatok. Az affinitds iengelye a koz0s alap egyenese.

Vizsgaljuk a 9. és 10. abran a hiperbolikus korsereg két eleménck
a viszonyat. A 9. &bran megallapithato, hogy az S pontra nézve ki kor-
nek nagyitasa a ke kor, (Az arany az abra alapjan szintén megallapitha-
16.) A ks kérnck kicsinyitése a ki kor. A megfeleld ivek egyenld széles-
ségl vonallal vannak jelolve. A 10. dbran a két kir egymas inverzké-
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pei. A megleleld ivek szinlén egyenlé szélességli venalak. lit a megfe-
leltetés a tiikrdzésre jellemzd megforditast mutat. Errdl alabb még szo-
lunk. (Erdemes vizsgalni a centrdlis tlikrézést mindkét dbran.)

9. dabra

/

Vizsgaljuk végil az egymast merélegesen metszé hiperbolikus és
elliptikus korsorokat. (11, abra.) A hiperbolikus kérsorban az alappon-
tok egyenese a korsor hatvanyvonala. Ennek pontjaibél egyenld hosz-
sz érinték huzhaiok a kdrsor kéreihez. Az O1 pontbdl huzetl érintével,
mint sugarral rajzolt kér a korsor elemeit merélegesen metszi. Erre
a korre, mint vezérkorre nézve az alappontok, A és B egymds inverz-
képei. Az 02, Os.. . pontokbol ugyanigy rajzolt kordk ugyanilyen tulaj-
donsaguak. Kzek a korok, amelyek kozéppontjainak geometriai helye
{centralisa} a hiperbolikus kérsor hatvanyvonala, elliptikus korsort al-
kotnak. A sugar novekedésével a kor mindjobban kizeledik a hiperboli-~

10, ahra
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kus korsor centralisdhoz, hatdreselben egybeesik vele, tehat egyenes
lesz, az inverzio pedig tengelyes tiikrozésbe megy at. Ezért mondhatso,
hogy az inverzidé korre vald titkrozeés.

1 abra

Mcgemlithetd még, hogy az alappontok a hiperbolikus korsor kore-
in is transzformadaciéval kapcsolhatok dssze. A legkisebb kér kozéppont-
ja korul 180°-cs elforgatassal (ez az eldbbi tengelyes tiikrdzés), a na-
gyobb kértk koézéppontjai kortil mind kisebb szégben torténd elforga-
tassal, a hatvanyvonalon pedig eltolassal viheték at egymésba.

4. A koordindie-geometridbol is nézzink néhany egyszeru példal.
A kézépponti helyzetlt kér egyenle{ében:

2

x*+y? =

ha r-t valloziatjuk, akkor koncentrikus kordket kapunk. Az r paramé-
terhez tehat koncentrikus kdérsckasag tartozik. Ezt hasonlésagi transz-
formaciénak tekinthetjlik. Az dltalanos helyzetii kor egyenletében:

i

(x—a)’ + (y —b)? =

harom parameéter van. Az r jelentését emlitettiik, a és b geometriai je-
lentése parhuzamos eliolds. Ha a paraméterek kozotli a kdvetkezd Osu-
szefiiggés van: @ — b = 7, akkor a koévetkezd hiperbolikus koOrsereget
jelenti az egvenlet. (12. dbra) Ha @ = r és b = (1, akkor parabolikus
kérsort allit eld az egyenlet. (13. abra.)
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12 abra 13, abra

A kovetkezé egyenlet: (x —a)* + y* = a2 szintén hiperbolikus
korsereget allit elé. (14. abra.)

4. abra

Az y = Jx, (y® = 1.x) parabola pontjait parabolikus korsorral
szerkeszthetjuk meg. (15. abra.) A 16. 4bran a parabolikus korsorral ne-
gativ szamok négyzetlgyokeit szerkesztjiik meg a komplex szamsikon.

5. Visszatérve az x* + y*——r% = 0 egyenletre, ha az v paraméter
értékeit a kor pentjaiban felmérjiikk a z tengely pozitiv iranyaban, ak-
kor az xy sik f6lé r magassagban, vele parhuzamos allasu sikba emeljik
a koért. (Ugyanezt tessziik a z tengely negativ irdnyaban is.) Igy a kon-
centrikus kordk sokasdga kup-feliletet alkot. (17. dbra.) A kup specialis
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15, dalirg 18, abra
korkup, amelynek csucsa az origoéban van, derékszog nyilasy, tengelye
a z tengely. Egyenlete:
x4+ yit—z? =0

z

—

)

17. abra

6. E vazlatos fejtegetésbol megallapithatd, hogy teljes részletesség-
gel ezeket és a tovabbi anyagrészeket sem az elGadasokban, sem a gya-
korlatokon nem targyalhaijuk, (Itt a diszkussziokat sem targyaltuk.) Az
eléadasok azonban érdeklddést kelthetnek e targy irant, és ha figyelem-
bevessziik még a térgeometriat, az édbrizoldé geomctriat és a fizikai al-
kalmazasckat is, akkor e targybol néhany szakdolgozati tételt jelolhe-
tiink ki, ami a féiskclai oktatdsnak igen fontos feladata. Ha az eldadas
modszere olyan, hogy érdeklédést tud kelteni a targy irant és a hallga-
1tk Onallé munkajara alkalmas teriileteket tud kijeldini, akkor az az
eléadéas nagymeértékben clérte céljat.
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