PELLE BEI.A téiskolai adjunktus:

A RECIPROCITAS ALKALMAZASA
AZ APOLLONIUS-FELE FELADAT MEGOLDASANAL

A dolgozatban a reciprocitasnak egy érdekes alkalmazasal mutat-
Juk meg a kozos fokuszu kupszeletek metszéspontjainak a meghataroza-
sanal, majd a kapott eljarast alkalmazzuk az Apollonius feladatok mag-
oldasara. Az elsé részben roviden Osszefoglaljuk azokat a tételeket, ame-
lyekre az alkalmazas soran szilkségilink lesz. A tételek egyrészét Stiefel:
Lehrbuch der Darstellenden Geometrie c. kdonyve alapjdn osszegeztiik,
a masik részét ezek altalanositasabol, illetve konkrét esetre valo alkal-
mazasabol kapjuk.

Térjlink 4t ezutdn az anyag rendszeres targyaldsara.

1. A reciprocités

Ez a lekeépezés a sik minden pontjahoz ugyanazon siknak egy egye-
nesét rendeli, A sikban valasztunk egy allando H-pontot, amelyet a re-
ciprecitas {6pontjanak neveziink, A reciprocitis Z-centrumaként jelol-
jink meg a térben egy pontot, amely H felett egységnvi magassagban
van. H tehat Z-nek az alaprajza. A sikban fekv6 P-ponthoz a kovetkezo
el6iras szerint rendelliink egy sikban fekvé p egvenest: A PZ egvenesre
Z-ben egy normalsikot helyeziink, ennek a normalsiknak és a siknak &
metszoegyenese p. A p _egyenes megszerkesztéséhez rajzolunk egy H
kozéppeontu egységsugaru kort. PZ egy derékszogii haromszog atfogdja
melyet PH koril beforgatunk. A beforgatott (Z) a C korre esik. A kere:
sett p egyvenes meréleges PH-a Pi-en keresztil. (P [Z] P, derékszégi
haromszog.) (1. abra)

Legyen a PH tavolsag r és p-nek a H-tél valo tavolsadga 0. A derék-
sz0gll hdromszoghdl:

Ennek megfeleléen a P pontot és a p egyenest egymas reciprokainak
nevezziuk. Ezekre érvényes a kovetkezd fontos tétel:

1. Reciprocitasnal az illeszkedés megmarad, azaz, ha egy P pont a q
egyenesen van, akkor P-nek a reciprok p egyenese g-nak a reciprok Q@
pontjan megy keresztiil. (1. abra)
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I. abrag

2. Adottak a P, és P2 pontok és azoknak a pi1 és pz reciprok egyene-

sei. A P,P: egyenes reciprok a p:1 és p: metszéspontjahoz [1].
A H fépontnak nincs végesben fekvd reciprok egyenese. Az (1) formu-
laban ugyanis r = 0. Hogy ez a hidnyossdg megsziinjon, legyen a {6-
pont reciproka a sik végtelen tavoli egyenese. A H f6ponton atmenéd
egyenesnek megfeleld reciprok pont pedig legyen a p-re merdleges ira-
nyu végtelen tavoli pont. .

A végtelen tavoli elemek Gsszekotéset és metszest defintaljuk a ko-
vetkezbképpen:

3. a, P és Qoo 0sszekdtd egyenese P-n keresztil parhuzamos a Qoo
felé mutaté irannyal.

3. b. p és goo-nek a metszéspontja a p-vel padrhuzamos iranyu veg-
telen tavoli pont.

4. a. Py és Qoo OsszekOts egyenese a végtelen tavoli egyenes.

4. b. Két parhuzamos egyenes metszéspontja a végtelen tavoli
pont [2]. *

Miutdn az egyenes és pont reciprok abrajat megvizsgaltuk és az ez-
zel kapcesolatos tételeket rogzitettiik, tekintsiik a kor reciprok abrajat.
Vegylk fel a reciprocitas H f6pontjat es k korét, tovabba egy R sugaru,
M kozéppontu C kort, amelyre MH = m. Szerkessziik meg a C kor re-
ciprok c gorbéjét. E célbol hatarozzuk meg a C kor egy letszdleges t
érintéjének a reciprok T pontjat és ennek felhasznalasaval irjuk fel a
¢ gdrbe egyenleteét.

Az érinté ¢ lavolsaga...... o =HK 4+ KL = HK + R
HKM derékszogli haromszogh6él HK = m - cos ¢ tehat
0=m-cos ¢ + R
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A reciprok T pontnak r tavolsagara az (1)-bol a kovetkezé egyenle-
tet talaljuk:

1
. L 1 R p
e R L - cos P ﬁlll‘—‘ “;; I = & cos ¢
B
1 . m
ahol p - T es & — T

Ez az egyenlet pedig egy kupszeletet abrazol (2. abra). Ervényesek
tehat a kovetkez6 tételek:

5. Egy kornek a reciprok dbraja egy kupszelet, ennek egyik foku-
szaban van a reciprocitas fopontja.

6. Minden kupszelet reciprok dbraja egy kor, f6pontként a kupsze-
let egyik fokuszat kell valasztani [3].

7. Egy reciprocitdsnal a C gorbe érintdje a reciprok c¢ gorbe pont-
jaba megy at és megiorditva C-nek pontjai c-nek érintdi lesznek.

by

D

2. dabra
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Figyeljlik meg, hogy az MH egyenesen 1év$ koratméré végpontjai-
nak a reciprok egyenesei a kupszeletek csucsérintéi, a korkozéppent
megfelelGje pedig a kupszelet vezérvonala.

A 2. abran m >>R, tehat a (2) alapjan €> 1, a ¢ kupszelet hiperbola.
Az Uy végtelen tavoli pontnak megfelelé u reciprok egyenes a H fi3-
pontbo6l a kérhoz huzott érinté lesz, Az A érintési pontnak megfeleld
reciprok egyenes pedig a hiperbolat a végtelen tavoli pontban érinti,
tehat ez az aszimptota. Ez parhuzamos az MA irédnnyal. A f6pontbdl hu-
zott korérinték érintési pontjai a korivet két részre osztjdk, egy-egy
iv egy-egy hiperbola dgnak felel meg.

Ha C kor atmegy a H féponton, akkor ¢ = 1 és m = R, a kupszelet
parabola. {

Ha pedig H a C kor belsejében van, akkor m<R és igy e< 1. A kup-
szelet ellipszis.

A 7. tétel értelmében az érintékboél a reciprok gorbe pontjai lesz-
nek, Véalasszunk ki a C korhoz két érintét. Ezek megfeleldi a reciprok
gorbének pontjai. Ezt a két pontot Gsszekdté egyenesnek a megfeleldje
a 2. tétel értelmében a korérinték metszéspontja lesz. Az Osszekoto egye-
nes a kupszeletet az érintéknek megfelel6 pontokban metszi. Ezek
szerint:

8. Ha egy kupszeletet egy g egyenessel metszetlink, akkor a met-
széspontokat Ugy szerkesztjik meg, hogy g-nek a reciprok G pontjabol
érint6t huzunk a kupszelet reciprok koréhez, és ezek visszaillitottjai
lesznek a metszéspontok.

Két kor reciprok abraja két kozods fékuszu kupszelet. A korsk érin-
t61 a kupszelet metszéspontjai lesznek, tehat a k6zos érintéknek meg-
felel6 pontok mindkét kupszeletnek pontjai lesznek, vagyis kozds pon-
tok. Igy:

9. a. Két kor ko6zos érintdinek reciprok abraja a kozos fékuszu kup-
szeletek metszéspontjai.

9. b. Kozos fokuszu kupszeletek metszéspontjait ugy hatarozzuk
meg, hogy a kupszeleteknek megfelelé kérékhoz érintéket hizunk és az
ezeknek megfelelé reciprok pontok lesznek a metszéspontok,

Ezek szerint tehat a kupszeletek metszéspontjai meghatarozhatok,
ha azok egyik fokusza kozos.

Tekintsiik at roviden, hogy két kozos fékuszu kupszeletnek hany
metszéspontja lehetséges.

Ha a korok olyan helyzetlek, hogy a f6pont mindkettén kiviil van,
akkor a korok megfelel6i hiperbolak, A két korhoz négy-harom-ketts-
egy-nulla érint6 huzhatd, tehat két kozos fokuszi hiperbolanak is
ugyvanennyi kozos pontja lehet.

Ha a két kor olyan helyzetd, hogy a H fépont egyiken kivil van,
a masikra pedig illeszkedik, akkor az egyik kor megfelelje hiperbola,
a masiké parabola. A két korhoéz négy-harom-ketté6-egy-nulla érintd
huzhaté, igy a kozos fokuszu hiperboldnak és parabolanak is ugyaneny-
nyi kozos pontja van.

Ha a H egyik koron kiviil, a mésikon pedig beliil van, akkor a korok
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megfeleldje hiperbola és ellipszis. Ezek koz0s pontjainak a szama is meg-
egyezik az eldzéékkel.

Ha mindkét koér illeszkedik a H fépontra, akkor a koérok megfeleléi
paraboldk. A H ko6z0s ponttal biré két korhdoz harom-kettb-egy kozos-
érinté huzhato, eszerint két kozos fékuszii paraboldanak harom (ketté a
végesben, egy a végtelenben), kettd és egy (a végtelenben) k6z6s pontjuk
lehet.

Ha a két kort ugy vessziik fel, hogy a fépont egyikre illeszkedik,
a masikon pedig belil van, akkor a kozds érintdk szama kettd, vagyis a
ko6z0s fokuszu parabolanak és ellipszisnek mindig kett6, kozos pontja van.

Végezetiil két olyan korhdz, amelyek mindegyike a fé6pontot belse-
jében tartalmazza kett6-egy-nulla kézos érintd huzhatod, vagyis két ko-
z0s fokuszu ellipszisnek ketté-egy-nulla k6zos pontja lehet.

Vizsgaljuk ezutan a két azonos f6pontu, de kiilonbézd centrumu re-
ciprok leképezés kozotti Osszefliggést. Legyen a Z, centrum egységnyi
magassaghban a sik felett, Z: pedig ¢ magassagban, Az elsé esetben (21.
abra) P . HP{ = 1, a méasodikban PH - HP, = a®. Ebbél pedig PH = ;—P

2
és igy HPy = a? - HPy. Tehit a H kézéppontbol nyujtassal vagy osszenyo-
massal az egyik leképezéshez tartozo reciprok atviheté a masik leképe-
zéshez tartozd reciprokba. Ebbél tovabba az is leolvashato, hogy hiper-
bolabol, parabolakol és ellipszisb6l ismét hiperbola, parabola és ellipszis
lesz, tovabba a kozos pontok a transzformacio utan is k6zés pontok ma-
radnak. Eszerint:

10. A kozos fokuszu kupszeletek metszéspontjainak a megszerkesz-
tésénél a reciprocitas kore tetszéleges sugarral rajzolhatd meg.

Ebben a leképezésben megallapitottunk egy feltételt, amelynek, ha
eleget tesznek a kupszeletek, akkor a metszéspontjaik megszerkeszthe-
ték. A szerkesztésnél a kovetkezdk szerint jarunk el: a kupszeletek ké-
z6s fokuszat valasztjuk féponttul, ekdril tetszéleges sugarral kort raj-
zolunk, a kupszelet csticspontjaibdl megszerkesztjiik a reciprok kor egy
dtmeérdjének két végpontjat, ebbdl megrajzoljuk a koroket és meghtizzuk
a koézos érintdit, ezek visszaallitottjai lesznek a metszéspontok.

Alkalmazzuk az itt Osszegezett tételeket az Apollonius-{éle feladai
megoldasandl. A feladat eredeti megfogalmazasaban igy szol: Szerkesz-
tendé harom adott kért érinté kor. Az adatok kozott engedjiik meg a
nulla és a végtelen sugaruakat is. Az érintékorok koézéppontjait altala-
ban kupszeletek szolgaltatjak. Ezek a kupszeletek pedig mindig el6allit-
haték ugy, hogy fokuszuk kozos legyen. Igy az érintékoértk kozéppontjai
az eldbbiek alapjan megszerkesztheték.

2. Az Apolionius-féle feladat megszerkesztése

a) Szerkessziink harom adott kort, érinté kort. Vegylk fel a harom
kort gy, hogy egyik sem messe a masikat. Valasszuk ki ky-at és ehhez vi-
szonyitva vizsgadljuk a masik kett6t érint6 korok kozéppontjainak mér-
tani helyét. Azon kéroknek a koézéppontjai, amelyekbél rajzolt korok
ki ks-t érintik, hiperboldkon vannak, ugyanugy ks ks-at érinté korok
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kozéppontjai is. A kozos fokusza ezeknek a hiperbolaknak k. kozép-
pontja. A megoldast tehat kozos fokuszu hiperbolak metszései szolgal-
tatjak. (3. abra)

Két hiperbolat masik kett6 legfeljebb tizenhat pontban metszhet.
Ezek koziil ki kell valasztani a megoldasokat. A maximalis megoldasok
szama nyolc. Az elemzéssel itt kiilon nem foglalkozom. Az elemzés csak-
nem teljes egészében megtalalhato B. Gyelone— O. Zsitomirszkij: Geo-
metriai feladatgyljtemény c. konyvében, a 190. feladatnal. Ennek alap-
jan harom nem metsz6 kor esetében a 4., 5., 6., 7. abrak mutatjak, hogy
k; helyzetétsl fliggben mely hiperbola adgak metszései szolgaltatjak a
megoldast. (P1l. a 4. d&bran ha k;es-t a nyil fel6li oldalrol érinti az A
pontban, akkor hatareset van, ha k; az éramutatd jarasaval egyez6 irany-
ba mozog, akkor a 2 és II. csticsu hiperbola dgak metszései mindaddig
megoldast adnak, amig k; nem érinti ex1 vagy e:-t a nyil fel6li oldalrol.

A 8. dbran nem metsz6 korok esetében végeztiik el a szerkesztést a
kovetkezéképpen: az 0103 és 0205 centralisokon megjeldltiik a hiperbolak
csucsait, tetszélegesen megrajzoltuk a reciprocitas korét ks-mal koncent
rikusan, ennek felhasznidldsdval megszerkesztettiik a hiperboldk csues-
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érint6ibol a reciprok koroknek az 0104 és 0503 egyenesen lévd pontjait,
amelyekbd]l megrajzoljuk a korcket, ezutdn az egymast megoldasban
metszd hiperbola agaknak megfeleld karivekhez megszerkesztettikk az
érintéket, ezek visszaallitottjai az érint6é korok kozéppontjai.

A harom kor kolcsonos helyzetét tovabb nem vizsgaljuk. Megolda-
sokat hiperboldk, ellipszisek és egyenesek metszéspontjai szolgaltatnak,
amelyek szintén megszerkeszthetok.

b) Ha a harom kor kozil az egyik végtelen sugard, akkor két kor-
héz ky és k. és egy e egyeneshez kell érintd koroket szerkeszteni. Va-
lasszuk ki pl. a k, kort és keresstik azon kézéppontok halmazat, amelyek-
bél rajzolt korok érintik ki-et és e-t, illetve ky-et és ky-t. Ha a harom
adott elem nem metszi egymadst, a mértani helyek olyan helyzetl para-
boldk és hiperboldk lesznek, amelyeknek kozés fokusza kg kozéppontja.
Ebben az esetben a kozds fokuszu parabolak és hiperbolik metszései
kézil keriilnek ki a megoldasok. Az elemzést az elSbbihez hasonloan
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8. dbra

kell elvégezni. Ha az elemek Osszes kolesonés helyzeteit tekintjlik, ak-
kor kozos fokuszu parabolak- hiperbolak, parabola-egyenes-hiperbolak,
parabolék-hiperbola-ellipszis, parabola-egyenes-hiperbola-ellipszis met-
széseit kell megszerkeszteni. :

Legyen az egyik kor pl. k; nulla sugari. Akkor k; és ky kérokhoz
és egy P ponthoz kell érint6koroket szerkeszteni. Féponttul valasszuk
az adott P pontot, és ez a koéréknek legyen kiilsé pontja, tovabba azok
ne messék egymast. Azon korkozéppontok, amelyekbdl rajzolt korok
érintik k;-et és atmennek P-n, hiperbolan vannak, és azok szintén, ame-
lyek ko-t érintik és atmennek P-n. A megoldast ebben a helyzetben két
ko6zos fokuszu hiperboldk metszései szolgaltatjak. Ha pedig az egyik kor
kozéppontjat valasztjuk féponttul, akkor az érinté korok kozéppontjait
kozos f6kuszu hiperbolak és hiperbola metszéspontjai jelolik ki. Az ele-
mek helyzetétol fliggben megoldast még egy kozos f6kusszal bir6é hiper-
bola-ellipszis, ellipszis-ellipszis, tovAbba hiperbola-egyenes metszései
szolgaltatnak. '

Ha a harom kér kozil az egyik nulla sugard, a mésik pedig végte-
len sugaru, akkor adott k kérhoz, e egyeneshez és P ponthoz kell érinté
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koroket szerkeszteni, Vegylik fel az elemeket ugy, hogy P ne illeszked-
jen egyikre sem és k-nak kiilsé pontja legyen, tovabba az egyenesnek
azon oldalan legyen, amelyen k. Valasszuk féponttul a P pontot. A P-1
és e-t érintd korok kozéppontjai paraboldn vannak, P, és k-t érinté ko-
rok kozéppontjai pedig hiperbolan. A megoldast a kozds fékusz-
szal biro parapola es niperbola kozos pontja adja. Ha féponttul a k
kér kozéppontjat valasztjuk, akkor a k-t és e-t érinté korok kozéppont-
jai két kozos tdkuszu paraboldan vannak, k és P-t érintéké pedig hi-
perbolan. A megoldasok ebben az esetben kozos fokuszu paraboldk és
hiperbola kozds pontjai, Az elemek helyzetétdl fiiggben egyenes-hiper-
bola, parabola-egyenes-hiperbola, parabola-ellipszis metszéseit kell meg-
szerkeszteni.

Ha két kor végtelen sugart, akkor adott e és ey egyeneseket és k
kort érinté koroket kell szerkeszteni. A szerkesztést elvégezhetjik ugy,
hogy a két egyeneshez tartozd szogfelezd, tovabba a kor és az egyik
egyeneshez tartozd paraboldk metszéspontjait szerkesztjik meg. Elvé-
gezhetjiik Ugy is, hogy féponttul a kor kozéppontjat valasztjuk és ke
kérhoz tartozé paraboldk metszéspontjait szerkesztjik meg. Az eddigi
médszerekkel ezek szintén elvégezhetSk.

Két végtelen sugard és egy nulla sugari kor esetében a feladat a
kovetkezokép fogalmazhaté meg: ey és e, egyeneshez és P ponthoz érin-
t6 kortket szerkessziink! Féponttul a P-t valasztva egyenes és parabola
metszése szolgaltatja a megoldast, vagy pedig két parabola metszése.

Ha a korck kozott kettd nulla sugaru, egy pedig végtelen sugari,
akkor két ponthoz és egy egyeneshez kell érinté koroket szerkeszteni.
A pontok kozil egyiket f6pontnak tekintjlik és a megoldast egyenes és
parabola metszése adja.

Két nullasugaru kor esetében két ponthoz és egy k kérhoz kell
érintokoroket szerkeszteni. A megoldasok a két ponthoz tartozé hiperbo-
likus korsor azon korei lesznek, amelyek érintik k-t. Ebbdl kovetkezik,
hogy a korvonal nem vé&laszthatja szét a két pontot. Ha f6ponttul az
egyik pontot valasztjuk, akkor egyenes és hiperbola, vagy egyenes és
ellipszis metszéspontjat kell megszerkeszteni. Ha {6pontként a kor ko-
zéppontjat valasztjuk, akkor két hiperbola, két ellipszis, vagy egyenes-
hiperbola es egyenes-ellipszis k6z0s pontjaként is felfoghatd a megoldas.

Harom pont és harom egyenes esetében a megoldas egyszeriien ado-
dik, semmilyen helyzetben nincs szitkség az ismertetett modszer alkal-
mazasara.
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