KUPSZELETEK METSZESPONTJAINAK MEGHATAROZASAROL

Dr. PELLE BELA

Az alabbiakban azt vizsgdljuk, milyen feltételek mellett szerkeszthe-
tok meg két kupszelet metszéspontjai. Befejezésiil pedig megadunk olyan
transzformaciét, amelyben meghatarozott feltétellel rendelkezs kupszele-
tek metszéspontjai szerkeszthet6k. Tekintslink két tetszéleges kupszeletet.
Ezeknek a fokalis egyenletei [1]:

T3+ 2y = (g Xy + py)* (1)

25 4 2] = (e %)+ py)? 2)

Az xy, 1y és 1, Xy koordinatak kozotti osszefiliggést egy linearis transzfor-
mécié szolgaltatja [2]:

T = 2:7 ik Tx: + b 1=1,2 (3)
k=1
ahol
2 0 k=1
D txag = O | ( ) k11,2 (4/a)
& 1 k=
és ‘
‘ QG A2 | (4/b)
Ay o

[gy a (2) egyenlet a kovetkezé formaba irhato:
(@y; @)+ Qo Ty + b1)% + (A Ty 4 @oy Ty + 05)° = [ey(ay; Ty + @45 Ty - by) + pyJ°
Négyzetreemelés és rendezés utan

Ty, + a5,) +5(a1, + ag.) 4 22 Zo(ayy ayy + Gy @yy) +224(ay; by + @y, by) +
+22,(ay, by + @y by) - (b5 + b3) = [ey(ay; ; +ay, T, +b,) - py)?.

{4 a) szerint
Ay gy + gy @y = 0

L o
Ay, — Ay =1

ai,+a;,, =1.

281



Ennek felhasznalasaval a kovetkezot kapjuk:

x4l +2x(a, by + ayy by) +2x(a1y by -+ ey by) + (0] b3 =
[es(ay @y~ ay a5+ by) + py)° . ‘3)
Fejezziik ki (1)-b6l ai-t, :
v = ety — p) -2t (1%
és irjuk (5)-be. Rendezés utan
(€4 2y + P 4 23y(ay, by + ayy by) + 2 (e, 2y 5 py)* iy, by - agy by) +
(07 b)) = [es(ayy 7y - agy V(e 2y + py)* — 21 + by) + py)* (6)

Ennek az egyenletnek gydkei lesznek a két kupszelet metszéspontjainak
abszcisszai [3]. A kupszeletek metszéspontjai és a (6) egyenlet valds gyo-
kei kozdtt egyértelmii megfelelés van. Valds metszéspont abszcisszaja az
egyenlet valos gyoke és forditva. Ha a (6)-os egyenlet gyokei szerkeszthe-
ték, akkor az két egyenld foku tényezd szorzatara bomlik [4]. Milyen fel-
tételek mellett bonthaté a (6)-os egyenlet két egyenld foku tényezék szor-
zatara? Ha pl. a kovetkez6 Osszefiliggések érvényesek:

dy by - ag by = 0
Ay by gy by = 0 (7)
b? 0

1

-b

4

oo

akkor a (6)-os egyenlet két egyenlé foku tényezdk szorzatdra bonthato.

Ezek
bl == bz - 0 (8)

feltételek mellett teljestilnek, vagyis, ha a (6)-os egyenlet alakja:

(00 3y = py)? -~ [eslay @+ apy Vg @ - p))? — i)+ pJt =0 (9)

Ha viszont a két kupszelet egyik fokusza kozos, akkor ezt a kozos fokuszt
vélasztva a fokdlis egyenletek felirdasakor, (8) teljesiil. Ervényes tehat a ko-
vetkezé tétel:
Két kupszelet metszéspontjai megszerkesztheték, ha egyik fokuszuk
koz0s.
a) Kimutattuk tehat, hogy ha két kupszelet egyik fékusza kozds, akkor
metszéspontjai megszerkesztheték.
A (3) linedris transzformacioé ekkor a kovetkezd alaku lesz:

X = Z a1 Ty - (10)
k=i



Ez a koordinatarendszer nullpont koérili forgasat jelenti[5], ahol az aj.
egyutthatéknak eleget kell tenni a (4'a) és (4 b) feltételeknek, vagyis

Qg = — Qy

és aj = Qo

[smeretes, hogy a forgatasnal az a;; egylitthatdék a tengelyek szdogének co-
sinusai [6], tehat a{l0) végleges forméja:

) = 2 cos (T;2))+ s cos (T2

Ty = Xy €os (X 29) + X9 COS (X2)

Masképpen: _~
Xy = X cos a+xy8in a
X9 = — x;sin a-txycos a, (1)
ahol « az elfordulas szoge.
b) Méas uton is kimutathato, hogy ha két kupszelet egyik fékusza kozds,
akkor metszéspontjai megszerkeszthetdk.
Legyenek a kozos fokuszu kupszeletek egyenletei
Ty -z, = (ex +p)’

s, e - (12)
Ty, = (egxr -k po)?,

ahol az x,xy és x;xy koordinatarendszerek kezddpontjai a kozos fokuszban
vannak, és kozottik az alabbi kapcsolat all fenn:

Xy = Xy cos ¢+ sin «
Xy = — 2y sin a-+xy cos a,
(« az (x,x)) tengelyek szige).
Ennek fe.lha.sz,nélé.\sév‘al (12) alakja:
Tyl = (eyx; +py)

.'132

;- = [ey (x) cos a+ x5 sin a)+ ps]?

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

e =a €,cosa = ¢
pr=D>b eysina = d
D2 =e.



Ekkor az alabbi egyenletrendszer megoldasara redukaltuk a feladatot:

x; + i = (cxy+day+e)?.

(13)

whb 2l = (ax;+ b)?
A két kupszelet metszéspontjain az alabbi kupszelet is 4tmegy:

(axy +b)? — (cx;+dxs+e)?2 =0
Ez pedig a kovetkez6 formaban irhaté:

[xi(a+c)+dxy+b +e] [x(a—c)—dxy+b—e] =0

Igy (13) helyett az aldbbi egyenletrendszert kell megoldanunk:

2} 42t = (ax; +b)?

(13/a)
[xy(a-Fc)+dxs+b +e][(a—c)x; —dry+b—e] =0
A masodik egyenlet akkor nulla, ha
(a+c)x+dxy+b +e = 0, vagy ha
(@—c¢)x —dxy+b—e =0,
vagyis xy = —(@t9 a:;—— b—e , vagy ha
(14)

I b —
zy = @ TO@mTb—e

d

Ezeket behelyettesitve a (13/a) els6 egyenletébe, a metszéspontok abszcisz-
szait a kovetkezd egyenletek szolgaitatjak:

Ayx] +Bia+Cp =0
Ay 2] +Byxy+Cy = 0.
Ahol
A = d?+(a+c)? — a2d?
By = 2 (a+c) (b+e) — 2 abd?
C, = (b+e)? — b2
Ay = d?+(a — ¢)? — a2d?
By = 2(a—c)(b—e) — 2abd?
Cy = (b — e)? — b2d2
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Mivel a kupszeletek meghatarozo adataibol 4;, B;, C; (i = 1,2), az egylitt-
hatékbodl pedig a masodfoku egyenlet gyodkei korzével és vonalzéval meg-
szerkesztheték, a metszésponiok abszcisszai korzével és vonalzoval szer-
keszthet6k. Az ordinata értékek (14)-bél nyerheték. Ezzel a tételt igazoltuk.

A kovetkezékben megadunk olyan transzformdciét, amely a kupsze-
letek metszéspontjainak szerkesztheté képelemeket feleltet meg. Induljunk
ki a kupszeletek polarkoordinatas egyenleteibdl, ahol a pélus a kozos fo-

kuszban wvan. /
r=.—P (15)
1+ecos g
I
Bevezetve az - = R, * = m és 0 = R+m cos p jeloléseket, (15)-6t a ko-
P p
vetkezd alakban irhatjuk:
1
— 1 - = -, Innen (16)
R-+mcos ¢ 0

Tekintslik azokat a leképezéseket, amelyeknél az eredeti elemek és kép-
elemek kozotti Gsszefiiggést (17) irja le, és ezek egy egyenesre illeszked-
nek. (15), (16) és {17)-bdél belathatd, hogy ha r az eredeti elem tavolsiga
a polustol, akkor ¢ a képelem tavolsaga a pdlustol.

a) Legyen a leképezés ponttranszformacié. Akkor (17) szerint

HP-HP =1 é  HP == R+mcosg, (18)

ahol H a kozos fokusz. Azon pontok mértani helye, amelyek (18)-nak ele-
get tesznek, a Pascal-féle csigavonal. A kupszeletek metszéspontjai a csiga-
vonalak kozos pontjai lesznek. Ebben a transzformacioban a metszéspon-
tok képelemei nem szerkesztheték. (Ilyen transzformdcio az inverzié. Ki-
mutattuk, hogy az inverzidoban a kupszelet képe a Pascal-féle csigavonal.)

b) Tekintsiink most olyan leképezést, amely egy sikot ugy képez le
dnmagara, hogy ponthoz és egyeneshez a dualisat rendeli kolesonosen egy-
értelmiien, illeszkedés tartoan, és (17) szerint. Ebben a leképezésben, ha
1 a kupszelet pontjainak tavolsdga a kozos fokusztol, ¢ a képegyenes ta-
volsagat jelenti. Mit burkolnak azok az egyenesek, amelyeknek egy fix-
ponttél mért tavolsagukra az aladbbi Osszefliggés érvényes:

o=R+mcose ?
Ezeknek az egyeneseknek egyenleteit a kovetkezd formdaban irhatjuk fel:

F(x,y,a) = xsina+ycosa—o =0, (19)

ahol a= —@.
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Az F(x,vy, a) = 0 gorbesereg burkolojanak egyenletét megkapjuk, ha F = 0
és (2;1: = 0 egyenletrendszerb6l a-t kikiiszobdljik [7]. Ezek szerint
)T
sina(x —m)+ycosa =R
(20)
cosa(x—m)—ysina =10

egyenletrendszerb6l kell a-t kikliszobolni. Négyzetreemelés és Osszegezés
utan (20)-bol az alabbi egyenletet kapjuk:

(x —m)2+y? = R2. (21)
Ez pedig olyan kor egyenlete, amelynek sugara R = —, és kozéppontjanak
p

£
koordinatai (—, 0) tehat egyértelmien meghatarozhato.
D

Ebben a leképezésben a kézds fokuszi kupszeletek pontjainak képegye-
nesei kérdket burkolnak, és a kupszeletek metszéspontjainak képegyenesei
a korok kozos érint6i. Ezek szerkeszthetdk, visszatranszformalassal pedig
kapjuk a metszéspontokat,
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