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1. Bevezetés

Legyen f(x) az [a,b] (a <b) zart intervallumban értelmezett olyan egy-
értékl valods fiiggvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

1. f(x) az adott szakasz minden bels6 pontjaban folytonos; a kezd& és

a végpontban jobbrol, illetve balrél folytonos;

2. f(x) az [a, b] intervallumot dnmagara képezi le;

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, amelyben f (x)=

= constans teljestil.

Az f (x) fuggvényt iteraciés alapfiiggvénynek nevezziik az adott interval-
lumon. Az £, (x) =%, {i(x) =f(x), h(x)= (EX),... =1 _1x)...
figgvényeket az f (x) fuggvény 0-dik, elsé, masodik, ..., n-edik (n-edrendd)...
iterdlt fliggvényeinek (iteraltjainak) nevezziik. Ha f(c) = c, akkor c pontot
az f(x) figgvény elsérendd fixpontjanak nevezzik. Ha f,(c) Fec, n=1,2,...
..., r—1 esetén, de f.(c) =c, akkor ¢ az f (x) fiuggvény r-edrendl fix-
pontja. Ekkor ¢y, ¢s,,,,cr_i, ¢, pontok is paronként kilonbézé r-edrendl fix-
pontok; a ¢, ¢, .. ., ¢, fixpontok egy r-edrendd ciklust alkotnak.

Mar vizsgaltuk azt a kérdést, hogy milyen iterdciés alapfliggvények esetén
nem lehet a fixpontok (ciklusok) rendszamara felsé korlatot adni ([9]). Bebizo-
nyitottuk az aldbbi tételt:

Ha az [a, b] szakaszban f(x) az 1., 2., 3. feltételeknek eleget tesz, és van
két olyan diszjunkt részszakasz, amelyeket a fuggvény az egész zart [a, D]
szakaszra képez le, akkor van béarmilyen magasrend(i ciklus (vagyis a fix-
pontok rendszama felilr6l nem korlatos). Ennek a tételnek a feltételei csak
elegendéek barmilyen adott rend(i ciklus létezéséhez. Megmutattuk ugyanis,
hogy:

Ha f (x) az [a, b] szakaszban csak az 1., 2., 3. feltételeknek tesz eleget és
az [a, d] szakaszt [d = sup x, f (x) == b] az egész [a, b] szakaszra [d, b]-t pedig

a<x<b
a [h, b] szakaszra képezi le, ahol h =¢y; ¢, = max (x), f (x) = c¢ és ¢ = sup X.
Xe [a, d] xe [d, b]
f (x) = x; akkor a fixpontok rendszadma feliilr6l nem korlatos ([9]).

Az elmélet szempontjabol érdekes (s mivel elébbi tételiink feltételei csak
clégségesek, felvet6dott) az a kérdés, hogy milyen iterdcids alapfliiggvények
esetén lehet a fixpontok (ciklusok) rendszamara fels6 korlatot adni. Ebben
a dolgozatban véges szakaszt dnmagara leképez$ folytonos (azaz az 1. 2., 3.
feltételeket kielézitd) alapfluggvény esetén azt a kérdést vizsgaljuk, hogy mi-
lyen feltételek mellett lehetnek csupan elsé vagy masodrendd fixpontok.
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2. Az elsd- és masodrendii ciklusokroél

Tétel: Ha wvalamely [a’,b’] (a’ < b’ a’, b ¢[a,b]) szakaszt a benne monoton
novekvd iteracios alapfiiggvény a szakaszra magara vagy magaba képez
le, akkor ebben a szakaszban legfeljebb elsérendidl fixpontok lehetnek.

Bizonyitds: Tegyuk fel, allitasunkkal ellentétben, hogy van r-edrend( ciklus;

legyen ilyen pl.: ¢, ¢, €y, ..., ¢ 1, ahol r =2 é&s f(c, ) =c,=c.

Feltehets, hogy c a legkisebb abszcisszdju fixpont; azaz

c<cp, Cyen ey Cpy
(A jobb oldalon levé fixpontok sorrendje nem okvetleniil nagysagszerintil!)

A ¢ < ¢p_; egyenldtlenségbdl az £ (x) monoton ndvekedése miatt
fc) <f(cp_)

kovetkezik. De f(c) = ¢; és f(c,1) = ¢ miatte; < ¢, azzal ellentétben, hogy ¢
a ciklus legkisebb eleme. Nem lehet tehat r = 2.

Megjegyzés: Az [a’b’] szakaszban mindig van legaldbb egy elsérendd fixpont.
Az egész szakaszon ugyanis f (x) —x > 0 (vagy f (x) —x < 0) nem teljesiilhet,
mert f(x) —x >0 (f (x) —x < 0) esetén f (x) nem képezi le a szakaszt dnma-
gara vagy 6nmagéba. (1. abra.)

El6fordulhat az is, hogy az [a’,b’] szakaszban végtelen sok els6rendi
fixpont van. Ekkor ezek torlddasi pontjai is elsérendi fixpontok. Legyenek
ugyanis C; Cy, Cs,...,C,, ... elsérenddl fixpontok, legyen C torlédasi pontjuk;
mivel

C=I1limC, és f(Cy) = C,,.
i+00 i i i
igy
C=1limC,=1lm{C,)={f(1imC, )= {(C)
i-0c0 i i-00 ! i-00 i

ezért C is elsérendd fixpont.

Véglil az is el6fordulhat, hogy az [a’,b’] szakasz csupa els6rendd (taszito)

fixpontboél 4ll. Ilyenkor f (x) = x az egész [a’, b’] inlervallumon.

Tétel: Ha valamely {a’, b’] (a’, b’, ¢ [a, b]) szakaszt a benne monoton csékkend
iteraciés alapfliggvény a szakaszra magdra vagy magaba képez le, akkor
ebben a szakaszban csak els§ és masodrendd fixpontok lehetnek.

Bizonyitds: A tétel visszavezethet6 az elébbi tételre, ha figyelembe vesszik,

hogy az [a’, b’] szakaszban monoton cstkkené fliggvényre

t@)Ztx) =1 (b)

egyenlétlenségek teljesiilnek és igy f (x) —x az a’ helyen pozitiv a b’ helyen
negativ értéki. Az f(x) folytonossidga miatt van tehdt egy megoldasa az
f (x) — x = 0 egyenletnek, és ez az egyetlen c elsérend(i fixpont.
Monoton csokkend fiiggvény monoton csokkend fliggvénye (iteraltja) monoton
novekvd, ezért fy(x) flggvény az [a’,b’] szakaszt Onmagdra vagy onmagéaba
leképez6é monoton novekvs flggvény (2. dbra). Erre mint alapfliggvényre alkal-
mazhatd tehat az elébbi tétel; az fy (x) fliggvénynek csak elsérendd fixpontjai
lehetnek, s ezek a ¢ pont kivételével mind masodrend(i fixpontjai az f (x) fligg-
vénynek. Igaz tehat az 4llitas.
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1. dbra

Példaul az f(x) = —(x—1)2+1 a [0,2] szakaszban kielégiti feltételein-
ket; az x; =0 és x» =2 masodrend(i fixpontok, s elsé tételiink értelmében
ennél magasabbrendd fixpontok nincsenek.

Specidlis esetek. Csupa masodrendd fixpontbol allé (szingularis) szakaszok is
felléphetnek. Példaul az f(x) = 1—x flggvény esetén a [0,1] szakaszban,

vagy az f(x) = {fﬁggvénynél az [a,%l ] (0 < a <1) szakaszban. (Az elébbi

1
peldanala c =§r , az utobbindl a ¢ =1 els6rend{i fixpont kivételével az adott

szakaszok minden pontja masodrendd fixpont.)

Altalanosabban: barmely masodrendd ciklus fixpontjai egymas tiikérképei
az y = X egyenesre vonatkozéan. Ha tehat az y = f (x) gorbe ilyen tiikérkép-
iveket tartalmaz, akkor ezek mindig masodrendl fixponlokbdl 4116 szakaszok.
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2. abru

Az elébbi tétel feltételei nem sziikségesek csak elegendéek ahhoz, hogy
csak els6 és masodrendl fixpontok létezzenek. Ezt igazolja a kovetkezé egy-
szerl példa.

Legyen a [0, 1] szakaszban értelmezett iteracios alapfiiggvény az

1

a X ha 0 =x=d
f(x) = 1—h
ﬁ (X—d)+1 had=x=1

ahol h <1, d > 0 (3. abra).

Ha itt d = h, akkor a (0, d) szakasz barmely x, pontjabol kiindulé iteracids
pontsorozatnak csak véges szamu pontja van e szakaszban annak megfeleléen,
hogy a kezdépont (a 3. dbra szerinti jelélésben) a (d _4q),d ) (1=0,1,2,3,..)
szakaszok melyikében van. Ezek a szakaszok ugyanis egyszeresen és teljesen
lefedik a (0,d] szakaszt; van tehat olyan x; (j > i) iterdlt pont, amelyik a
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3. dabra

id, 1] szakaszba esik. Marpedig ezt a szakaszt az f (x) fliggvény h > d esetén
onmagédba, h = d esetén Onmagara képezi le, tehat x; minden iteralt pontja
benne marad a szakaszban. Az elébbi tétel alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
legfeljebb masodrendd ciklusok lehetségesek.

Ez a példa arra mutat, hogy altaldnosabb esetekben is hasonlé lehet a
helyzet. Valoban igaz a kovetkezd:

Tétel: Ha f (x) olyan iteraciés alapfliggvény, amelyre f (a) = a, f(d) = b
Ja£d<b/,fa/ =h<Ld  teljesil és a < x < d esetén x <f (x) <b, valamint
f(x) a [d,b] szakaszban monoton csdkkend, akkor az [a,b] szakaszban
csak elsé és masodrend(i fixpontok lehetnek.

Bizonyitds: Mivel { (x) folytonos az [a, d] szakaszban és minden [a, b] szakasz-

beli értéket felvesz, ezért létezik ebben a szakaszban a d pontnak legaldbb

egy inverz-iteralt pontja. Tekintsiik a d pont (a, d] szakaszbeli inverz-iteraltjai
koziil azt, amelynek abszcisszadja a legnagyobb és jeldljiik ezt d_4-gyel. Tehat
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_; =max{x,}{/x/ =d. Ezek utdn képezziik az el6bbi eljarasnak megfe-

acxed
leléen a d_, =max. {x}, fx/=d_,, d_3, ...d—(n—y, d—py = max. ,
acx¢i=1 axd—'n—D
{x}, f/x/=d_(n—y , ... inverx-iteralt pontokat. A (d—gt+y, d -] (=0, 1, 2,
3, ...) szakaszok egyszeresen és teljesen lefedik az (a, d] szakaszt. Az (a,

d] szakasz barmely pontjabol kiinduld iteracids pontsorozatnak csak véges
szamu pontja van e szakaszban, s ez legfeljebb i ha a kezd6pont  (d —+ny ; d—4]
szakaszban van. Lesz tehat olyan x; iteralt pont, amelyik a [d, b] szakaszba
esik. (4. dbra). Ezt a szakaszt pedig f/x/ 6nmagaba vagy énmagara képezi le,
tehat x; minden iteraltja ebben a szakaszban marad. Ezért az eldbbi tétes
alkalmazasaval adodik, hogy legfeljebb masodrendd fixpontok lehetnek az
[a, b] szakaszban.
E tételéhez hasonld bizonyitassal igazolhaté a kovetkezd
Tétel: Ha f/x/ olyan iteracids alapfiiggvény, amelyre f/b’=b, f/d/=a
JaLd<b/, f'a/ = h£d teljesiil és d<x<b esetén x>f/x >a, tovabba f{/x/ az
[d, b] szakaszban monoton csékkend, akkor csak elsé és masodrendld fixpon-
tok lehetnek az [a, b] szakaszban.

Y
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h

1\%
o

fio

0 0 .dy, dy d b

4, abra
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Most az [d, b] szakasz barmely x, pontjabol induld iterdciés pontsorozat-
nak lesz véges szamu pontja e szakaszban, s ez legfeljebb i ha x, pont a
[d_i,d_(it+1) szakaszba esik. A [d, b) szakaszt lefedd részintervallumokat kell
csak masképpen definialni. Ezek a [d_j,d_ a4 ) (1=0,1,2,...) szakaszok
lesznek, ahol d_; g4y =inf x, £ (X) =d_; (azaz d_;(+na [d_;, b) szakaszban a
legkisebb abszcisszaérték, amelyben £ (x) d_; értéki). Van tehat olyan x; (j > i)
iteralt pont, amelyik az [a, d] szakaszba esik (5. dbra). Itt f (x)-re a masodik
tétel feltételei teljesiilnek, igy legfeljebb masodrendd fixpontok lehetségesek.
Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

by

fi)

*

floy

X
—

0 a d d- dz... b

5. abra

Az eddigiek alapjan konstrualhaték olyan iteraciés alapfliggvények,
amelyekre a fixpontok rendszama fellilr6l nem korlatos [9], valamint olyanok,
amelyekre legfeljebb masodrend( fixpontok (ciklusok) léteznek.

Tovabbi vizsgalédas targyat képezi, hogy milyen iteracios alapfliggvények
esetén lehetnek méasodrendiinél magasabbrendi, de feliilrdl korlatos ciklusok.
Ezzel a kérdéssel egy ezt kovetd dolgozatban foglalkozunk.
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REMARKS ON ITERATION OF REAL FUNCTION
By Balint Szepessy

(Summary)

Let f(x) be a real valued function defined on interval [a, b]. If f(x)

satisfies the conditions

(i) f(x) is a continuous function at every inside points of the interval [a, b];

furthermore f (x) is continuous on the right and on the left at point a
and b respectively;

(ii) £ (x) maps the interval [a, b] onto itself;

(iii) there is n> subinterval of the interval [a,b] where f (x) is a constant
function;

then f (x) is called iterational basic function. Let us define the iterated functi-

ons of f(x) by f,(x)=x, fj (x) =f(x) and f, (x) =f (£, /x/) for n>1. If

f (¢) = ¢ for some real ¢ then ¢ is called fix point of f (x) of order one, and

if f.(c)Fc for n=1,2,...,r—1 but f.(c) =c then c is called fix point of

f (x) of order r.

In [9] we studied the iterational basic functions f (x) having fix points
and we gave sufficient condilions for f (x) which have fix points of order
r > k, where k is an arbitrary integer.

In this paper conditions are studied for f (x) satisfying restrictions (i),
(ii) and (iii) and having fix points of order r = 2.

Among others we prove the following theorem:

Let d be a real number with a < d < b.

If the function f (x) satisfies the conditions f(aj=4d, f(d)=0b, f (b) =d; { (x)
is a monotonically decreasing function on interval [d, b], and in case a <x < d
we have x < f (x) < b then there are fix points only of order one or of order

two on interval [a, b].



