WYTHOFF-PAROK ES MASODRENDU
SOROZATOK KAPCSOLATA
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I

Definialjuk a G = G (A, B, G, G)) = {Ga |2, maésodrendd linearis rekur-
ziv sorozatot az A, B, Gq, G| rogzitett egészekkel, amelyekre
D=A2+4BF0ésa

Go=AG, 1 +BG,_» (n>1)

rekurziv formuldval. Ismert, hegy ha az x?— Ax—B =0 egyenlet gyokeij
a, illetve g, akkor

G, =ac"—b " (1)
ahol a=9;—;ﬂﬂG° és b=~3;{i(;*° (lasd [6], 89. oldal).

AG=G (1,1, GgyG,) sorozatok Fibonacci-tipusinak, mig a G=G(1,1,0,1)
sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, és F = F (1,1, 0, 1)-el jelsljik.

Definialjuk az {u,,%‘};[ és { v,,}Sil sorozatokat az aldbbi médon:

=1 ; vg=2
és k > 1 esetén
Ug:=m,
ahol m az a legkisebb pozitiv egész, melyre yy;Fmv,+m és 1 =i <k,
v =u, + k.
Az (ur; vy), (u; va), ... parokat Wythoff-paroknak nevezziik.
Ez alapjan pl. az elsd 6t Wythoff-par a kévetkezs:
(1;2), (3;5), (4;7), (6;10), (8;13).

Napjainkban — a Wythoff-parok eredetének tekintheté Wythoff-jatéktél (a
jaték leirdsat lasd pl. [4]) flggetlenil vizsgaltak e parok sorozaténak.tulajdon-
sdgait, mint pl. V. E. Hoggatt, Jr., M. Bicknell Johnson, R. Sarsfield [3],
W, W. Rouse Ball [7] és A. F. Horadam [4].

A tovabbiakban két ismert eredményt idézlink:
1. Minden i = 1,2,... természetes szam esetén
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u; = [ig] és v, = [i¢}] 2
T+y5 Ae s
ahol ¢ =——Q-— és [x] az X egész részét jelenti [7].

A Wythoff-parok (2), valamint az F =F(1,1,0,1) Fibonacci sorozat

Y= 2 7 2

explicit alakja (1) azt sejteti, hogy a Wythoff-parok és az F sorozat kozott
kapesolat van.

A.F. Horadam [4] és R. Silber [8], [9] a nem feltétlentl 0 és 1 kezdS elemek-
kel rendelkezg, tin. Fibonacci-tipusu G = G (1, 1, G, G|) sorozatok és a Wythoff-
parok kapcsolatat vizsgaltak.

A kovetkezdket bizonyitottak:

a) A G=G({,1,N, [N¢g]) alaku sorozatok tagjaib6l az Osszes Wythoff-par
eléallithato, ahol N pozitiv egész szdm [4].

b) Ha (G, G;) Wythoff-par, akkor G = G (1, 1, G, G;) sorozat tagjaibél képez-
hetd dsszes G, G, par Wythoff-par, ahol a paros [8].

R. Silber [9] a természetes szamok Fibonacci-szamok Osszegeként wvald
elallitasat (Zeckendorf-féle reprezentaciot) hasznalva szilikséges és elégséges
feltételt adott arra, hogy a Fibonacci-tipusti sorozat G,,, G, | szomszédos tagjai
Wythoff-part alkossanak. E szép eredmény hibaja, hogy elég nagy szamok
esetén meglehetésen nehéz meggydzédni arrdl, hogy a szdm Zeckendorf-féle
reprezenticiéja a kivant alaku-e, vagy sem, s6t az egész tétel alkalmazasdhoz
szlikséges a Gy, G, értékek konkrét ismerete.

A tovabbiakban arra a kérdésre kivanunk valaszt adni, hogy van-e a
Fibonacci-tipusu sorozatokon kivil olyan maésodrendid linedris rekurziv sorozat,
melynek elemeibdl végtelen sok Wythoff-par konstrualhaté, illetve karakteri-
zaljuk a Fibonacci-tipusii sorozatokat abbol a szempontbol, hogy a sorozat
tagjaibol végtelen sok Wythoff-par képezheté-e, vagy sem. Ha végtelen sok
par képezhetd, akkor explicit alakban megadunk egy n, értékét, ugy hogy
n Z n, esetén minden Gy, G, 41 par Wythoff-par legyen (n paritasa allando).

II.

Legyen G = G (A, B, Go, G)) (AB=F0, |G| + |Go| F0 és A?+ 4B F0) egy

masodrendii sorozat, melynek G, és G, _, elemei az i-edik Wytholf-par
tagjai, azaz

(Gn; Gu.{-k) = (u;; V)
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valamely i = 1 egészre, akkor u; és v; definici6ja miatt (v; — u; = 1)
G,xk—Gy=1 3)
Igy

(Gns Gyugw) = Gk — G ¢ +Gx—Gy

SR I T
deez (2) és >’ =g+ 1 ((/’ :——)Li szerint ekvivalens a

i

Gp = (Guyx— Gy) @ <Gy + 1
Gk =Gix—G) ¢*=Guix— G+ G 4x— Gy <G + 1
egyenlétlenség rendszerrel, melyb6l
0=(Guix—Gnop—G, <1 (4)

adodik. Az eddigiekbél kévetkezik, hogy a G = G (4, B, Gy, Gy) sorozat elemei-
b&él akkor és csak akkor képezhets végtelen sok Wyrthoff-par, ha (4)-nek
végtelen sok n, n +k pozitiv egész megolddsa van.
A tovabbiakban a G = G (A, B, G,,, G|) sorozatra teljesiiljon a

D = A?+ 4B > 0 feltétel is, igy az x>— Ax — B = 0 egyenlet a, f§ gybkei valo-
sak. a +=AF0,D=(a—p)2>0és |a| > 1.

Tétel. Legyena G = G (A, B, Gy, G} sorozatra ABF0, D=A?+4B >0 és
G:+GiF0. A G sorozat G,, G,y elemeib8l akkor és csak akkor képez-

hetd végtelen sok Wythoff-par, ha

’ 1 + f‘/,:) 1 5
ahol ¢ és yr az x> —x— 1 = 0 egyenlet gyokei |7 = »—7}—,‘ Y= 2V \

Kovetkezmények. LegyenG =G (1,1,G ,Gy) esetén e > 0 és

C-max Gy, = log ,(7'1_"' Py log Gi—y GO\,
S . iyt — ‘ Ik U d
0! ]Of‘f ll,‘ — l()g

G2

¢ logr+log G~ ero')_
log !

(41}
(Yo

&)



1. A G, G, elemek Wythoff-part alkotnak minden n = n, 4 2t
(t=0,1,2,...) egészre, ahol

2, ha vagy [C] péaros és Gy —p G, >0,
vagy [C] paratlan és G —qp Gy <0;
n, = [C] +
1, ha vagy [C] paros s G —p Gy <0
vagy [C] paratlan és Gl — @Gy >0,
2. A <Gn }S&n sorozatbdl eléallithato (uit’vit)

Wythoff-parok i, indexei rendre a H = H (3, --1, H,, H|) masodrendd sorozat
elemei, ahol

H',———Gn“—l és II] =Gn0+|

Tétel bizonyitdsa. Elészér a tétel feltételeinek sziikségességét igazoljuk. Legyen
(G, Gpix) = (u,, vi) valamely i-re, és tegyik fel, hogy

G —BG,

Ekkor (4) miatt
0=(Gy4x—Ge—Gp= Ghixp—Gylp+ D.
amibdl
p+1

@* = @ +1, vagyis ¢ = —g——« miatt

_ pt1 <«  Gnrx__
@ Gn

kovetkezik, hiszen G, = u; > 0. Ebbdl G, = a «™ — b f» felhasznaldsaval

SR,
G ac n+k (l—g(éJ )
1<p< —2H—= ) —

ST

adodik. Gy =w, G x=v; é lim u= lim v;=00, ezért lim

i-00 i+00 n-~00
(n 4 k) = 00, igy |B| < |u| miatt, az el6z6 egyenlétlenség végtelen sok n, n + k
pozitiv egészre csak akkor teljesiilhet, ha elegendéen nagy n-t6l kezdve k
olyan egész értéket vesz fel, melyre 1 < «*. De |u| > 1 miatt ehhez sziikséges,
hogy k > 0 alljon fenn.
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Ugyancsak a 0= (G, k— Gy) p — G, <1 egyenlétlenségbél kiindulva és Gy,

G, .k explicit alakjat hasznalva

0=aagn (Kp—p—1) —bpr(fkp—p—1)<1
egyenlétlenséget kapjuk, melybdl ¢ + 1 = ¢* miatt
Atk
0 é aun'H‘ (1 (p +(pk b (‘8’ —t’. (él ) <_1 (5)
. Xt a \a alax '
adddik.

Mivel k > 0, ha n elég nagy, igy |«| > 1 miatt (5) csak akkor teljesiilhet vég-
telen sok pozitiv n, n + k egészre, ha

A [4 I [

Ez utébbi viszont csak akkor allhat fenn — mivel 1 > |u|,0 <k és |8| < |a|, ha
tetszéleges pozitiv e-ra

Azonban j/}; értékei kozill csak véges sok esik az egy szam egy adott kor-
o

nyezetébe, igy sziikséges, hogy ¢ = ¥ alljon fenn. ¢ = a*-rél pedig belatjuk,
hogy csak k = 1 és a = ¢ értékek elégitik ki.
Ugyanis « és f§ az x*>— Ax— B = 0 egyenlet gyokei, igy k > 0 miatt

ak + K = A’ és ok - k= B

is egész szam, tovabba ok és f¥ gydke az x? — A’x — B’ = 0 egyenletnek. ¢ = o
miatt @ — A’ — B’ = 0, igy ¢ minimalis definialo polinomjanak egyértelmi-
ségebdl

dK B = A =1 és ak gk = (a f)k = (—B)k = —B' = —

kovetkezik. Ez utdbbibdl kapjuk, hogy B =1 és k (> 0) paratlan egész szam.

2
A—+J{§ +4 alakbdél egyszerien adddik, hogy ¢ = a¥ csak k=1

fgy az a=

és A =1 teljestl.
Ezzel belattuk, hogy (G,, G, ,) = (uj, vi) végtelen sok n esetén csak akkor
teljesii, ha A=B=1¢és k=1.

u; > 0 és v; > 0 minden i = I-re, igy G, > 0 és G, ;| > 0 végtelen sok n-re
xell, hogy teljesiiljon.
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G =G (1, 1, Gy G)) sorozatl.
oot 1-4)
alg)

explicit alakjabol || < ¢ miatt kapjuk, hogy G, > 0 és G, > 0 végtelen sok
n-re akkor teljestilhet, ha

=G —vGo
P

a=¢e - >0,

Térjlink vissza arra az esetre, ha G = G (A, B, G,, G|) sorozat esetén
G — /)) G,
a—f

0=(G 4 ,—G,) ¢p—G, <1 egyenlStlenséghdl most G, = —b " és
G, = —b otk helyettesitéssel ¢ + 1 = ¢” miatt

= 0.

0= b g (p—pf) < =
@
adodik, mely b=+ 0 (kilénben G, =0 lenne) miatt || > 1 esetben csak akkor
teljesiilhet végtelen sok n (= 1) egészre, ha ¢ = K. De ¢ = ¥ egyetlen k-ra
G

sem, mivel a = 0-bdl f = aL: kovetkezik.
Ha |f| =1, akkor |G| = |b fin] = |b|. Osszegezve a = 0 esetben legfeljebb
véges sok Wythoff-par képezheté a G = (A, B, Gy G)) sorozat elemeibdl.

Ezzel a tétel feltételeinek sziikséges voltat bizonyitottuk.

A tétel feltételeinek elégséges voltat az aldbbiak szerint lathatjuk be.
A

0=GLix—Gnoe—G, <1
egyenlétlenség G = G (1, 1, Gy, G|), k = 1 miatt
0=(Gui1—Gpp—Gy <1,
vagy G, .1 = G,_| + G, alapjan
0=G,19p—G, <1

1
alakra hozhaté. Ez azonban (felhasznalva, hogy —= —)
l/.’




— G —opG
Gn_l @ — G“ — Gy Yy Go n—1__ __i_o_'l)n—l )@ —
@ —yp P—Y
(G — . — G
{G1—y Go n = Gi—9% Wl | = G— 9% I/}n(l -Pl= (Gi— @Gy
Y—w p—y P L2
alapjan
- 1
0=(Gi—qpGg) y" <(p ®

alakban is felirhatd, mely —1 <y < 0 miatl végtelen sok n pozitiv egész esetén
teljestil, azaz a G =G (1,1,Gq, Gy) (e > 0) sorozat elemeibdl végtelen sok
Wythoff-par képezhetd.

1. Kovetkezmény bezonyitdsa. (6) elsé egyenlétlensége teljesiil Gy — @ G =
= (p—1) b= J5b=>0 esetén minden paros n (= 2)-re, mig G| — ¢ G, <0
esetén minden paratlan n (= 1)-re.

oo (4

-bdl kovetkezik, hogy G, >0 és G, 11 >0 (n és n -+ 1 parositdsa kiilonbozd

blyp\™
1évén), ha —|— 1,
i {2 1

loga—log |b| _ log |G — y Gyl —log |Gy — ¢ Gyl
log || —log @ - log || —log ¢

n>Cy =

esetén mar igaz. Ugyancsak (6)-bol adodik, hogy az els egyenlétlenséget ki-
elégité azonos paritasu n-ekre teljesiil a masodik egyenlétlenség is, ha

log ¢ + log |G| — ¢ G|

n>C =
Y log [ 4] |

Az 1. kévetkezményben szerepldé n,, értékét C, és C konstansok, ¢s a paritési
feltételek hatdrozzak meg.

2. Kovetkezmény bizonyitdsa. Allitdsunk bizonyitasidhoz felhasznaljuk J. N.
Kapur [5] aldbbi eredményét: G = G (1,1, G,, G|) sorozatbol megalkotott
{Gj+ke }O, (3, k fix egészek) sorozat a H=H (P, Q, H,, H;) masodrendi
sorozatot alkotja, ahol P = ¢¥ + ¥, Q = —¢k K, Hy =Gy és H) = G,

A mi esetiinkben (8) szerint —

{it}‘cx'jo = {Gn" taetl — G"c 1'2'}20 = {Gnn —1+2t }tda)-(n
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azaz j=n,— 1, k=2¢ésigy P=3, Q= —1, H, =Gy, 165 H =Gy, 41,

Példaként megadjuk a G = G (1, 1, 1, 7) sorozat tagjaibdl eldallithaté Wythoff-
parokat. A sorozat tagjai:

{Ga}2, ={1,7,8,15,23,38, 61, 99,160,259, .. ... }

Konnyen kiszamithatd, hogy jelen esetben n, = 6. Igy az elézéek alapjan a
sorozatbol alkothato Wythoff-parok a kovetkezdk:

(G, G7) = (61, 99) = (ugs, vas); i = G — Gy = 38

(Gy, Gu) = (160, 259) = (uyy, Vgy);i = Gy — Gg = 99



SUMMARY

WYTHOFF-PAIRS AND SECOND ORDER
RECURRENCES

by Ferenc Matyas

In this paper we deal with the connection between second order linear
recurrences and Wythoff-pairs.

Let G =G (A, B, G, G|) ={Gn}® be a second order linear recurrence defi-

n=o
ned by integer constants A, B, G,,, G; and the recurrence
Gy =AG, | +BG, » (n>1),
where AB340, D= A2+ 4B 340 and |G,| + |G| F0.
If ¢ and f are the roots of the equation x?— Ax— B = 0, then we have

G,=ada—Db o,

where
a zGla—jf/(;rt) and b — Gl(:lﬂG()
Let us define the sequences {un},., and {wy}n=1 in the following manner:
uy =1, vi:=2
and for k > 1
Uy r=m,

where m is the smallest positive integer for which u;¥F m, viFm if 1 =1 <k
and

vk =u, + k.
The pairs (u; vy), (uz; vv), ... are called Wythoff-pairs. We prove the following
theorem:
Let D > 0. The equation

(G G = (U vi)

has an iinfanite number of solutions in integer n, k, i, iff A=B=k=1
and a > 0.

555



Ut

IRODALOM

. G. E. Bergum, V. E. Hoggatt, Jr,, Some extension of Wythoff-pairs sequences,

The Fibonacci Quart, Vol. 18, No. 1. 1980. 28—32.

V. E. Hoggatt, Jr, A. A. Hillmann, A property of Wythoff pairs, The Fibonacci
Quart, Vol. 16,, No. 5 (october 1978), 472.

V. E. Hoggatt, Jr., M. Bicknell — Johnson, R. Sarstield, A Generalization of
Wythoff’s Game, The Fibonacci Quart., Vol. 18. No. 3. 1979, 198—211.

A. F. Horadam, Wythoff Pairs, The Fibonacci Quarterly, Vol. 16. No. 2. (april
1978), 147—151.

J. N. Kapur, Derived Fibonacci sequences, Acta Ciencia Indica, 4 (1978), 276—282.
1. Niven, H. S. Zuckermann, Bevezetés a szamelmélelbe, M{iszaki Kiadé, Buda-
pest, 1978.

W. W. Rouse Ball, Mathematical Recreations on Sssays, New York, The
Macmillan co., 1962, 36—40.

R. Silber, A. Fibonacci Property of Wythoff Pairs, The Fibonacci Quart, Vol.
14. No. 4 (1976). 380—384.

R. Silber, Wythoff’s Nim and Fibonacci Representations, Tha Fibonacci Quart,
Vol. 15. No. 1 (1977). 85—88,



