A KVANTUMMECHANIKAI IMPULZUS ELTOLASI
SZIMMETRIAVAL TORTENO BEVEZETESEROL 1.

FRANCZIA TAMAS

A cikksorozat célja az, hogy bemutasson egy médszert a kvantum-
mechanikai impulzus eltoldsi szimmetridval torténs bevezetésére az egyetemi
oktat4ds szemindriumai szdméra. A targyaldsméd didaktikai és terjedelmi
okokbol feltételezi, hogy a hallgaték mér megismerkedtek a kvantummecha-
nika alapjainak olyan, az egyetemi oktatasban leginkabb elterjedt kifejtésé-
vel, mely hazdnkban Marx Gyorgy: Kvantummechanika c¢. konyve nyomén
valt széles korben ismertté. Mivel a fizikai mennyiségek szimmetridkkal
torténd bevezetése a kvantummechanika egy masik felépitését eredményezi,
célszerlinek lattuk, hogy el8szor osszefoglaljuk azon definicidkat, axiémékat
és tételeket, melyeket ismerni kell ahhoz, hogy az impulzust logikailag kellgen
megalapozva vezethessitk be eltoldsi szimmetridval. A nem bizonyitott
tételeknél Marx Gyorgy mar idézett miivére utalunk a bizonyitast illetGen.
Az allapotfiiggvényt a szokdsostél eltérden induktiv dton vezetjiik be, hogy
megmutassuk, miként kapesolédik kisérletileg megfigyelhets tényekhez az
allapotfiiggvény méar akkor, amikor bevezetjiik. Jelen munkaban a kvantum-
mechanikal impulzus eltoldsi szimmetridval torténd bevezetéséhez felhasz-
nalt axiéma- és tételrendszer elsd részét kozoljiik.

A kozleményben az azonos tomegli és toltésli részecskéket azonos, a
kiilonboz8 tomegli és toltésli részecskéket kiilonbozd tipusht részecskéknek
nevezziik. (A spint6l eltekintiink.)

1. Definicié: Egy N részecskéb6l all6 rendszerhez rendelt konfigurdcids téren
egy 3N dimenziés euklideszi teret értiink, melynek pontjai az (x,, y;, 2, ...,
XN, YNs Z2n) valds szamokbdl 4116 szam 3N-esek.

2. Definicié: Egyetlen részecske klasszikus tomegpontszerii, masszéval hely-
lyel rendelkezd allapotan a részecske olyan allapotat értjiik, melyhez az
aldbbiakban kifejtett modon hozzarendelhets a 3 dimenzids euklideszi tér egy
pontja. A részecske t idépontbeli helyének nevezziik a tér azon P pontjét,
mely koriili dv térfogatelembe ha ebben a t iddpillanatban egy a klasszikus
elektrodinamika alapjan pontszeri

oo

E(F, t) = - LJ‘ E(F, p)cos (2mrt — E(v)r*)d‘v

elektromos térerdsségvektoru elektromégneses hullamcesomag érkezik, mely-
ben a mégneses térerdsségvektort is hasonlé Fourier-integral dllitja elS, akkor
a részecske a t id@pillanatban biztosan kolesonhatésba 1ép ezzel a hulldm-
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esomaggal, megvaltoztatva annak impulzusét. Lényeges, hogy e definiciénak
csak abban az esetben tulajdonitunk értelmet, ha a térben csak egyetlen
részecske van jelen. Ugyanakkor, ha a fenti elektromdgneses hulldmcsomag
a tér madsik pontja koriili térfogatelembe érkezik a t id@pillanatban, mely
térfogatelem nem tartalmazza az elGbbi P pontot, akkor az elektromégneses
hullamesomag biztosan nem Iép klesonhatisbha az illetd részecskével a t id3-
pillanatban.

3. Definicié: A 2. definicio dltalanositasaként egy N > 1 szdm részecskéhil
allo rendszer valamely allapotdhoz rendeljiik hozza a t idGpillanathan 3N
dimenzids konfiguracids terének egy pontjdt, ha a rendszer a t idGpillanathan
olyan allapotban van, hogy létezik a hdromdimenziés térben N szdmii olyan
pont, melyek koordindtdi az x;, y, 7z, ... Xn, Yn, zZn valos szamok, hogy e
pontok koriili egy-egy dv térfogatelembe egy-egy pontszerii elektromdgneses
hulldmesomag t idGponthbeli érkezésekor a hulldmesomagok mindegyike
szo6rodast szenved a rendszer egy-egy részecskéjén. Ekkor a rendszer konfi-
gurdcids térbeli P pontjanak nevezziik az (x;, yy, %; ... XN, YN» ZN) SZ&M
3N-est. Ebben az esethen is feltessziik, hogy a térben csak az N sz részecs-
ke van jelen. Az N részecskébdl allé rendszer tehdt nem részrendszere egy
olyan, nyugalmi tomeggel bird részecskékhdl allé rendszernek, melynek més
részrendszereivel kolesonhatasban van.

Az N részecskébdl allé rendszerre hathatuak erSterek, melyek nem a
rendszer részecskéitél szarmaznak. A rendszernek tehat nem kell zdrtnak
lennie. A térhél azért zartuk ki mas, nyugalmi tomeggel bird részecskék jelen-
1étét, hogy definicionk egyértelmiibb lehessen, masrészt a rendezer dllapot-
figgvényének fogalmahoz szeretnénk eljutnhi, marpedig ha a térben mas
részecskék jelenlétét is megengedjiik, melyek nyugalmi tomeggel hirnak, akkor
rendszeriink részrendszere lesz egy nagyohb rendszernek, melynek maés rész-
rendszereivel kolesénhatdsba is léphet. Ekkor viszont dllapotit nem irhatnank
le allapotfiiggvénnyel, hanem csak az Gn. sfirliségmétrix felhaszndlasdval,
melyet nem akarunk bevonni targyalasunkba.

I. axiéma: Egy N részecskébdl 4116 rendszert igy hozhatunk olyan allapotha,
hogy az elébbiek értelmében hozz4 lehessen rendelni a konfiguracids tér
valamelyik pontjat, hogy egy-egy monokromatikus igen nagy frekvenciaja
fotont szératunk a rendszer egy-egy részecskéjén. A fotonok frekvencidjanak
elvileg végtelen nagynak kellene lennie, azaz hullimhosszuknak végtelen kis
értéke lehetne csak. Ezért ez az allapot a valdésaghban soha el nem érhetd,
csak tetszilegesen (elvileg) megkozelithetd.

4. definicié: Ha a rendszerhez annak meghatarozott allapotdban a t idé-
pillanatban hozzdrendelbetjiik konfigurdciés terének valamelyik meghata-
rozott P pontjat, akkor azt mondjuk, hogy a rendszert megtaldltuk a t id6-
pillanatban a konfiguraciés tér P pontjaban.

11. axioma: Létezik az adott N szamia részecskébdl All6, részecsketipuson-
ként is egyenld szam G részecskét tartalmazé rendszerek olyan végtelen elemi
halmaza, mely a kovetkezd tulajdonsdgu részhalmazokat foglalja magaba.
Ezen részhalmazok mindegyike még mindig végtelen sok rendszerbdl all.
A rendszerek természetesen nincsenek egymassal kolesonhatasban, de kiilsd
er6tér hatdsat rdjuk, nem zarjuk ki. A részhalinazoknak két fontos kozos
tulajdonséga van. Az egyik az, hogy mindegyik részhalmaz Gsszes elemének
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minden id&pillanathan létezik egyértelmiien meghatdrozott megtaldlasi
valdszinfisége a konfigurdcids tér minden egyes pontjaban. Masik kozos tulaj-
donsaguk az, hogy az egyes részhalmazokon beliili elemek tetszdélegesen adott
konfiguraciés térbeli P ponthoz tartoz6 megtalalasi valészintiségei barmelyik
iddpillanatban egyenl6k egymassal. Ugyanakkor ha két olyan rendszert
tekintiink, melyek kiilonbh6z8 részhalmazokhdl szdrmaznak, akkor azok kon-
figurdciés térbeli megtalalasi valdszin{iségei barmelyik idgpillanatban vég-
telen sok konfigurdcids térbeli ponthan eltérnek egymaéstol.

Azért van sziikségiink részhalmazonként végtelen sok elemre, hogy megtala-
1451 valdszinfiségeiket a posteriori Gton hozzaférhetévé tegyiik.

I11. axioma: A 1l. axibmaban létezének posztulalt részhalmazok kozott van-
nak olyanok, melyekhez hozzirendelhet§ egy-egy részhalmazonként kiilon-
hozd, az egész 3N dimenzids konfigurdeids téren ¢és az idén értelmezett, dlta-
laban komplex értéki, minden konfigurdcids térbeli pontban és idGpillanat-

N

hanegyértéki y fiiggvény, melyhdl kopzettynp*]] dx; dy{ dz/ = pp*dvient

=1
kifejezés értéke a konfigurdcids tér barmelylk (X1, V1, 21, « -+ Xn0 YN0 ZN)
pontjaban tetszéleges iddpillanatban egyenld annak a valészinfiségével, hogy
az adott részhalmaz hirmelyik kivalasztott eleme az adott idépillanatban a
konfigurdcids tér szébanforgd pontja koriili térfogatelemben lesz megtalal-
haté. Az, hogy a rendszer a konfigurdeids tér (x{, yi, 21, - - -, Xn» YN Zn) Pontja
koriili dv'gene térfogatelemben lett megtalalhatd, azt jelenti, hogy konfigu-
réciés térbeli (x,, vy, z;, ..., Xn, YN, 2n) pontja kielégiti a kivetkezG ossze-
fuggéseket:

X = x = x+dxq, y1 =y =< yi+dy

Zy < zy=<z+dzy, oo

XN = XN =< Xn+dXN, YN < YN =< Y+ dyy
N = Zn =< zZy+dzy

Mivel ypy* valészinliségi slirliségfliggvény, mint ilyen kielégiti a kovetkezd,
un. normélasi feltételt:

J;ip*q,vdv =1,

ahol az integrdlds az egész konfigurdcids térre terjesztendd ki.
Ugyanakkor Iq)*!/) dv egyenld annak a valdszintiségével, hogy a rendszer a t

ldopllhnatbdn olyan Lonﬂguramos térbeli pontban talalhaté meg, mely pont
eleme V-nek, ahol V véges tartomény a konfiguraciés térben, melynek hata-
rait az

Xo < X < Xor + %o, Yoo < Y1 = Yo +A¥ors

Zog < 20 < Zyy+AZgg, oo

XN = XN < XN+ AXoN, Yon = YN = Y0N+AYON,
ZoN = ZN = ZoN + AZgn

relécidk adjak meg.
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Megjegyzés: Bzen kovetkezmény mér kisérletileg konnyebben hozzéférhetd
allitast fogalmaz meg, mint a III. axiéma.

A normalasi feltétel miatt y szitkségképpen négyzetesen integralhaté fligg-
vény. '

1V: axiéma: Ha a rendszerre nem hat kiils§ magneses, tér és a részecskék méag-
neses momentumétsél (mint a részecsketipusokba valé hesoroldsndl is) elte-
kintiink, a p fiiggvény eleme a

l h?* ., Op
[1;1 (_“éfh}m) Ai+V(xy, Y1, 215 « - 5> XN> INs 2N t)]’q) =1ih e (1)

parcidlis differencidlegyenlet egész konfiguracids térben és minden idépilla-
nathan folytonos és egycértékii, valamint az J' p*pdv = 1 normélési feltételt

kielégit6 megoldésai halmazdnak. Itt m; az i-edik részecske tomege.

h o? o? o?
def "~
hdet -, 4 Y ey T e

gy » A= axp V(x1, Y1, 21, -« XN, YN, 2N, D)

pedig egy a konfiguracids téren értelmezett és esetleg id6fiiggs, valés és egy-
értékii fuggvény, mely additive két jellegzetes részre bonthatd. Az elsG rész
a részecskék egyméssal valé kolesonhatdsat irja le és Vi(xi—xx, ¥i— ¥,

zi—z,) alakd, ahol i, k =1, 2, ..., N, valamint i # k. A maéasodik rész
N
?_‘_,_Yi(xj’ ¥i» Zjs t)

alaku, és az els§ résszel ellentétben legfeljebhb explicite fiigghet az idGtdl is,
mig az elsG rész sem explicite, sem pedig implicite nem fiigg az id6t6l. A méso-
dik rész a rendszer részecskéitsl fiiggetleniil 1étezs kiils§ erétérnek a rendszer
részecskéire gyakorolt hatdsa miatt 1ép fel. A kiils§ er6tér miatt felléps tag
eleve adott hely- és idofiiggésli, nem befolyasolja azt a vizsgalt rendszer
allapota, vagy a rendszer elemei kozott felléps kolesonhatds. A 'V fiiggvényhez
mindig hozzérendelhets olyan klasszikus mechanikai rendszer, melynek poten-
cialis energiafiiggvénye éppen V.
N 2
5. definicié: A Y (— —2%1) Ai+V(xy, Y1, Zg, .. XNy YN» ZN, t) Operatort
i=1 i
a rendszer Hamilton-operatordnak nevezziik.

N
6. definicié: Ha a Hamilton-operitor V fiiggvényéhen a ) Vi(xj, yj 2z, t)
=1

Osszeg tagjai azonosan zérusok, a rendszert zartnak nevezziik.

*  Megfelelb jel hidnydban itt is és a tovdbbiakban ia h =h vonAs,
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SUMMARY

On the Introduction of the Quantum-Mechanical Momentum
with the Method of Moving Symmetry

I.

The purpose of this study, consists of several parts, is to show a method
to define the quantum-mechanical momentum with a moving symmetry in
the education of quantum mechanics at universities. In consequence of
some methodological points of view and for the sake of the less size of the
article the discussion supposes the students to have got acquainted with the
principles of quantum-mechanics can be found in George Marx’s book on
quantum-mechanics. In this part of the study we introduce the wave-
function with an inductive axiomatic method deviates from the usual way.
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