MEGJEGYZESEK A VALOS FUGGVENYEK ITERALASAHOZ 111
(A TETSZOLEGES MAGASREND U CTKLUSOKROL)

SZEPESSY BALINT

1. Bevezetés

Legyen f(x) az [a, b] (a < b) zart intervallumban értelmezett olyan egy-
értéki valds fliggvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek.

1. f(x) az adott szakasz minden belsd pontjaban folytonos, a kezdd és a

végpontban jobbrd! illetve balrdl folytonos;

2. f(x) az [a, b] intervallumot énmagdra képezi le;

3. nincs olyan részintervalluma az adott szakasznak, amelyben f(x) =

= constans teljesiil.

Az f(x) fuggvényt iteracios alapfiggvényének nevezziik az adott inter-
vallumon. Az fi(x) = x, fj(x) = f(x), f,(x) = f(f(x)), .... fu{x) = f(fi_;(x)),

. fuggvényeket az f(x) fiiggvény 0-dik, elss, masodik, ..., n-edik (n-edren-
dit), ... iteralt fiiggvényeinek (iteraltjdinak) nevezziik. Az f,(x) (n = 2,3,
.. .) fiiggvények is mind rendelkeznek az 1., 2., 3, tulajdonsagokkal*. Telje-
siilnek az f, m(x) = fLi(fn(x)) = fu(fa(x)) azonossagok.

Ha [c, d] (¢ = d) az [a, b] szakasz egy részszakasza, akkor pontjainak
elss iterdltjai is egy szakaszt alkotnak; jole**, [c, d];. A [¢, d] szakasz n-edik
iteraltjan a {c, d], = /[c, d]._,/, intervallumot értjiik.

Ha f(c) = ¢, akkor a ¢ pontot az f(x) figgvény elsfrendil fixpontjanak
nevezzilk. Ha f,(¢c) # en = 1, 2, , r-1 esetén, de fi{(c) = ¢, akkor a ¢ pont
az f(x) figgvény r-ed rendil flxpont]a Ekkor mint lsmeretes acy, Cy ...,
¢r_1, ¢ fixpontok egy r-edrendi ciklust alkotnak.

Mér vizsgaltuk azt a kérdést, hogy milyen iterdcids alapfiiggvények ese-
tén nem lehet a fixpontok (ciklusok) rendszaméara fels$ korlatot adni ([9]).
Bebizonyitottuk:

Ha az [a, b] szakaszban f(x) az 1., 2., 3 feltételeknek eleget tesz, és van két
olyan diszjunlkt részszakasz, amelyeket o fiigguény az egész zdrt [a, b] szakaszra
képez le, akkor van bdarmilyen magasrendit ciklus.

Ennek a tételnek a feltételei csak elégségesek harmilyen adott rendd
ciklus létezéséhez. Bzt igazolja mar a [9] mésodik tétele, tovabba az ennél
egyszeriibb tételek a kovetkezs fejezetben.

* - Eazt a kozvetett fiiggvény folvtonossdgdra vonatkozd tételekhél teljes indukcidval
egyszeriien bebizonyithatjuk.
Hok

Nyilvdnvalo, hogy [¢, d]; = [min f (x), max { (x)], ha¢ = x = d.
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2. Tetszdleges magasrendii eiklusokrél

1. tétel. Legyena = ¢ < d < b és f(x) az[a, b] szakaszban értelmezett olyan
iterdcids alapfiggvény amelyre f(c) = c, f(d) = b, tovdbbd van a [d, b] szakasz-
nak olyan [p, q] = o részszakasza, amelyet f(x) az [a, b} szakaszra képez le.
Elkor barmely (természetes) n szdm esetén van az f(x) figgvénynek n-edrendi
fizpontja.

BIzoNYITAS. f(x) folytonossiga kovetkeztében van a [c, d] szakaszban
olyan e( = c) elsdrendii fixpont, amelytsl jobbra f(x) > x, hacsak x = d;
azaz f(x) az [e, d] szakaszban minden fiiggvényértéket felvesz e és b kozott
(1. &bra).
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1. dbra

A tétel allitdsa egyszertien nyerhets, ha igaz az

1.1 segédtétel. A tétel foltevéser mellett van barmely n szdm esetén a o sza-
kasznak n-edrendt inverz-interdlt szakasza az (e, d] szakaszban. Az igy keletkezd
o.n sorozat elemei kozds belsd pontot nem tartalmazd szakaszok.
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A SEGEDTETEL BIZONYITASA. ElGszor azt ldtjuk be, hogy ha [u, v] = ¢
tetszbleges részszakasza a z[e, b] szakasznak, akkor mindig van p_, C [e, d]
szakasz, amelyre (o_;); = o-

Mivel az [e, d] szakaszban f(x) minden értéket felvesz e és b kozott és
e =u < v = b, ezért mind az u, mind v pontnak van az [e, d] szakaszban
(legaldbb egy-egy) inverz-iteralt pontja. Tekintsiik a v pont [e, d] szakaszbeli
inverz-iteraltjai koziil azt, amelynek abszcisszaja a legkisebb és jeloljiik ezt
v_;-gyel. Tehat v_, = min{x}, f(x) = v. Az u pontnak az [e, d] sza-

e<X<V
kaszbeli inverziteralt pontjai koziil a v_t6l balra, a hozzé legkdzelebb esGt
valasztva legyen ennek abszcisszdja u_,; azaz u_; = max {x}, f(x) = u.
e=x<x LY

Konnyi megmutatni, hogy o_, = [u_,, v_;]szakasz elsé iterdltja az [u, v]
= pszakasz. Ismert ugyanis, hogy az [a, b] valamely zart ¢ részszakaszanak
elsd iteraltja a [min f(x), max f(x)] szakasz. Marpedig min f(x) = f(u_;) = u;

X €
hiszen ha a p_, ‘a?%kdb[ l)else]eben lenne olyan p pont, hogy f(p) = u teljesiil,
akkor — az f(x) folytonossdga kivetkeztéhen — lenne olyan r pont is amelyre
f(r) = u teljesiil és p = r < v_,, ellentéthen azzal hogy u_;, = max {x},
e<X<V
f(x) = u. Hasonléképpen lathaté be az is hogy max f(x) = f(v_;) = v.
Tehat (o_,), = [u_y, v_1]; = [u, v] = o teljesiil. * €e_x

Ennek megfelelden a o szakaszhdl kiindulva képezhetjiik a o_ ls7<tk(x51t
majd eljardsunkat folytatva a ¢_, szakaszbdl kiindulva a ¢_, szakaszt, .

g igy el6all ao_, (n = 1,2....) végtelen szakaszsorozat, amelyre nézve
(01 = O_@_1)

Még azt kell megmutatni, hogy harmely két ilyen inverz-iteralt szakasz-
nak nines kozos belsd pontja. Ezt indirekt bizonyitassal igazoljuk. Tegyiik fel,
hogy o_, és a_,_\ (k pozitiv egész) olyan szakaszpar, ammelynek mindkét sza-
kaszaban kozos bels§ pontok vannak;akkor e pontok elsd iterdltjai a o_,
és a o_n_x,q szakaszok kozds pontjai lesznek, és folytatva eljardsunkat azt
nyerjik, hogy a (6_p)a = 0ésao_,_x,n = 0_xis kozos belsd pontia szakaszok.
Ez azonban lehetetlen, mert ¢-nak nincs d-t6l balra es6 pontja, o_g-nak pedig
minden belsé pontja d-t6l balra van.

Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.

Ezutdn a tétel bizonyltdsdt a kovetkezbképpen folytathatjuk. A begedte‘ce]
szerint kialakitott o_,(n = 1,2,3 .. .) szakaszsorozatra nézve (6_,), = o és igy
(0_n)ns1 =0, = [a, bl Az fn+1(x) fiiggvény tehdt a o_, szakaszt az [a, b] sza-
kaszra képezi le, amibdl kovetkezik, hogy vannak olyan s, t€ o_, pontok ame-
lyekben f,,,(x) rendre az @ és a b értéket veszi fel; f, (s) = a, f;,,(t) = b.
E két pont altal hatérolt o_,-ben fekvd [min{s, t}; max {s, t}] szakaszban az

fop(x)— (folytonos) fiiggvény minden értéket folvesz, tehdt az f,,; (s)
—s=a—s 6s az f,,,(t)—t = b—t értékek kozott. Mivel ezek kiilonh6z6

elGjelliek, azért van az f, (x)—x fliggvénynek o_,-ben 0-helye; azaz van
olyan r pont, amelyre f,,,(r}) = r (r¢o_,) teljesiil. Ez a pont tehat legfeljebb
(n+ 1) -edrendi fixpont. Hogy éppen n + 1 a rendszama az abhdél kovetkezik,
hogy az

Ty Iy, Ty «vuy In_q, Ip

pontok rendre a O _n» O _nii O_niss Ce, O_, O
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szakaszok helsé pontjai, s ezek kozos helsG pont nélkiili szakaszok. fgy az
r, Iy, Tay - .., In_q, Ty SOrozat pontjai kozott nincsenek egyheesdk.

Ezzel a tétel bizonyitésat befejeztiik.

Megjeqyzés: a < ¢ vagy q < b esetén a tétel érvényessége nem fiigg az
f(x) fiiggvény [a, c] vagy [q, b] szakaszbeli menetét6l. Ugyancsak nem befo-
lydsolja a tétel érvényességét d < p esethen f(x) (d, p] szakaszbeli viselke-
dése. Lényegében kihasznalatlanul maradt a hizonyitds sordn az alapfug,gvc-
vénynek az emlitett szakaszokban vald folytonossdga is.

E tételéhez hasonld hizonyitassal igazolhatd a kovetkezd

2. tétel. Legyen a < ¢ < d = bhés f(x) az [a, b] szakaszban értelmezett olyan
iterdcios alapfiggvény, amelyre f(c) = a, f(d) = d teljesitl, tovdbbd az {a, c]
szakaszban van olyan [p, q) = o részszakasz, amelyel f(x) az [a, 1] szakaszra
képez le. Ekkor birmely (tdrmészeles) n szim eselén van az £(x) figgvénynek
n-edrendd fixponlja.

BIZONYITAS. Az f(x) folytonossaga dltal most a [e, d] szakaszban van
olyan e (= d) elsGrend fixpont, adn‘(‘lytol balra f(x) < x, hacsak x = c.
Tehat f(x) a [c, e] szakaszban minden ¢értéket felvesz a és e kozott (2.4bra).
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A tétel bizonyitdsit most megszakitjuk és megmutatjuk, hogy igaz az
1.1 segédtételhez analog 2.1 segédiélel. A tétel feltevéseihdl kovetkezik, hogy
barmely (természetes) n szam esetén van a o szakasznak n-edrendii inverz-
iteralt szakasza a [c, e] szakaszban. Az igy elGéallithaté o_, sorozat elemei ko-
z0s belsé pontot nem tartalmazé szakaszok.

A segédtétel bizonyildse: Most is elGszor azt 1atjuk be, hogy ha [u, v] = p
azla,e]szakasz tetszGleges részszakasza, akkor mindig van p_, c ¢, ¢] amelyre
(0_1); = o

Mivela = u < v = e és f(x) a [c, e] szakaszban minden értéket felvesz a
¢és e kozott, exért mind az u, mind a v pontoknak van a [e, ¢] szakaszban
inverz-iteralt pontja.
Tekintsiik az u pont [e, e] szakaszbeli inverz-iteraltjai koziil azt amelynek
abszcisszdja a legnagyobb és jeloljiik et u_;-gyel; u_; = max {x}, f(x) = u.

t=x<e
A v pontnak az [¢, e]szakaszbeli inverziterdlt pontjai koziil az u_,-tél johhra
a hozza legkozelebb es6t valasztva jeloljiik ennek abszcisszajat v_,-gyel;
vey, = min {x}, f(x) = v. (2. dbra). Legyen [u_,, v_;] = p_;
U <X<e
Emnwy bizonyithaté mint az 1.1 segédtételnél, hogy (o_,/, =
Most mar a ¢ szakaszbol kiindulva (o 2 [a, c]) kbpezhct,]ul\ — az clozoek

alapjdn — a o_;, majd ebb6l kiindulva a o_, szakaszt, ... ; az igy elGillé
o_n(n = 1,2, ...)szakaszsorozatra (6_,); = 0_@u_y

Mint az 1.1 beg(,dt(‘tclnd most is indirekt bizonyitdssal igazolhatd, hogy
barmely két ilyen inverz-iteralt szakasznak nines kozos belsd pontja. Epptgy
megmutathatd, mint 1.1-nél hogy ha o_, és o_,_i allitasunkkal eilentéthen
olyan chLLdS?l)ELr‘ amelynek mindkét szakaszdban vannak kozos helsd pontok,
akkor o és o_y is koz0s belsd pontu szakaszok. Ez esetiinkben azért lehetetlen,
mert o-nak nines c-t6l jobbra esd, o_g-nak pedig nines c-tél balra esG belss
pontja. Ezzel 2.1 segédtételt hebizonyitottuk.

Ezutéan a 2. tétel bizonyitdsa sz szerint gy foytuthalo és fejezhets be,
mint az 1. tétel esetén.

Megjegyzés: a < p vagy d < b esetén a tétel érvényessége nem fiige az
f(x) fuggvény [a, p] vagy [d, b] szakaszbeli menetétdl, ¢ < ¢ esetén a [, ¢]
szakaszbeli viselkedését6l sem. A bizonyitasbol kitiinik, hogy a tétel akkor is
érvényes, ha f(x) ezekben a szakaszokban nem is folytonos.

Ezeknek a tételeknek a segitségével bizonyithaté a kovetkezd két tétel:

3. tétel. Legyen a = ¢ < d < b. Ha f(x) az [a, b] intervallumon értelmezelt
olyan iterdcids alapfiggvény, amelyre az f(c) = ¢, a = f(d) = césmax f(x) = d

x € [e,d]

reldciok teljesitlnek, akkor birmely (természetes) n szdm eselén t,(meaz f(x) figg-
vénynek n-edrendd fixponlja.

BIzONYITAS. Legyen max f(x) = u és e egy olyan pont a [c¢, d] szakasz-

x €[e,d

ban, amelyre f(e) = u( = S) tl]e]esul (3. abra)

Mivel a [¢, d] szakaszban f(¢) = ¢, f(e) = u és az [e, u] szakasznak a fel-
tételek értelmében van olyan [r, s] részszakasza amelyet f(x) az egész [c, u]
szakaszra képez le, ezért f(x) [a, ¢] és [s, b] szakaszokban valé menetétdl
fiiggetleniil — az 1. tétel és a bizonyitasa utan tett megjegyzés értelmében —
barmely természetes n szam esetén van az f(x) figgvénynek n-edrendt fix-
pontja a {c¢, d] szakaszban,



Y= £

"1 a c e=r sd_u b f

3. wbra

Hasonldéan bhizonyithaté az el6z6 tételhez analog
4. tétel. Legyen a = ¢ < d = b és f(x) az [a, b] intervallumon értelmezett
olyan iterdcios alapfiggvény, amelyre d = f(c) = b, f(d) = d és min f(x) = ¢
x €[e,d]
teljesitl. Ekkor bdrmelyn természetes szdm esetén van az £(x) figgvénynek n-edren-
a4 fixpontja. (4. bra)
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Remarks on iteration of real functions 111.

BY BALINT SZEPESSY

(Summnary)

Let f(x) be a real valued function defined on the closed interval [a, b].
It f(x) satisfies the conditions
(1) f(x) is a continuous function at every inside points of the interval
[a, b]; furthermore f(x) is continuous on the right and on the left at
point a and b respectively;
(ii) f(x) maps the interval [a, b] onto itself;
(iii)  there is no subinterval of the interval [a, b] where f(x) is a constant
function;
then f(x) is called iterational basic function. For i = 0, 1, 2, ... the function
fi(x), defined by fy(x) = x and fi(x) = f(fi_(x)) fori = 0, is called it" itera-
ted function of f(x). We say a real number ¢ is a fix point of f(x) of order one
if f(¢) = ¢, furthermore ¢ is a fix point of order r if f;,(¢c) = ¢ but f,(c) # ¢ for

n=12 ...,r—1. If ¢cis a fix point of f(x) of order r, then the numbers
f(e) = ¢y, f(¢)) = €y, ..., f(er_y) = ¢ are also fix pomts of order r and the fix
points, ¢, ¢,, ... ¢ give a eycle of order r.

In [10] we looken for conditions for function f(x) if f(x) has no fix point of
order greater than two. In [9] we studied iterational hasic functions for which
the orders of the cycles have not upper bound. We have proved: If f(x) is a
funetion satisfying the conditions (i), (ii), (iii) and there are two subinterval of
[a, b] without common points which are mapped onto the interval [a, b] by
f(x), then there are cycles of arbitrary order.

In this paper we give some other sufficient conditions for f(x) having fix
points of arbitrary order. Among others the following theorem is proved. Let
a, b, ¢ and d real numbers with conditions a = ¢ < d < b and let f(x) be an
iterational basic function defined on the interval [a, b]. If f(c) = ¢, f(d) = b
and [a, b] has a subinterval which is mapped by f(x) onto the interval [a, b],
then f(x) has fix points of order n for any natural number n.



