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BALINT JOZSEF

FIZIKAI JELENSEGEK RENDSZEREZESE A MINIMAL-~ELV ALAPJAN

ABSTRACT: Fermat’s principle induces the intuition according to
which the laws of nature show optimal behaviour. In the paper
we give examples for the principles of teast time, least
energy and surface, the least dissipation of energy.
WVell~-known laws are discussed here from a new point of view.
Ve point out that the minimum-~principle is as general as the
law of the conservation of energy. It is frequently
experienced that the interpretation of a phenomenon wanis

both principles.

Sok sportagban az eredményesség meghatarozasa érdekében a

métereket és misodperceket mérik. Vegyiink ezek kozil kettdt: a

100 m—es sikfutast és az 50 m—-es gyorsuszast. Valasztasunknal
szempont volt, hogy elkerilhetd legyen a kanyarodas, illetve a
visszafordulas. Ennek a késdbbiekben jelentdsége lesz.

Ezekben a szamokban a versenyzoknek kijeldlt palyakon kell
haladniuk. Ezeket a palyakat szandékosan nem is érdemes elhagyni,
hiszen a rajttdl a célig a legrdvidebb utat jeldlik. CEgyébkéhL is
diszkvalifikalndk érte!)d
Az is termeészetes, hogy az gydz, aki a legrdvidebb idS alatt teszi
meg az eldre kimért utat.

Célunk elérése érdekében ezeket a versenyszamokat mddosit juk
ugy, hogy a gondolkodas is szerephez jusson. (Ilyen szamok persze
a valésagban nincsenek.) A téglalap alakd palyakon a rajt P> és

a célpont (P,) tartdegyenese nem merdleges az e pontokon atmend
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hatarvonalakra (1. Abra). A versenyzdket egyenként indit jak és az

gySz, aki a legrévidebb idS _alatt ér célba. Aligha akadna

versenyzd, aki

B

P

1. &bra
nem a P P, egyenes szakaszt vilasztand pdlyaként. De ezutian mar
valddi nehézséget tamasztunk: meg kell kézben érinteni az £ falat
ig. A hagyomanyos geometriai alapismeretek itt mar nem igazitanak
el tel jes mértékben. Addig még kénnyld eljutni, hogy két egyenes
szakaszbdl kell a palyat Osszerakni.
De a déntd kérdés az, hogy az f—en hogyan kell kivalasztani a T
toréspontot ugy, hogy a megtett ut a legrovidebb legyen?
A j6l1 gondolkodd versenyzd tengelyes tiikrozéssel meg tudja oldani

a feladatot (2. abra)d.

A P TP, = P TP} és ezen utdbbi a minimalisg at P, és P, kozdtt.
CA haromszég—-egyenldtlenségbdl addddan P F + FP;, > P, P; , ahol F
tetgszdleges futdpont az f—-en és F ® T.).

Eredményeinket ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a minimalis uthossz
akkor adddik, ha az egyenes Utszakaszok az  oldallal (dilletve

annak normalisaval) azonos szdget zarnak be.
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Kénnyd felismerni, hogy ezt az optimumot a természet
megvaldsit jaa pontszerid test tékéletesen rugalmas litkézése allo
falnak esetén, illetve a fényvisszaverddésnél. Ebben a tényben

egyfajta "természeti intellektus” nyilvanul meg.

Némi kitérésként utalunk arra, hogy lényegében ugyanazon probléma
a minimalis uthossz kérdése helyett egészen masként jelenik meg. A
billiardozd jatékos egyszerien el akarja talalni az egyik golyodval
a magikat. egyszeri vagy kétszeri fallal valod titkozégt
kozbeiktatva. A probléma lényege (8 igy megoldasa is) u.a. mint

elébb, csak itt a szdgek egyenldsége a kiinduld kévetelmény. (3.1

és 3.2 abrak).
| f%)>£
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3.1 Aabra 3.2 abra

!

Folytat juk az eredeti két sportag vizsgalatat, de ugy, hogy
Omszekapcsol juk azokat: olyan kéttusa palyat cginalunk, hogy a
gikfutast kdvesse az uszas. Ha "szemben van®” a rajt és célhely,
akkor a feladat megoldasa trivialis. Egészen mas a helyzet

egyébként (4. abrad. Az Gszténdmsen is megérezhetd, hogy nem _a

legrévidebhb it lesz az optimalis. A T pont kiilénbézdo

megvalagztasiaval nemcsak az Ut hossza, hanem ezen beliil a futé— és

N._{\ i (| usz odd
\\\\\H:;::“\\\‘: Al
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Y futdoalya  AF T

4. abra
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uszotavolsag is valtozik. A viszonylag jo futdo szivesen fut toébbet
is Cegy hatarig), mint amennyivel csékken az uszdtavolsag. Ez a
kdvetelmény azonban az f-~re merdleges, P —en ésg P2~n. athaladaé
egyenegekkel kimetgzett =szakasz belsd pont jaiban mindenitt
tel jegiil. Az abran felvett T pontra vonatkoztatva bejeldlitik a Af
utndévekedést az egyik oldalon és a Au csdkkenést a masikon. Ezzel
biztogsan ' jél jarna®" a versenyzd, hiszen a két szakasz aranya
= 2:1, de ennél jéval nagyobb a megfeleld sebességek aranya.
Melyik lesz az optimalis T valagztas?

A probléma "hasonlit" a fénytbdréshez. Bizhatunk is a természetben,
hogy "optimalisan oldotta meg"” ezt is. A kiovetkezdkben belat juk,
hogy pontosan igy van. Tanulsagos lesz a fénytorést ég
fényvisszaverddést ilyen szempontbdl azonos eszkdzdkkel, paralel

vizggalni (5.1 és 5.2 abrak).
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5.1 abra 5.2 abra
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Fényvisszaverddeés:

P, T+TP 2 o 2 o
t = 2 ——2 = EL V/Tx—xi] +y? + 7/T%2—x] +y>

1 1

A t—nek szélsd értéke - a jelen esetben nyilvdn minimuma - ott

van, ahol a 33 derivalt értéke zérus.

dt _ 1 S5, _ x ,~X )
x ~ ¢, 2 21172 - 2372 = 0 C+d
[(x—xi) +y,] [(xz-X) +y2]
si n a gin 3
sin a = sin 3
a =3
Fénytoérés: Felhasznal juk az eldbbi eredményiinket. C+d
P, T TP
t = —i- + 2 = 1_ P T + - TP
c, c, c, "1 c, 2
dt 1 " 1 .
= = gin a — = gin B3 =0
H? G, 7 c,
EL%—Q = EL%‘Q atrendezve
1 2
: C
2%%—% = EL ez pedig éppen a fénytdres térvénye.

A fény ter jedésének sugiroptikai térvényeit Fermat elve foglalja
magaban, amely a fény P, pontbél a P, pontba -~ megadott
feltéetelek - pl.: visszaverddések és torések - mellet eljut,
szélsdérték (minimumd, ezért az elvet "a legrévidebb idd elvének"
is hivjuk. Az tehat csak latszat lehetett C(ha wvolt), hogy a
fénytodorésnél a fény Ca természet) feleslegesen ‘cifrazza’” a
dolgot.. Ellenkezé&leg: az idd vonatkozasaban optimalisan ‘“oldotta
meg"” a feladatot. Felmeriil a kérdégs: jellemzd-e ez altalanosabban
is? Joggal tételezhet jik—-e fel a természetrdl, hogy  valamilyen
szempontbdol minden folyamatnal a szélsdérték, toObbnyire a. minimum
elérésére torekszik, illetve azt éri el? A kérdésre egzakt valasz
nem adhatd. A vilagrdél alkotott képiink, a vildagnézeti modelliink
vagy elfogadja, vagy vitat ja, vagy elutasit ja az un.

miminal-elvet. Itt most nem akarunk 4&allidst foglalni egyik vagy
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miasik mellett, inkabb faggat juk még egy kicsit a természetet.

A felillet energia: A 6. Abran vazolt 6sszedllitasban a mozgathatd
i huzalt As—el elmozditva F*Asg munkat.
végzunk. A terhelést ceokkentve a

folyadékhartya a sulyt felrant ja.

Ez azt jelenti, hogy a folyadék hatarfeliilete mentén energiaval

rendelkezik. A felileti energia a folyadék hat.arfeliiletének

kialakitasabdl szarmazd energia. A feliileti energia megvaltozasa:
AE, = F*As = a'21°As = a*AA '

Ezen eredmény alapjan a—nak egy lehetséges, szemléletes jelentést

adhatunk: a felilleti fesziiltsés szamértékben a folyadékfelilet

egységnyi teriilettel vald niveléséhez sziikméges munka. A felileti
energia annal kisebb, minél kisebb a felillet. Mivel gtabilis

egyensulyi helyzetben a potenciidlis energia minimilis: ezért adott
koriilmények kozott a folyadék felszine a lehetd legkisebb.
CEmlékeztetddl, pl.: L. a 7.1 és 7.2 abrakat)

& O

7.1 Abra 7.2 abra
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M.1.: A sulytalansiag allapotaban 1lévSé folyadék adott térfogata

Az

mellett a lehetd legkisebb feliiletd alakot vesz fel, a goémb
alakit. Szappanoldatba meritett és onnan kivett drdétvazakon
olyan feliiletek alakulnak ki, hogy a vazra illeszkedd
felilet a lehetd legkisebb legyen. Ezek az un.
minimalfelilletek.

Az eldzdo pontbeli példa mindkét gzélsdértékkel
megfogalmazhaté. A gulytalansag allapotaban lévd folyadeékra
az jellemzd, hogy adott térfogatu részt minimalis feliilettel
zar kériil, illetve adbtt felilettel maximalis térfogatu
folyadékot. zar be.

Mivel hasonld térbeli alakzatok esetén a feliillet
négyzetesen, a térfogat, s vele egyitt a tomeg éms a suly
kébtsen valtozik; a hanyados a méretek csbdkkenésével -egyre
kigsebb les=z. Egy paranyi test egyré inkabb felileti

képzddmény: egyre inkabb dominilnak a feliileti jelenségek.

Ilyen pl.: un. porlagztott folyadék. Igy (is) magyarazhatod,
hogy ezek egyre tékéletesebben megkdzelitik a gémb alakot.

elézGekben mar esett sz4 arrdl, hogy stabil egyensulyi

helyzetben a potencidlis energia minimalis. Most tagabb értelemben

szllunk az energia minimumardl, illetve az erre vald toérekvésrdl.

l. példa: Megkeressiik a parhuzamosan kapcsolt ellenallasokon

keletkezd Joule—-hd szélgoértékének feltételét. (8. Abra
jeloléseivel)d. /
2 4

P = IR /

.. _ 2 2
P b6gszes = P, = IJR, + IJR, <
mivel II+I2 = 1I 12 = I---I1

= T2 2 _ 2 -0 o-
P6 = I1R1 + I Rz 2II1R2 + 1122

Keressiik P2 minimumat.! 8. abra
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= S e =
Pé CIi) = HT: = 2 1121+0 2122+211R2 o
Visgzahelyettesités utan:
Pa = 11R1_1122—12R2+1122 =0
IR, = IR,

Ez viszont U = U, fenndllasat feltételezi, ami kdztudottan igaz.

Arra jutottunk tehat, hogy A pontbdl a B pontba az I erdsségi aram

ugy Jjut el, hogy a Joule—-hd minimalis.

2. példa: Egyszeriség kedvéért két egyenld, <« kapacitasu
kondenzator koziil az egyiket feltdlt jiik, ma jd
parhuzamosan kapcsoljuk vele a masikat. Vizsgaljuk meg

az energia valtaozaeat (9.1 és 9.2 abrak).

. +~g’hﬁ "j{?
__*0Q :
—
IRETR
9.1 abra ’ 0.2 abra
e, = &g Q° 2l @t =@

Vagyis E, = 2E_. Nem kodnnyd ratalalni, hogy hova lehetett az E,
energia fele? Elsd pillanatban még.azt is gondolhatnank, hogy meg
kellet.t. volna maradnia Ei—nek, hiszen a rendszer energetikailag
zartnak tuinik. A

Ha viszont “hiszink'" a minimalelvben, akkor eleve ugy tekintink
erre az eseményre, hogy az energiianak csdkkenie kell, mert a
termégzet kiilénben “nem tartotta volna indokoltnak” a tidlteées

felédnek Atdramlisat. Kiemel jiik, hogy ez a vilignézeti koncepcid
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szakmai munkanknak iranyt szab: keresni kell a veszteség forrasat.
A vilagnézet tehat nemcsak valami mdz az ismereteinken, hanem
serkentd je is az ismeretszerzésnek.

Analdg modellként nézzink egy kézlekedSedényt ((10.1 és 10.2
abrak).

S h
‘-‘ X . 2
h“:.l-q. ___:- :‘K}._.qui— —
- am - - - =~ -
10.1 Abra 10.2 abra
= s .h . = oo (m.h _ 1 )y _ 1
E, =g * (m3 E, =6 (3h)2=5e(m58) =%k,
vagyis E1 = 2 Ez‘
Itt mar nyomon kdvethetd az energia "eltiindsének”™ folyamata. Igy

rairanyul figyelmiink a kondenzatorok esetén is a rendszer ohmos
ellenallasara, majd a Joule—hdre, valamint a két &allapot koézotti
folyamatra: az egyre cgillapodd rezgeésre. Ezen Jjelenség
energetikai vonatkozasban az elektromos példaban dsgzetettebb:
elektromagneses hullamok ig keletkeznek, ezzel mintegy

megkdnnyitve a "felesleges energiatol” vald megszabadulast.
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