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MESTERSEGES EGITESTEK MOZGASANAK NEHANY KERDESE

ABSTRACT: In this paper we deal with the movement of space ships,
the effect of unexpected events on the orbit of objects
moving in the space, and with the determination of orbits.
The problems treated here are suggested to discuss 1in
practice legssong at colleges and 1in study circles at

secondary schools.

Az embert mindig érdekelte a csillagos ég, az égitestek, a

vilagmindenség. A tudésok mérések alapjan, tapasztalati uton,

illetve elméleti levezetémsek kapcsan allitottak fel olyan
térvényeket.,, amelyek alapul sgszolgialhattak a mai drkutatas
kife jlodéséhez.

Mik is azok az Osszefiiggések, amelyeket a gravitacids

kélcsbnhatassal kapcsolatban mar a kézépiskoliaban is megismernek a
tanulok? Kepler tapasztalati toérvényei, Newton Altalanos
gravitacios térvénye, a gravitacids erdtér jellemzdi: térerdsseég,
potencial, potencidlisg energia. Ezek ismeretében mar az I. és a
II. kozmikus sebesség, illetve a szbkesi sebesség i

meghatarozhatad.

Harom olyan probléma vizsgalatiaval szeretnék foglalkozni,
amelyek akkor lépnek fel, amikor az ddrhajé meteorfelhdSbe keriil,
vagy meteorral iitkozik, illetve palyat valamilyen okbdl mdédositani

akar ja.



1. Egy 300 km magasan, kérpalyan repiild mihold meteorfelhdben
lefékezdddtt ugy, hogy sebessége 7 kmss lett. Milyen szdg alatt

lép be (80 km magasan) a sztratoszféraba?

Megoldasg:

A keresett szdg nem mas, mint a mihold sebessége és annak érintd
irdnyd komponense Altal bezdrt =zdg a sztratoszféraba lépés
pillanataban. Legyen a mihold sebessége ekkor v, ennek az érintd
iranyu komponens pedig v, . Ekkor a keresett szdg a=arc cos v /v. A
két sebességérték meghatarozasiahoz az energia és az
impulzusmomentum (perdiilet) megmaradasat hasznal juk fel. Az

energiamegmaradas térvénye

Z o T, T
ahol r, = R+300 km, » = R+80 km, R, M a F&ld sugara, illetve
tomege, v, = 7 km/s a miihold kezdeti sebessége, f a gravitacids
allandd. Az impulzusmomentum megmaradis térvénye mr. v, = mrv, .

A fenti egyenletbdl az ismert paraméterekkel

= 2 1 1 =
v—/r°+2f‘ﬂ = ro] = 7,3 km/s

v._.Tr

- 0 0 ..
V= mipm— = 7,245 km/s.

A keresett szog: o = 6,50.

2. Egy masik lirhajé iitkézik egy meteorral. Milyen ké&vetkezménnyel
jar ez az dUrhajora, = milyen vdltozast eredményez a wmeteor
palyajaban?

Egy 30 tonnas lrhajé a F6ld kézéppont jatél 20 000 km tavolsagban,
e tavolgagra merdlegesen 6 km/= kezddsebességel indult.
Ellipszispalyaja kiétengelyének végpont jiban egy vele szembejévd
10 tonnas, 0,5 km/s sebességli meteorral centralisan Gtkozik.
Hogyan mozog ezutan az drhajoé és a meteor? (Feltessziik, hogy az

litkdzés rugalmas. )



Megoldas:
Centralis térben torténd mozgaskor az energia es az
impulzusmomentum mozgagallandd. A Féld gravitacids terében halado

m témegli, v sebesgégil ldrhajo tel jes mechanikai energidja

impulzusmomentuma:
mrv sin @ = N 2>

ahol ¢ az r helyvektor és a v sebesgségvektor altal bezart szdg.

Kezdeti feltételként ismerve a tel jes mechanikai energiat és az
impulzusmomentumot, (1) és (2) segitségével meghatarozhatd a palya
alakja, a hely és a sebesség minden idépontban. Zart palya esetén
a Kepler—torvények is kézvetleniil adddnak a megoldasbdl.

A rovidség kedvéért tekintsik ismertnek Kepler I. térvényeét,
azaz hogy ha EC0, az lrhajé palyaja ellipszis (1. abrad). Az (1) és
2> osgzefiiggast csupan az ellipgzigpalya adatainak
meghatarozasara hasznal juk fel.

Ha az drhajo sebessége Fdldkdédzelben V. .ax» @ legtavolabbi pontban

Vein? 2 tel jes energia ebben a két pontban:
- 1 _ mM _ 1 2 - M m
E = Z mvmax £ a~e = T ™Vain £ at¥e 3

Mivel a két szélsd emsetben v L r, ezekben a pontokban az

impulzusmomentum:

mrv 8in ¢ = N —b m(a—e)vmdx = mCatedv . cad
A (3D és (4) egyenleteket V ey Ta megoldva:
Smv =g Q8. ate 5>
amit (2)~ba vigszahelyettesitve a tel jes mechanikai energia:
E=-¢ g4 €6
Ez az egyenlet - azon a felismerésen tdl, hogy a tel jes mechanikai

energia a palya adatai kéziil csupan a nagytengelytdl fiigg —~ az (1)

egyenletbe téve fontos Osszefliggést jelent:



- b
Emv? - ¢l ppll 7
I e " a i
' o vagy atrendezve:
2 _ 2 _ 1
v2 = e [2 - & 8>
1. &bra
Az inditdsi pontban r = 210" m, v, = 6°10° mrsg, és igy (B)
segitségével a félnagytengely: ‘
fMr
a = ——5-— = 10107 m 9>
2fM~rovo '
Mivel
r, = a-e és e = 8°10" m 10>
b= /a® - e* = 610" m C14)d

(8) alapjan a kistengely végpontjaban <(ahol r=a) az drhajd

sebesgége:

= 2 _ 1) = o a
v, = ﬁ [F a] =2 * 10% m=s 12>

Az m  témegid Grhajé v, =2'10% m/s sebességel halad, amikor az m

2
tomega, v,=-0,5 °* 102 m/s meteorral itkézik. Centrilis, rugalmas

iitkozést feltételezve, az ilitkdSzés utani sebességek:
m,v, + m,v

1 2" 2 - a
u, = 2 --—m-:-—:;_——n_—l;—— = ¥, = 0,75 * 10 mss 13>
m,v, + m_v
u, =2 S+ 2.2 -y =3,25 * 10° m/s 14>
1 M2 2
(Pozitiv iranynak az drha jo itkozés eldtti sebesgéget

valasztottuk. >
Az (irhajé sebessége — igy energiaja is — csodkken, tovabbra is

ellipszispalyan halad. Az uj palya félnagytengelye a’, (8) alapjan

2 _ 2 _ 1
u;, = fM |= e 15>
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A sebesség iranydnak egyenese mindig a palya érintdje. Mivel
centrilis ilitkbézésnél ezen egyenes iranya nem valtozik, az eredeti
és az uj palya az iitkézési pontban kézds érintdvel rendelkezik (2.
abrad). Az érintdszerkesztés szabdlyai szerint az uj ellipszispalya
masodik fdkusza az eredeti ellipszis masodik fdkumzahoz vezetd

vezérgugaron van.

2. abra

Az uj palya e’ excentricitasanak, b’ fél kistengelyének
meghatarozasa ~ a 2. abra alapjan - egyszerud geometriai feladat.

Az ellipszis mértani hely tual jdonsagat felhasznalva:

AC + CB> = 2a’ - 17>
magreészt ismer jik az

AC=a, AB’=2e’, AB=2e 18>
tavolsagokat. A cosinus tételt alkalmazva az ABC, illetve az AB’C
haromszégekre:

(2ed2 = a2 + a2 - 2a * a * cos ¥ (19>

(2e’)%= a® + (2a’-ad>? - 2a(2a’-ad cos p

Innen
. = 2__2Yfa’_ 1 a? _ ay3_ BT
er = [Ze a][a- 2-]+zr+[a’ 2)-5,12 107 m  €20)
Az uj palya fél kistengelye:

b’ = ar?2-e>2 = 1,65°10" m ©C21)

Az uj palyan az drhajé legkisebb tavolsaga a Foéld kézéppont jatol

T oip = @ — e = 2,6°10° m lenne, ami kisebb, mint a F6ld sugara.

Az lrha jé a Foldbe csapddik.



Vizsgal juk a meteor mozgasat! Az iitkdzés eldtt az energiaja az (1)
osgzefliggés alapjan

m_M )
S § 2 _ 2 et o ‘ o
E ... = 7 m,v, L = = 3,875+10% < O 22D

volt, azaz szintén ellipszigpalyan keringett a F&ld koéridl.

Utkozeés utan

m_M
E’ = % m_u? - £ -2

a— N o
mot . 242 5~ = 1,28°107J > O c23>

energiaval fog rendelkezni; a meteor hiperbolapalyajara keriil.

3. Végil allapitsuk meg, hogyan érhet utdl palyamddositassal egy

drha jo egy masikat. 7

Két {irhajé, A és B azonos, R sugari "T“\\ B

kérpalyan halad. Hogyan mandverezzen ;>\\

a B mogott ¢ széggel lemaradt A, hogy ;>/R

pontosan egy korilfordulas utan a

B-vel egyitt haladjon? (Lasd a 3. abrat!d 3. abra

Megoldasg:

A lemaraddé udrhajonak csdkkenteni kell a sebegségét — ezt nevezik

asztronautikai paradoxonnak. Ahhoz, hogy az A lrhajé pontosan egy
kérilfordulds utan utolérje a B drhajot, keringési idejét 2Z0n®
-szeresére kell csdkkenteni. Kepler III. torvénye szerint ezt ugy

érheti el, hogy a sebességét csdkkentve egy
2
a=r [1-2f)° €24>

félnagytengelyil ellipszispilyira
all 4. abra, I. palyad. Az
ellipszigpdlyan keringd lrhajo v
pillanatnyi sebegsége a kévetke-—
zOképpen fugg a kozépponttdl

mért r tavolsagtdl:

- L] €25)
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ahol M a vonzd égitest témege, f a gravitacidos Allandd, a a
nagytengely fele. A formula megtalilhatd a Figgvénytablazatban és
levezethetd a Kepler—-torvényekbdl. A kér és az ellipszispalya
adatait behelyettesitve megkapjuk az A {irhajoé mandver elétti (v, O
és utani (v, . ) sebességének nagysagat. C(Az A {drhajé a mandver

eldétt a B drhajoval egyezd v_ sebességgel halad.)

B

vA2=w/f§% [2—[1-5‘1.]‘% ]‘= v /2—(1»5“)-'% | 26>

A-nak, miutan utolérte B-t, vigsza kell allni a kérpalyara, vagyis

u jbdl v, sebesseégre kell gyorsitani. Ez a mandver addig

kivitelezhetd, ameddig

B [1-5-"]_?2" =0 27>
aQZazZ

-3 o

e S 20 [1-2 Z] = 4,062 = 232,7
Az A lirhajé ugyis utolérheti B-t, hogy keringési idejét Qgﬁe
~gzeresére noveli. Ilyenkor a talalkozasig a B idrhajé tébb mint
egy tel jes kirt tesz meg (1. Abra, II. palyad. A szikséges uj

sebeggéget ugyanugy szamit juk ki, mint az el6zd mandver esetén; az

eraedmény:

Vaia= Vg /2—[2—§n-j% ‘ ' 28>

Ez a manSver barmekkora p esetén végrehajthatd. Az drhajos azt a
megoldast valasztja, amely soran kevesebb izemanyagot kell
felhasznalni. A v sebegsgégvaltozds A v/mV tomegld iizemanyagot

igényel (m az tlrhajé témege, V a kiaramld ha jtdanyag sebessége)d.



A szikséges
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lizemanyag tehat:

u = 2Cmsvd IVAZ—VBI 29>
] , .
s [ Ckétszer kellett sebeszéget meg—
% / valtoztatnid). Az 5. abran ¢
f”. fliggvényében abrazoltuk u -t
iy CI és II gorbékd. Lathatd, hogy
/" e = 1,8435 = 105,6° -ig az elss,
—u——-r¥:;“~_ " ennél nagyobb szigek esetén a
o T~ _— masodik mandver a gazdasagosabb.
A2 3 % 5 ¢ (‘0
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