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FRANCZIA TAMAS

A KVANTUMMECHANIKAI IMPULZUS ELTOLASI SZIMMETRIAVAL TORTENS
BEVEZETESEROL IV.

CA klasszikus— és a kvantummechanika egymashoz vald viszonyad

ABSTRACT: The purpose of this study consisting of several parts is
to define the quantum-mechanical momentum with a wmoving
symmetry in teaching qQuantum-mechanics at univerzities. In
consequence of some methodological points of view and for the
sake of less size of the article the discussion supposes that
students have got acguainted with the principles of guantum
mechanics can be found in George Marx’s book on
guantum-mechanics. In this part of the study we introduce the

wvave~function of guasi-classical form.

A cikksorozat célja az, hogy bemutasson egy modszert a
kvantummechanikai impulzus eltolasi szimmetriaval térténd
bevezetésére az egyetemi oktatas szeminariumai szamara. A

targyalasmod didaktikai és ter jedelmi okokbdl feltételezi, hogy a
hallgatdk mar megismerkedtek a kvantummechanika alapjainak olyan,
az egyetemi oktatiasban leginkabb elter jedt kifejtésével, mely
hazankban Marx Gyoérgy “Kvantummechanika™ c¢. kédnyve nyoman valt
gzéles kérben ismertté. Mivel a fizikai mennyiségek szimmetriakkal
torténd bevezetése a kvantummechanika egy masik felépitését
eredményezi, célszerinek lattuk, hogy eldszéor Ssszefoglal juk azon

definicidkat, axidmikat és tételeket, melyeket ismerni kell ahhoz,
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hogy az impulzust logikailag kelléen megalapozva vezessiik be
eltoldsi szimmetriidval. A nem bizonyitott tételeknél Marx QGyorgy
mar idézett mivére utalunk a bizonyitast illetden. '

A 14. tételbdl Ca kvantummechanikai iddderivalt tételed
kovetkezett., hogy ha egy kvantummechanikai rendszer
Hamilton-operatora fiiggetlen az idétdl, akkor varhatd értékének
idébeli derivaltja nulla. A 15. tételbdl és a XII. axidémabol
addodott, hogy egy iddtdl fiiggetlen Hamilton—operatordi rendszer

dllapotfiiggvénye y, = ¢, (F ,...,F D exp [— gEL Hkt] alakid, ahol

H, ill. ¢, a fl sajatértéke, ill. sajatfiiggvénye. fl virhatd értéke

ebben a normalt Allapotban maga a H;, =sajatérték: a 8. teétel

alapjan: i = Cy, ,H y > = Cy, ,H g > = H ,pyd> = H, amely
figgetlen az iddtél. A 7. teéetel a VIII. axioma és egyittes

kovetkezményiik alapjan kapjuk, hogy ﬁwk = H,y, esetén H, mérési

valdszinilsége 1, ha a rendszeren Al aktudlis sa jatértékének mérését
ha jt juk végre.

Egy klasszikus mechanikai tomegpontrendszer mozgasat leirhat juk
a konfiguracids térben a Lagrange—-féle masodfaju mozgasegyenletek
segitségével, illetve a fazistérben a kanonikus egyenletek vagy a
Hamilton—Jacobi-féle parcialis differencialegyenlet

felhasznalasiaval. Az utdbbi az S hatasfiiggvény meghatarozasan at

szolgaltatja a mozgas leirasat. A Lagrange-—, illetve a
Hamilton-fliggvény akarmelyikének explicit idéfiggetlenségébdl
levezethetd, wvagy trivialisan addédik a rendszer mechanikai

energiajanak megmaradasa.

A kvantummechanikai rendszerek maozgasit az idétdl figgd
Schridinger-egyenlet irja le a nemrelativisztikus  spintdl
filiggetlen kvantummechanikaban, mely a rendszer

Hamilton-operatorabdl kiindulva irhatd fel. (V6. azzal a ténnyel,
hogy az eldbbiekben emlitett klasszikusg mechanikai

mozgasegyenletek rendre a Lagrange—, ill. a Hamilton-figgvény



ismeretében irhatdk fel.) A Hamilton—operatornak az idotdl vald
explicit fliggetlensege szintén azt eredményezi, hogy a rendszer
adott staciondrius allapotitél fiiggd értékd mozgisillandd, egy H,

sa jatérték rendelhetd hozzid a rendszerhez.

14. Definicid: Az eddigiek alapjan a Hamilton—-operator

sa jatértékeit a klasgszikus mechanikai rendszerek energiajaval
analdég mennyiségnek tekinthet jiik, ezért il -t a kvantummechanikai
energia operatoranak nevezziik. A két mennyiség koézdtti analdgiara
utalnak a tovabbiakban kife jtett gondolatok is.

Ismeretes, hogy mar egy a nemrelativisztikus és a spint nem
tartalmazd kvantummechanika térvényeivel leirhatd mszabad reéeszecske

elhajlas ég azt kévetd interferencia-jelenséget mutat miutan

elegendden kicsi résen halad keresztul. Ezek a Jelenségek
értelmezhetdk wugy, hogy a gzabad részecakét meghatarozaott
hullamhosszal rendelkezd hullamnak tekint jiik, melvnek

hullamhosszat a felfogd ernydn létrehozott képhdl vuvgy kell
meghatarozni, hogy az ismert szélességld résen erymis utan
bocgatunk at azonom korilmények kozétt kildtt és igy azonos
kvantumiallapoti gzabad részecskéket olyan iddkdzénként., hegy azok
egymassal ne léphessenek kdlcsdnhatasba, és a felfogdernyén
létre jovd interferenciaképb8l a klasszikus optikiaban megismert
taszefliggések segitségével szamit juk a hullamhosszt. Az elhajlas
matematikai targyalasakor abbdl a késdbbiekben igazolt ténybdél
indulunk ki, hogy a szabad részecske yp —je gikhullam alaki, mely
sikhullam hullamhosszat tekint jiikk a részecske hullamhosszanak. Az
elhajlas a y altal reprezentilt sikhullam résen vald elhajlasaval
modellezhetd matematikailag. Az elhajlast kévetd interferencia
altal eredményezett, a felfogdernyén lévd képet a d szélességil rés
kiilénbozd pont jaibol kiinduld "elemi w! gémbhullamok™
szuperpozicid jabdl kaphat juk meg, mely az udtkiilldnbségekt8l fiiggden
eredményez relativ maximumokat és minimumokat. CAz elektron

elhajlas utani allapotfiiggvénye a rés pontjaibdl kiinduld elemi
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gombhulliamok interferenciajaként adodik.)D)

A résen vald elhajlas a klasszikus mechanika alapjan nem
értelmezhetd. A klasszikus mechanika és elektrodinamika alapjan is
leirhatd viszont egy elektronnak a hely figgvényeként elegendden
lassan valtozdé erdtérben vald mozgasa. Ezt mutatja a tapasztalat
(pl.: a katddsugarcsdben vald mozgas).

Tetszdlegesen valtozd elektromagneses erdterekben a részecske
mozgdasa a kvantummechanikai szdrasgzamitassal irhatd le, mellyel
az erdtéren vald szdrddis eldtti Allapotfiiggvény és az erdteret
leird potencial ismeretében a szdorddag utani Aallapotfiiggvényt
hatarozzak meg. ([1] 138-149.0.2

Ha a részecske mozgasanak leiriasara a klasszikus mechanika is
alkalmazhatd, akkor a klasszikus és a kvantummechanikai leiras
kéz6tti kapecsolat. abban 411, hogy az utédbbibdl a mozgas klasszikus
tra jektoriai meghatarozhatdk. A klasszikus leiras specialis
esetben vald alkalmazhatdsiga és a kvantummechanikai targyalas
altalanos érvényessége arra mutat, hogy a klasszikus mechanika
legalabb hataresetként benne van a kvantummechanikaban. A dolgozat
tovabbi részében ennek feltételeit vizsgal juk.

A tapasztalat szerint a résnek elegendden kicsinek kell lennie
ahhoz, hogy a reészecske elhajlast szenvedjen a rajta vald
athaladaskor. Pontosabban a rés szélességének osszemérhet.dnek kell
lennie a mar emlitett interferenciaképbdl szamitott hullamhogszal.
Tetszdlegesen kicsi réshez elvben talalhato olyan hatar
hullimhosszusig, melynél kisebb hullamhosszusigu részecske mar
gyakorlatilag nem szenved elhajlast az adott résen. Igy a
kvantummechanika szemezdgebdl nézve akkor kozelit jik meg egyre
jobban a klasszikus mechanikit, mely szerint nem lép fel a résen
vald elhajlas, ha a részecske hullamhosszaval nullidhoz tartunk, =
igy gyakorlatilag egyre s=zilkit jiik azon résszélességek halmazat,
melyhez tartozd réseken a részecske elhajlast szenved. (V. ezt

azzal a ténnyel, hogy a sugarzas részecskejellege 1is a nulla
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hullamhossz felé kdzelitve erdsodik fel.)d

A 15. tétel és a XII. axidma alapjan egy az id8t explicite nem
tartalmazd Hamilton—operatorral bird részecske allapotfiggvénye, =
igy a szabad (erdmentes térben mozgd) részecske allapotfiiggvenye
is (™ exp(—gglﬂt]alakﬁ. A szabad részecskére érvényes idotdl

figgd Schrodinger—egyenlet:

_ h2 azw azw 62 - ih S
8n%m [aXZ * ay2 + dz2 A l% ’

melynek a fenti alaku és a valtozok szorzatalakd szeparacidjaval

kaphatd megoldasa a kévetkezd:

w = A exp [i[kxx+kyy+kzz—2nh"1ﬁt], ahonnan

h2 oo hZEZ z . . -1 1 - LY
- Ay Bz A exp [x[kxx+kyy+kzz 2nh HLJ = Hoyw

mely utolsé egyenl8ségb8l k2 +k§ +k2 =8n*mh~?H-. i% gt Jjelen

esetben Hy —-vel egyenld.

. 2
%% g% = - th Ay = H’y miatt H’= H.
m

Az Allapotfiggvényre kapott kifejezés yp = A exp[i{ﬁ?wZnh"iﬂt]
alakba irhatd, melyrdél latszik, hogy egy a K vektor iranyaba

1
haladd A = 2r|Kk|~* = 2h(8mH) "2 hullamhosszisigi sikhullimot ir le.

Utolsd egyenletiinket figyelembe véve a A—» 0 hatareset ugy adddik

a kvantummechanikabdl, ha h——0. (V6. azzal a mar megtett
meg jegyzésginkkel, hogy a szabad régzecske y— jének térbeli
hullamhoggsza (peridédusad egyenld a szabad részecske

hullamhosszaval.)

Vajon milyen egyenletbe megy at egy az iddtd8l explicite
fiuggetlen Hamilton-operatord kvantummechanikai rendszer iddtéol
fliggd Schrodinger—egyenlete a h—+ 0 hataresetbhen? Csak a latszat

mutat ja, hogy ih(2n)"6tw a nulldhoz tart h— 0 esetén. y
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legaltalanogsabb alak ja az idétaol explicite fiiggetlen
Hamilton-operatord rendszer esetében a 15. tétel alapjan:
oo f '
k 2mi
= 3 2 €1 P T, 000, }exp(- = H t] +
k=g L=21-

H f
+ fa S ey 0uCFy...,F) exp(- 2k H)dH. Tehst
H L=1

o
ih 2
Smot =2 2 Hg ey 0, CF,...,F, )e"p[‘ =l t’)"’

k=1 L =1

?ﬂ H = - 2ri
ST 3 H ooy ey(T,, ..l TD exp[— 2L Ht,]du,
a L=41
ami nyilvan nem tart nulldhoz, ha h—0. A térbeli parcidlis
derivaltakat tartalmazd rész sem tart nullahoz h— 0 esetén, mert.

v fenti alakjival az iddtdl filiggd Schrédinger—egyenlet ezen része

=1 =1 Ll=1

™ w [
k "
= = 2
-h?c8n®*>"* T m, ‘[ 2 2 gy, exp(— Ee Hkt.] Ap
)

H

o+
P
nM -

S, exp[f Zgl HL] A g, dH|, alaki, melybe a

L =1

= 3 e d
P = J 2, CE,...,ED expli .z k¥, |4°K,,...,a%k,
[ o]

[}

Sty CE,,...,E)> expli z k7, |a%K,,...,d%k,

® j=1

Prl

Fourier—féle integrialeldillitiamockat behelyettesitve a Schrodinger-—

~agyenlet vizggalt tagjara a kévetkezd kife jezés adddik:

L2l
Xk -
h?8n?>"1 3 m, 1[ 2 = oy exp[~ Zgé. Hkt.]'
L=

k=2 L=1
M
B, CE,,...,E2*|E % exp 1J§15JPJ @K, , ..., d°E+
5 =
fn Hp B sed
YEL . *
+ 3 J C exp[~ L= Ht] Je &, ..., kD
L=1 « o0



M

. 2, 1. T~ 3 a
Ik, | exp[1 > Ejrj]d kK,,...,d7k |dH .

i=1

Mivel a ¢, és p,, flggvények Fourier-féle integrileldillitiasaiban
szerepld EJ vektorokra fennall hogy
k% o+ k2. o+ K%, 8n°m. hT%H,
»xJ b z) J J
ugyanolyan médon, mint a

w (F,B) = ¢ (F,I exp [- 2ZL H t] -beli ¢ (F,B> = ACK)> expCik
k

alaku ¢ fiiggvények esetében, ahol mar bizonyitottuk Kk-ra a

8r3m.
megfeleld egyenleteket, a IE‘._I2 kife jezések helyébe ——;;L {
helyettesithetd. Ezek mindegyikébdl kiemelhetd 8n2h-2 a
Schrédinger—egyenlethen lévd most vizsgalt tag i-szerinti
Osszegzeési mivelete elé. Az ezen szummajel elott szerepld

h#*(8nr%*>~!' tényezdvel szorozva a kiemelt tényezdt 1-et kapunk,
tehat h—- 0 esetén a térbeli parcidlis derivaltakat. tartalmazé tag
sem tart nullahoz. A levezetésben felhasznaltuk, hogy a i1
fliiggvények négyzetesen integralhatdk, a P fiiggvényekrdl pedig,
melyek nem négyzetesen integralhatdk, feltettiik, hogy legalabb
Lebesgue—féle értelemben integralhatdak a teljes konfiguracios
térben. E feltételek mellett ugyanis léteznek az emlitett
figgvények Fourier—féle integraleldallitasai.

A kérdés tehat az, hogy h—-=+0 esetén milyen alakui egyenletbe
megy at egy kvantummechanikai rendszer idétél filiggd Schrédinger—
~egyenlete. Megallapitottuk mar, hogy a klasszikus mechanikanak
hataresetben benne kell foglaltatnia a kvantummechanikaban. Az
id4tS8l  figgd Schrédinger—egyenletnek tehat, olyan skalaris
klasszikus mechanikai egyenletbe kell atmennie, mely leirja egy
klasszikus mechanikai pontrendszer mozgagat. Mivel egyetlen
skalaris egyenletként a Hamilton-Jacobi-féle parcialis
differencidlegyenlet tudja csak leirni a klasszikus mechanikai

pontrendszerek mozgasat Chiszen minden mas lehetdség
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egyenletrendszerre vezet!), egy kvantummechanikai rendszer idétol
fliiggd Schrédinger—egyenletének a Hamilton—Jacobi-féle parcialis
differencidalegyenletbe kell atmennie h— 0 esetén. Az Atmenetnek a
valtozdk tipusinak szemszdgébdl nézve nincsen akadalya, hiszen
mindkét egyenlet a térkoordinatidkat és az idét tartalmazza
fiiggetlen valtozdkként.

Tekintsiink egy idotdl fiiggetlen Hamilton-operatord rendszert a
v, = ¥, CFi,...,Fn)exp[— Zgl Hkt) kvantumiallapotban. Ezt

behelyettesitve az iddétdl fiiggd Schrddinger—egyenletbe::

L By . Ay
Th s = H, v, (1ad — SR Lo gk = w (1bd
k
A Hamilton—Jacobi-egyenlet felirhatd az alabbi alakban:
- & = HCF,...,F ,B,,---,B,,t> 2>

ahol S a klasszikus mechanikai rendszer hatasfiiggvénye, H a
rendszer Hamilton-filiggvénye, melynek helyettesitési értékei a
rendszer lehetséges energiaértékei. Legyen most a klasszikus
mechanikai rendszer Hamilton—-fiiggvénye az idétidl  explicite
fiuggetlen. Ekkor a rendszer mechanikai energiiaja iddben allandod,
és a kvantummechanikai, valamint a klasszikus egyenlet jobboldalan
analdg mennyiségek szerepelnek.

h — 0 hataresetben az (1b) egyenlet atmegy a klasszikus

mechanikai (2) egyenletbe:

ih 1 k - _ IS €3>
Iy, Ot ot
Az idS szerint integralva kapjuk, hogy:
- h -— — — — - -
i B 1n[Akc:‘1,...,rnwkCr“...,rn)] = -§ ca>
Rendezve

w, = [Ak('i'-", e ,Fn>]"exp [2{-1‘-1- S]EA;‘(F*, ..., T dexp [zg-l s] 5>

ahol A{(F,,...,T D-— nek l1-re normalhatd filiggvénynek kell lennie.

Azt kapjuk, hogy h—— 0 esetén az iddtol fuggd Schrddinger-egyenlet



ALCFi,...,Fn)exp[gﬁi S]’ alakdi allapotfiiggvénnyel bird rendszer

esetén megy a4t a rendszerhez rendelhetd klasszikus mechanikai

rendszer Hamilton—Jacobi egyenletébe.

Ay, = A} (Fi,...,Fh)exp[;Ei S] alak ekvivalens a levezetésiink

elején kikététt y, = o, CF ,...,F dexp [—Zﬁ‘&- Hkt] alakkal, A}=e¢,,
és S=—-H t, mely alaki utdbbi egyenléség a klasszikus mechanikaban
akkor tel jesiil, ha a Hamilton-fiiggvény nem filigg explicite az
id&tal.

Feltehetd a kérdés, hogy a y = A’(Fi,...,Fn)exp(;ﬁi S]

allapotfiiggvény alak a legaltalanosabb e ahhoz, hogy h—+0 esetén
a kvantummechanika atmenjen a klasszikus mechanikaba. A kérdés

megvalaszolasa végett helyettesitsik a yp = A'(Ft,...,Fn)exp —El S)

filiggvényt az id6tdl fiiggd Schrddinger—egyenletbe. Az exp[?ﬁl S]

tényezdvel és A’—-vel vald egyszerisités utan kapjuk, hogy:

h 2 : 2 -
~E =i |- s a- B0 A, v s)ei[vo s - AR Al s{+v o
{ =g L 8n LY ry LY r, rL
Mivel az S fiiggvény ismert, hiszen ez a kvantummechanikai
rendszerhez hozzarendelhetd klasszikus mechanikai rendszer

hatasfliggvénye, a (6) egyenlet ismeretlenje csak az A’ filggveény.
Ezen egyenlet Kronecker vagy Dirac—-tipusu ortonormaltsagi
felteteleket kielégitd megoldisai hasznalhatdk fel a

w = A(F,,...,F dexp[2ft s] alaku &illapotfiiggvényekben.

2
Ha h—+ 0, akkor a (6) egyenlet a - g% = %[%rad_ S] + V egyenletbe
r
t
megy at, amely grad_ S = p, figyelembevételével éppen a
- ;
t
kvantummechanikai rendszerhez rendelhetd klasszikus mechanikai

rendszer Hamilton-Jacobi-egyenlete. A fenti levezetésbdl latszik,
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hogy ha p—t y = A’(Fi,...,Fn,tsexp[;ﬁl S] alakban vennénk fel,
ahol A’ tovabbra is kielégitené (6)-ot, akkor

i gt Z¢ = [in 2m719, 47 -Ar 3, S]exp (4L )
lenne, mely h— 0 esetén ugyanolyan - A’ IS exp[?ﬁl S] alakua
kife jezésbe megy at., mint amilyen alaku (6) baloldala az A’-vel és

exp[?%l S] —~val vald egyszerisités eldtt. (6D jobboldalanak alakja

pedig nem valtozik meg azaltal, hogy A’ az idot is explicite
tartalmazza, mert a jobboldalon c¢sak térkoordinatak szerinti

parcidlis derivalasck szerepelnek.
Tehat az allapotfiiggvény ACT,,...,T ,tdexp -El S] alaka is lehet

az atmenet soran. Mivel a (6) egyenlet minden oldala ugyanaz

maradt h——+ 0 esetén, ugyanugy a Hamilton—Jacobi-egyenlet adadik.
Ezt a megengedhetd Yy = A(Fl,.‘.,Fn,t)exp[Zgl S] alaku

allapotfiiggvény kvaziklasszikus &allapotfiggvénynek hiv juk, a

kvantumallapotot pedig kvaziklasszikus allapotnak.

IRODALOM

[11 Dr. Marx Qyorgy: Kvantummechanika
Tankényvkiadd, Budapest, 1978.
(21 Franczia Tamas: A kvantummechanikai impulzus eltolasi
szimmetriaval térténd bevezetésérol I.
Acta Academiae Paedagogicae Agriensig Tom. XVII.Eger,1984.
[31 Franczia Tamas: A kvantummechanikai impulzus eltolasi
gzimmetriaval torténd bevezetésérdol II.
Acta Academiae Paedagogicae Agriensig Tom. XVIII.Eger,1987.
[41 Franczia Tamdag: A kvantummechanikai impulzus eltolasi
szimmetriaval torteénd bevezetésérdl II1I.

Acta Academiae Paedagogicae Agriensis Tom. XIX. Eger,1989.



